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1. Histdrico

A andlise wavelet tem um desenvolvimento recente, embora desde 1952 as “wavelets
774 figurassem implicitamente em trabalhos dos matematicos A.Calderén e Zyg-
mund.

No inicio dos anos 80, numerosos cientistas j& utilizavam as “wavelets” como
uma alternativa a andlise de Fourier tradicional. As “wavelets” de J.S.Liénard
e de X.Rodet relacionadas ao tratamento numérico de sinais actsticos (fala ou
musica) e as de J.Morlet, serviam para estocar e interpretar os sinais sismicos
recolhidos em campanhas de prospecgao de petréleo. O fisico A.Grossmann, jun-
tamente com Morlet desenvolveram o formalismo da transformada wavelet con-
tinua sem utilizar a teoria de representacao de grupo e ainda, matematicos tais
como R.Coifman e G,Weiss criaram os “4dtomos”e as “moléculas” que deviam con-
stituir as componentes de bases de diversos espacgos funcionais. Fnim, L.Carleson
utilizava funcoes muito semelhantes as ”wavelets” a fim de construir uma base
incondicional do espaco H' de Stein e Weiss.

Nos 1ltimos dez anos, aproximadamente, o interesse pelas wavelets cresceram
assustadoramente. Por volta de 1985, foi dado um novo impulso a esta teoria
através das contribuicoes de matemadticos e exprets em processamento de sinal.
Um dos pioneiros foi Y.Meyer, um matemadtico da escola de Calderén-Zygmund,
salientamos também as contribuigoes de I.Daubechies, S.Mallat, entre outros. E
xistem vérias razoes para este sucesso. Por um lado, o conceito de wavelets pode
ser visto como uma sintese de idéias originadas durante os 1ltimos vinte ou trinta
anos em engenharia(cédigo subbanda), {isica(estados coerentes, grupo de renorma-
lizacao) e matemadtica pura(estudo de operadores de Calderén-Zygmund). Como
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uma conseqiiéncia dessa interdisciplinaridade, as wavelets apelam a cientistas de
vérias dreas. Por outro lado, as wavelets sao ferramentas matematicas bem simples
com grande variedade de possiveis aplicacoes.

2. Notacao

Daremos aqui algumas notacoes que serao usadas durante todo o texto.

Denotaremos por Z, R e R?, o conjunto dos niimeros inteiros, reais e dos pares
ordenados de ntimeros reais, respectivamente.

Os espacos funcionais com os quais trabalharemos durante todo o texto sao os
espagos vetoriais LF(R), com p = 1,2, cuja defini¢ao ¢ a seguinte:

LP(R) = {u: R — R; u é mensurével e |u|” é integrdvel sobre R}

O espaco vetorial L'(R) é um espaco de Banach, munido da norma:

fual, = / julze)| e

Enquanto que L?(R) é um espago de Hilbert, munido do seguinte produto interno:

(1, 0) = /R w(w)o(z)dz,

que define a seguinte norma:

full = | [ o) ] "

Portanto o espago L*(R) é o espaco dos sinais de energia finita.
Para cada f € L'(R), definimos a transformada de Fourier de f por:

~

(FNE) = Fle) = # / e f(z)dz,

fA(S)‘ < (2m) V2| f||, . Podemos, a partir de um processo de

li mite, estender a defini¢io da transformada de Fourier ao espaco L*(R), e af

e mostra-se que

obtemos que a transformada de Fourier F é um operador linear, isto é

F: L*(R) —L*(R)
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é tal que F(au + fv) = aF(u) + BF(v). Em L*(R), obtemos ainda a identidade
de Parseval, ou seja (f, g) <
Ainda, dadas f,g € L*(R), definimos a convolucao de f e g por:

= /Rf(y)g(ﬂf —y)dy

temos entao a seguinte propriedade:

F(f *9)(&) = V2r(F ) (E)(Fg)(€)

3. Wavelet continua

A transformada wavelet é uma ferramenta que decompoe dados, funcoes ou ope
radores em diferentes componentes de freqiiéncia e entao estuda cada componente
com uma resolucao condizente com sua escala. Nos restringiremos as wavelets
unidimensionais.

Definigao: Seja ¢ € L?(R), satisfazendo a seguinte condicao:

i 2
[ 1ot d < +oc

Definimos a transformada wavelet de uma funcio f € L?*(R), com respeito &
funcao de andlise 1, por:

T at) = [ F@), oo

Ondev ,L/}a,b<aj) = ’a’71/21/} <m747> .

Nota: As fungoes 1), sao chamadas wavelets, enquanto que a fingao v é
chamada wavelet mae ou wavelet bdsica. Os pardmetros a e b sao respectiva-
mente os pardmetros de dilatacao ou escala e de translacao. Quando a varia,
Ya0(s) = ]a’fl/ 21/)(3 /a) cobre diferentes dominios de freqiiéncia(valores grandes
do paradmetro de escala |a| correspondem a baixas freqiiéncias, ou largas escalas
Y405 pequenos valores de la| correspondem a altas freqiiéncias ou escalas finas
1/)(%0). A variacao do pardmetro b também nos permite mover o centro de loca
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lizacao do tempo: cada 1/’a,b<3) é localizada em torno de s = b. Portanto a trans-
formada wavelet prové uma descricao tempo-freqiiéncia de f. A normalizacao foi
escolhida de modo que HwabH = ||| para todo a,b.

Nota: Observe que a transformada wavelet representa o produto escalar de f
com cada fungao da familia de wavelets {1, ,}. Para a fixado, ela também pode
ser interpretada como a convolucao (v, * f)(b), onde ¥, (x) = ¥, o(—x).

Nota: Observe ainda que como ¢ € L*(IR) entao @ € L*(R), isto significa que
estas funcoes tem decaimento para zero em 400, intuitivamente esta condigao
assegura que 1 e ¢ tem alguma concentracao, ou seja sao pequenas ondas ou me

9©)| e < oo,

denominada condi¢io de admissibilidade é na préatica(por exemplo se 1 € L'(R))

+oo
lhor ondas localizadas, daf o nome wavelet. A condigao, [ [¢] !

equivalente & 1 nao ter componente de freqiiéncia zero:1p(0) = 0. Isto implica
+oo
que 1 deve ter média zero, ou seja [ (z)dz = 0. Note que [(T* f)(a,b)| <

11V € L2(R).

— 00

3.1. A transformada wavelet e a andlise tempo-freqiiéncia

FEm vérias aplicagoes, dado um sinal f(t), estamos interessados em seu conteido
de freqiiéncia localmente no tempo. A transformada de Fourier nos d4 uma repre-
sentacao do conteido da freqiiéncia de f, mas a informacao relativa a localizagao
no tempo de, por exemplo, altas freqiiéncias nao pode ser obtida facilmente de
Ff. A localizacao tempo-freqiiéncia pode ser obtida “janelando” primeiramente
o sinal [ e em seguida tomando sua transformada de Fourier, é o que chamamos
de transformada de Fourier janelada de f, definida por:

(T ) (uw, 1) = / £(5)g(s — t)e~w*ds

Existem vdrias escolhas possiveis para a funcao janela g em andlise de sinais,
sendo as principais as de suporte compacto e regularidade razodvel. Uma das
escolhas mais populares é uma gaussiana. Fm todas as aplicacoes, g é suposta bem
concentrada em tempo e freqiiéncia: se g e § sao ambas concentradas em torno do
zero, entao (T f)(w,t) pode ser interpretada como o “conteiido” de f em torno
do tempo t e da freqiiéncia w. A transformada de Fourier janelada prové assim uma
descricao de f no plano tempo-freqiiéncia. Mas, ja que a freqiiéncia de um sinal é
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diretamente proprcional ao comprimento do seu ciclo, segue que para informacoes
espectrais de alta freqiiéncia, o intervalo de tempo deve ser relativamente pequeno
para dar uma melhor precisao, enquanto que para informacoes espectrais de baixa
freqiiéncia, o intervalo de tempo deve ser relativamente mais amplo para dar
informacoes mais completas. Em outras palavras, é importante ter uma janela
tempo-freqiiéncia flexivel, que se estreita automaticamente em centros de alta
freqiiéncia e se alarga em centros de baixa freqiiéncia. Felizmente, a transformada
wavelet T relativa a uma wavelet mae tem esta capacidade. Para tornar isto
mais claro, daremos algumas defini¢oes.

Definigao: Uma fun¢ao nao nula w € L*(R) é denominada funcao janela se
zw(z) também pertence a L?(R). O centro t*e o

raio A,, de uma funcao janela w sao definidos por

1T
t*:W /a:]w(a:)]Qda:
e
+o0 1/2
1 . 9
Aw:m /(a:—t)]w(a:)] dx

respectivamente; e a largura da fungao janela w é definida por 2A,,.

Suponha que ¥ é uma wavelet mae tal que v e 1 sdo fungoes janelas com
centros e raios dados por t*,w*,Aw,Afp, respectivamente. FEntao, em primeiro
lugar, é claro que a transformada wavelet de um sinal f, localiza o sinal com uma
janela no tempo, dada por [b+4 at* —aly, b+ at* + aAy], sendo o centro da janela
igual a b+ at* e a largura dada por 2aA,. Esta é a chamada “localizagao-tempo”

em anélise de sinais. Por outro lado, se considerarmos a fucao janela n, dada por

o~

n(w) = ¥(w +w’)

entao 1 também é uma funcao janela com centro em 0 e raio dado por A;p e pela
identidade de Parseval a transformada wavelet de f torna-se

(1 )(a,5) = alal /OO Frwpey (a (w2 )aw

a

Entao com excecao do fator multiplicativo a ]a’fl/ > ¢ da mudanca de fase, linear
e determinada pela translacao da janela de tempo, segue que a transformada

c005



wavelet também nos d4d informa(;éo localizada do espectro de f, com janela de

freqiiéncia igual a |— — Afp, + — A ] , cujo centro é — e a largura é dada
a a a a

or —A-. BEsta é a chamada “localizacao-freqiiéncia”. Assim do exposto acima
w b

temos uma “janela tempo-freqiiéncia”:

w* *

[0+ at® —aly, b+ at™ + aAy]x [F_aA;”’ —+ - A

para a andlise tempo-freqiiéncia, usando a transformada wavelet relativa a uma
wavelet mae 1, sob as condicoes descritas acima.

Alguns comentdrios se fazem necessdrios. Em primeiro lugar, j& que devemos
considerar freqiiéncias positivas, a wavelet mae ¢ deve ser escolhida de modo que
o centro w* de 9 seja um niimero positivo. Na prética, este niimero positivo, assim

como o pardmetro de escala a, é selecionado de modo que w* /a seja o centro de

: . w” w* : .
freqiiéncia da banda de freqiiéncia |— — —Afp, + — AA de interesse. Entao a
a a a

razao entre o centro de freqiiéncia e a largura da banda de freqgiiéncia é dada por

*

w*fa w

20;/a 2057

a qual independe da localizagao do centro de freqiiéncia. Esta é a chamada
“constante-Q” na andlise de freqiiéncia. A importéncia da janela tempo-freqiiéncia
¢ que ela se estreita para grandes centros de freqiiéncia w* /a e se alarga para pe-
quenos centros de freqiiéncia w*/a, embora a drea da janela seja constante, dada
por 4A¢Afp- E isto é o que se deseja em andlise tempo-freqiiéncia.

Assim, concluimos que a transformada wavelet é um instrumento melhor que
a transformada de Fourier janelada para a andlise de fenémenos rapidos de alta
freqiiéncia, tais como sinais transientes ou singularidades em fungoes ou nicleos
de integrais.

3.2. Propriedades da wavelet continua

Daremos a seguir algumas das principais propriedades da transformada wavelet.
O resultado principal é a resolugao da identidade, que nos mostra que uma fungao
[ € L*(R) pode ser recoberta de sua transformada wavelet. Nao daremos aqui as
demonstragoes, que podem ser encontradas em Daubechies[2].
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Teorema. Seja v € L*(R) uma wavelet bésica. Entao para toda f,g € L*(R),
tem-se que:

| [ @ panT=gan: - coir.g).

+oo | 2 1
onde Gy =27 [ [B()] I¢ " de.

Proposition 1. A resolucao da identidade pode ser lida como

+oo+oo
dadb
f:C[[;l // (Twavf)<aub)wa,bz—27

com a convergéncia da integral no sentido fraco, isto é,

3 // <Twavf)<a’b>Wdeb =(/.9),Yg € L*(R).

No entanto, prova-se que tal convergéncia também vale no sentido forte de L*(R),
isto é

dadb
. —1 wav J—
N A B T B
Az, B—+o0 A1<|a|< Az

b<B

Aqui a integral é vista como um elemento de L?(R), através do teorema de rep-
resentacao de Riesz.

A férmula acima, mostra que qualquer f € L?(R) pode ser arbitrariamente
bem aproximada por uma superposicao de wavelets. Esta afirmacao parece para-
doxal, j& que todas as wavelets tém média zero, assim como qualquer superposicao
delas, enquanto que f nao tem necessariamente média zero. A explicacao deste
aparente paradoxo estd no fato de que a convergéncia é no sentido de L?(R) e nao
no sentido de L'(R). Quando A; — 0, Ay, B — 400, entao

da db
r@-ct [ [ e,
Ai<|a|< A
[pl<B
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é uma funcao que assume valores pequenos, € que tende lentamente para zero,
quando x cresce, tem a mesma integral que f, mas sua norma em L%(R) tende a
zero. Isto é andlogo ao que acontece no seguinte exemplo: considere as funcoes

= G <

0, caso contrario

entao, ngn xz)dr = 1,Yn, ainda que g, — 0, para todo z € R ¢ | g,
(2n)~ 1/2 — 0, quando n — +00; mas (g,) nao converge em L'(R).

FExistem variacoes da resolucao da identidade, uma das quais consiste em in-
troduzir diferentes funcoes para a reconstrucao e para a decomposicao. Mais
explicitamente, se ¥, 1? satisfazem

/W ‘W ‘%<+w
entao, prova-se que
+oo+oo 1
/ / =5 (f ¥an) (Ve 9) dadb = Cp 2 (f,9)

com Cy1 2 = 27 [ ]5]71 PHEW? (€)dE. Assim, se Cyr g2 # 0, podemos escrever a

igualdade acima como

“+oo-+00

Ol [ [ S {rt) vl dade

— 00— 00O

Note que ¢!, %* podem ter propriedades muito diferentes. Por exemplo uma pode
nao ser regular, enquanto que outra pode ser bem regular; ambas nao necessi-
tam nem mesmo serem admissiveis. Em Holschneider e Tchamitchian(1990), a
liberdade na escolha de ' 4? é usada para provar alguns resultados bastante
interessantes. Um destes resultados é o estudo de propriedades de regularidade

local de fungoes nao diferencidveis, a saber:
+oo

Teorema. Suponha que [ (1 + |z|)[¢(z)|dz < 400, e ¥(0) = 0. Se f €
L*(R) é uma funcao limitada e Holder continua com expoente , 0 < o < 1, isto
¢,

|f(x) = fly)] < Clz—y|”
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entao sua transformada wavelet satisfaz

(T°%(a,8)] = |(f,%ap)| < Culal™.

Reciprocamente, temos o seguinte resultado
Teorema. Suponha que 9 tem suporte compacto e que f € L*(R) é limitada
e continua, Se, para algum « €10, 1], a transformada wavelet de [ satisfaz

([ 1has)] < Cla*T?,

entao f é Holder continua com expoente .

Os teoremas acima mostram que a Holder continuidade de uma funcao f pode
ser caracterizada pelo decaimento em a do valor absoluto de sua transformada
wavelet (exceto para a = 1, nao temos a equivaléncia). Note que nao assumimos
nenhuma regularidade para 1, a nao ser ter média zero. A diferenciabilidade de
ordem superior de f e a Holder continuidade de sua derivada de maior ordem
podem ser caracterizadas analogamente por meio do decaimento dos coeficientes
wavelets, se ¢ tem mais momentos nulos, isto é, supondo que fR ™p(x)dr = 0,
param = 0,1 ... n, temos o seguinte resultado:

f € C™ com f™ m = 0,1,...,n limitadas ¢ quadrado integréveis, e f(
Holder continua com expoente « €]0, 1[< ‘<f, ,L/}a,b>‘ <C ]a’n+a+1/2, uniforme-
mente em a.

Novamente nao exigimos nenhuma regularidade para .

O mais importante em todas estas caracterizacoes é que elas envolvem so-
mente o valor absoluto da transformada wavelet. Note que também podemos
concluir sobre a regularidade de f a partir do decaimento em w do valor absoluto
de sua transformada de Fourier janelada T (w,t), se a janela g escolhida for
suficientemente regular. No entanto o valor computado do expoente «, a par-
tir de [T (w,t)| nao serd Stimo. Para obter uma verdadeira caracterizagao, a
fase de |T""(w,t)| deve ser levada em conta, por exemplo via estimativas tipo
Littlewood-Paley.

A transformada wavelet pode ser usada também para caracterizar regulari-
dade local, o que nao acontece com a transformada de Fourier janelada, mesmo
levando em conta a informacao de fase. Os dois préximos teoremas sao devidos a

Holschneider e Tchamitchian(l990).
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+oo
Teorema. Suponha que [ (1+ |z|)[¢(z)|dz < +o0 e [p¥(z)dz = 0. Se

— 00

uma funcao f, limitada é Holder continua em xy, com expoente « €]0, 1], isto &,
|/ (o + 1) — f(z0)| < C'[|",
entao
1/2 o’ o’
[{f+ Yamorn)] < Clal' (la|™ + p[).
Teorema. Suponha que ¢ tem suporte compacto e f € L*(R) é limitada e

continua. Se, para algum v > 0 e « €]0, 1],

‘<f; ,L/}a,b>‘ <C ICLWH/Q uniformemente em b,

1/2 a 6"
‘<f7 ,L/}a,mo+b>‘ < ¢ ’CL’ <’a’ + Hog’bH> 7

entao f é Holder continua em gy com expoente «
Estes teoremas justificam o nome de “microscépio matemdtico”, que é dado
algumas vezes & transformada wavelet.

4. Transformada wavelet discreta

A transformada wavelet continua é altamente redundante, e na pratica é avaliada
somente num grid no plano tempo-escala. Neste caso os pardmetros de escala a
e translacao b ambos assumem valores discretos. Para a, escolhemos as potén-
cias inteiras de um pardmetro de escala fixado ag > 1, isto é a = ag’. Como j4
visto, diferentes valores de m, correspondem a wavelets de diferentes larguras.
Segue portanto que os valores do pardmetro de translagao b dependerao de m :
wavelets estreitas(altas freqiiéncias) sao transladadas por pequenos passos, para
cobrir todo o dominio do tempo, enquanto que wavelets largas(baixas freqiiéncias)
sao transladadas por passos largos. J4 que a largura de ¢(af'x) é proporcional a
ag', n6s escolhemos portanto para discretizar b por b = nbpag', onde by > 0 fixado,
As wavelets correspondentes aos pardmetros discretos sao, portanto

Yo (@) = ag ™ (ag ™ (@ — nboal)")) = ag ™ (a” ™z — nby).

No caso discreto, nao existe em geral uma férmula andloga & resolugao da
identidade do caso continuo. Surgem, entao as seguintes questoes:
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1>E possivel caracterizar f completamente, conhecendo-se TV f7

2>E possivel reconstruir f de modo numericamente estdvel a partir de T f7

Estas questoes referem-se a reconstrucao de f a partir da transformada wavelet
discreta. Podemos também considerar o problema dual, a possibilidade de ex-
pandir f em termos de uma superposicao de wavelets, surgem, entao as seguintes
questoes:

A)Qualquer funcao pode ser escrita como uma superposicao de Y

B)Existe um algoritmo numericamente estdvel para calcular os coeficientes
para uma tal expansao?

Para responder a estas questoes, teremos os dois préximos pardgrafos.

4.1. Frames

Os frames foram introduzidos por Duffin e Schaefler(1952), no contexto de séries
de Fourier nao harménicas; eles sao também revisadas em Young(1980). Vejamos
sua definicao. Neste pardgrafo estaremos trabalhando num espaco de Hilbert H,
munido de um produto interno (., .).

Definigao: Uma familia de fungdes (¢;)jcs num espaco de Hilbert H é de-
nominada “frame”, se existem A > 0, B < 400 tais que, Vf € H, tem-se

2 2 2
ANFIP < D[ Fel < BISIP.
jed
Chamamos A e B de limitantes do frame Se os dois limitantes do frame sao iguais,

entao a familia (gpj) jes serd denominada de “tight frame”. Portanto num “tight
frame” temos

Do) = AlFIP VS € H,

jed
o que implica, pela identidade de polarizacao que

Af.9) =) _{f.0;){05.9)
jed
isto é,
<f7.g> = Ail Z <f7<70]> <<70]7.g> ng S H7
jed

o que implica,

F=A"Y (fe) e

jedJ
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no sentido fraco.
A férmula acima nos lembra a expansao de f em bases ortonormais, mas é
importante notar que os “frames” e até mesmo os “tight frames” nao sao em geral

V3 o1

bases ortonormais, como ilustraremos no exemplo a seguir.

Exemplo: Seja H = C? e considere os vetores e; = (0,1), e; = (—7, —5),
3 1

€3 = (\/7_, —5) Assim, Yv = (vy,v9) € H, temos:

3 V3 o1 V3 o1 3

2 2 2 2

J; (v, e)” = [val” + | =on = gua| + | =gl = Sllul” 4wl =
32
2 ol

Logo {e1,e9,e3} ¢ um “tight frame”, mas definitivamente nao é uma base
ortonormal, j&4 que nao é nem mesmo linearmente independente. Observe também

que neste exemplo o limitante do frame é A = —, que nos d4 a razao de redundéan-

cia do frame(trés vetores num espago bidimensional). Se a razao de redundéancia
do tight frame for igual a 1, entao o “tight frame” é uma base ortonormal, como
veremos a seguir.

Teorema. Secja (¢;);e; um tight frame num espacgo de Hilbert H, com limi-
tante A=1e HQOJH =1,Vj € J. Entao {p,,j € J} constitui uma base ortonormal
de

Prova:
1= H‘PRHQ :Z ‘<<70k7<70j>‘2 = H‘%HQ‘F Z ‘<<70k7<70j>‘2 =1+ Z ‘<<70k7<70j>‘27
jed jeJ jed
§#k JFk
. 2 2 . . .
entao Y ‘<<,0k,<,0j>‘ = 0, portanto ‘<<,0k,<,0j>‘ =0,Vy € Jj # k. Ou seja,
jed
J#k

{®;,7 € J} é um conjunto ortonormal de H. Resta provar que tal conjunto é
completo. De fato, seja f € H, tal que <f, <,0j> =0, Vs € J Como

171 =" [ =0=r=0.

jeJ

Assim {p,,j € J} é uma base de H, logo
F=Y {f¢;)e;vf € H.

jedJ
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A férmula acima nos d4 uma maneira trivial de recobrir f a partir de < f, <,0j> ,
se o “frame” é um tight frame com limitante igual a 1. Vejamos o que acontece
no caso geral.Primeiramente introduziremos o operador “frame”.

Seja (¢;)jes um “frame” com limitantes A ¢ B num espaco de Hilbert H.
Definamos entao o operador “frame” F': H — ly(J), por:

(Ff); = (f.0,),¥f € HYje T

E facil mostrar que F' é uma transformacao linear ¢ mais

IEFI” =" [ oo < BIFIP VS € H,

jeJ

o que implica que F' ¢ limitado e || F|| < B2,
A partir de F', definimos o operador adjunto F™*, que deve satisfazer a seguinte
igualdade
(F*c, [y ={c, F'f) VYeel(J),VfeH,

o que nos permite definir F** : Iy(.JJ) — H, por
Fre = chgpj,Vc = (¢j)jes € L(J).
jed

Como || F|| = ||F*|, temos que F™* também ¢ limitado e podemos provar que
o operador F*F satisfaz a seguinte desigualdade

(Af, ) < (FPF[ ) <(BS,[) V] € H,

o que implica que F*F & inversivel. Assim aplicando (F*F)™! aos vetores oy
obtemos uma nova familia de vetores, a qual denotamos por (QZJ) jes € definida
por p; = (F*F)flgpj. Prova-se que (9;) ;e € também um “frame”, com limitantes
Al e B7'. A este “frame”, denominaremos de “frame dual” de (¢;);e;. Ainda
podemos provar que

S feni=1=>_([2)¢

jeJ jed

Isto significa que temos uma férmula de reconstrucao para f, a partir de < f, <,0j> e
ao mesmo tempo uma receita para escrever f como uma superposicao de @;, o que
demonstra que os conjuntos sao realmente duais. Assim, dado um “frame”, o que é
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necessdrio fazer para aplicar a férmula acima, é computar ¢,. Voltaremos a isto em
breve, mas primeiramente enderecamos uma questao que frequentemente aparece
neste ponto. Enfatizamos que “frame” e mesmo “tight frame” nao sao bases
ortonormais porque o conjunto {¢;; j € J} é tipicamente linearmente dependente.
Isto significa que para uma dada f € H, existem vdrias diferentes superposicoes
de ¢,. O que entao aponta a segunda parte da {6rmula acima como especialmente
interessante? Daremos uma idéia da resposta com um exemplo bem simples.
Exemplo: Consideramos, como em exemplo anterior H = C? e o conjunto

{61,62763}, onde €1 = (0,1), €y = (—\/5 —1) € ez = <\/§

2 2

1 7
53 5). J4 provamos que o

conjunto acima é um “tight frame” com limitante A = % Pode-se provar ainda
que
9 B
v = §Z (v,e;)e;,Vv € H.
=1
) 3
E possivel provar ainda que, se v =) (,e; entao 3, = %[<U,€j> + ], para

J=1
algum a € C. De algum modo parece mais “econdmico” a primeira férmula que
a segunda. Vejamos como podemos precisar esta afimacao intuitiva.

3

Sl e =Sl

J=1

enquanto que

3
(v, ;) +af” = 5 lol* + 3ol

3
j—1
Logo, se « # 0, 2371 (v, e;) + 04]2 > Ej.:l |{v, ej>]2 , 0 que significa que a norma
em ly(J) dos primeiros coeficientes ¢ menor que a mesma norma dos demais coefi-
cientes. E neste sentido que dizemos que os coeficientes < f, gNOJ> sao mais econdmi-
cos, como enunciaremos no seguinte resultado.
Teorema. Se f =3} c¢;p;, para algum ¢ = (¢;) € l(J) e se nem todo ¢; é
jed
. ~ ~ 92 ~ 2
igual a <f,<,0j> ,entao Y el >0 ‘<f,<,0j>‘ )
jed jeJ
Analogamente, também nao temos unicidade na reconstrucao de f a partir de
< f, <,0j> , isto é existem outras familias (u;) de vetores de H tais que

=Y (feshu

jedJ
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. No entanto os vetores ¢, mostram-se os mais econémicos, no seguinte sentido:

Se (u;),., étal que [ = Z (f, ;) u;,Vf € H,
jed

entao Y |uz, )" > Y (@90 Vg € H.
jeJ jeJ

Assim, para reconstruir f a partir de < f, <,0j> necessitamos computar ©;, o que
envolve a inversa de I™* I e que nao é simples. No entanto se A e B sao “préximos”

A+ B
+]de

. B . .
um do outro, isto é, r = — — 1 << 1, entao "I estd “préximo” de

A

portanto (F*F)~1 estd préximo de A—I——B]d’ logo ¢, estd préximo de A—I——B%’

no seguinte sentido

A-B . 2 B—A
(Formt) < (=g ) < (o s ) ¥ e

Mais precisamente,

2
A+t BY

o que nos permite concluir que ;=

2
f=a7g 2 (Lei) e+ B,

jedJ

onde & é um operador auto-adjunto tal que

B—-A r
R|| = R s feHd =11 < = .
IR = sup {7, 1) f € Hellf| =1} < 28 = T
Assim se r é pequeno, obtemos uma férmula de reconstrucao para f, abandonando
r
o resto Rf na férmula acima e cujo erro na norma de L*(R) é de até 3 £l -
r

Mesmo se 7 nao for pequeno, podemos obter um algoritmo para a reconstrucao
de f, com convergéncia exponencial a partir de um método iterativo, que pode
ser encontrado em [2].

4.2. Frames de wavelet

No pardgrafo anterior, vimos que se tivermos um “frame” num espacgo de Hilbert
H, teremos um algoritmo de reconstrucao numericamente estdvel para toda f €
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H. Neste pardgrafo daremos condicoes necessdrias e condicoes suficientes, para po-
dermos determinar quando uma fungao 1 gera uma familia de wavelets {9, ,;m,n €
Z} que constitui um frame, e assim teremos um algoritmo numericamente estdvel
de reconstrugao em L?(R). Primeiramente, daremos uma condi¢ao necessria.
: 2 _ . —m/2 —m
Teorema. Scja ¢ € L*(R) e 9, ,.(x) = aq “(ap"x — nbo),m,n € Z. Se

{0 i m,n € Z} constitui um “frame” para L*(R) com limitantes A e B, entdo

‘ 2

+oo [B(€)
bolnaoAS/ dSS bolnaoB
27 0 £ 27
e
~ 2
bolnaOAS/O ‘1/}(5) ge < olnao
27 e € 27

Nota: As férmulas acima impoem a condicao de admissibilidade para que v
dé origem a um frame, que é a mesma restricao que no caso continuo.
Se {¥y,n;m,n € Z} constitui um tight frame( A = B), entao as férmulas
acima implicam que
i i
A=

N b() In aop

dé =

o /+oo () "
0

§

Em particular, se {1,,,; m,n € Z} constitul uma base ortonormal( A = B = 1)

de L*(R), entao ’

- / ()

b() lnao 0 5

2

~ 2 ~
e

o0

Nem todas as escolhas de ¢, ag, by levam a “frame” de wavelets, mesmo se i é
admissivel. Por isso, daremos a seguir condicoes suficientes sobre 1, ag, by, sob as
quais nés de fato obtemos um “frame”. Obteremos também uma estimativa para
os limitantes do “frame”.

Proposition 1. Se ¢, ag sao tais que

“+o0

D DTS

2
>0
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+o0 9

< 400

(ag'€)

sup
1<[¢|<ao ,,,—_

‘ ~

o0

+o0 ~ ~
e se 3(s) =sup Y ‘1/)(@6”5)‘ ‘1/}(@6”5 + s)‘ decal pelo menos tao rapido quanto
€

m=—o00
(1+|s))~0%2) com e > 0, entao existe (bo)* > 0 tal que {%mn;m,n € Z} constitui
um “frame”, para todas as escolhas de by < (by)* e as expressoes para os limitantes
do “frame” {1,, ,;m,n € Z} sao:

;

A o . 400 - 9 400 27rk 27rk 1/2
- i, 2 [l = > Jo(54) 7 (-504)
L kA0

o +o0 R 9 +o0 or o 1/2
bo | 1< 20 mzoo vase) kzoo 7 bo 7 bo
\ k#£0

As condigoes acima sao satisfeitas se, por exemplo ‘@(5)‘ < CIE*(1+1€]))7, com
a>0evy>a+ 1

Vimos entao que é possivel reconstruir f a partir de << f, wm:n>>mn€Z’ onde
wmn(at) = q m/ 21/}(@6 "x — nby), de forma numericamente estavel, desde que
{%mn;m,n € Z} constitua um “frame”.

No préximo parédgrafo veremos como podemos construir bases ortonormais do
espaco L*(R).

5. Bases ortonormais de wavelets e Andlise de multires-
olucao

A primeira construcao de bases ortonormais de wavelets pareceu um tanto miracu-
losa. Esta situagao mudou com o advento da andlise de multiresolugao,-formulada
por Mallat e Meyer, em 1986. A andlise de multiresolucao prové uma ferramenta
para a compreensao das bases de wavelets e para a construcao de novos exemplos.
A histéria da formulacao da andlise de multiresolugao é um belo exemplo de apli-
cacao estimulante do desenvolvimento tedrico. Quando Mallat aprendeu sobre a
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base de Meyer, ele foi trabalhando em andlise de imagens, onde a idéia de estudar
imagens simultaneamente em diferentes escalas é muito popular hd vdrios anos.
Isto o estimulou a ver as bases ortonormais de wavelets como um instrumento
para descrever matematicamente o incremento na informacao necessdrio para ir
de uma aproximacao grosseira para uma aproximacao de alta resolucao. FEsta
compreensao estd cristalizada na andlise de multiresolucao.

5.1. Defincao e propriedades

Os pesquisadores de vdrias especialidades queriam encontrar algoritmos manip-
uldveis, permitindo decompor funcoes arbitrdrias em termos de funcoes especiais,
combinando as vantagens do sistema trigonométrico e do sistema de Haar. FEstes
dois sistemas ocupam duas posi¢oes extremas, no seguinte sentido. As funcoes
do sistema trigonométrico sao perfeitamente localizadas em freqiiéncia ou em var-
i4vel de Fourier, mas nao tém localizagao precisa na varidvel de espago(ou tempo).
Por outro lado as func¢oes do sistema de Haar sao perfeitamente localizadas na
varidvel de espaco, mas tém uma mé localizagao na varidvel de Fourier. Isto se
deve a dois defeitos das funcoes do sistema de Haar: a falta de regularidade e a
falta de oscilacao.

A pesquisa de base hilbertianas que fossem ao mesmo tempo bem localizadas
na varidvel de espaco e na varidvel de Fourier foi motivada por R. Balian, da
seguinte maneira. “Podemos ter interesse em teoria de comunicacoes, em re pre-
sentar um sinal oscilante como uma superposicao de “ondinhas” elementares tal
que cada uma possua ao mesmo tempo uma freqiiéncia e uma localizacao no
tempo bastante bem definidas. A informacao titil é, de fato, freqiientemente ve-
iculada ao mesmo tempo pelas freqiiéncias emitidas e pela estrutura temporal do
sinal(o exemplo da musica ¢ caracteristico). A representacao de uma sinal como
funcao do tempo exibe mal o espectro das freqiiéncias em jogo, enquanto que ao
contrdrio sua andlise de Fourier mascara o instante de emissao e a duracao de
cada um dos elementos do sinal. Uma representacao adequada deveria combinar
as vantagens destas duas descricoes complementares, apresentando além disso um
carater discreto melhor adaptado a teoria de comunicagoes”.

A nocao de andlisa de multiresolu¢ao permite conciliar a andlisa em varidvel
de espaco com a andlise em varidvel de Fourier e isto de maneira compativel com o
principio de incerteza de Heisenberg. Antes de passarmos a definicao propriamente
dita vejamos qual a idéia.

Seja 1 € L*(R) uma wavelet tal que o conjunto {1, ,; j,k € Z} seja uma base
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de L*(R), onde v, () = 279/24(277x — k). Assim, para cada j € Z, considere
o subespaco W; = [{¢;,; k € Z}]. E claro que L2 (R) pode ser decomposto como
uma soma direta dos subespagos W; :

L2<R) @ WJ7

JEZ

no sentido que toda funcio f € L*(R) tem uma tinica decomposicao:

f@) =" +gi() +go(x) + g 1(x) +---,

onde g; € W; para todo j € Z.
Se {1, 7,k € Z} é uma base ortonormal de L*(R), entao os subespacos W
sao mutuamente ortogonais, isto é,

(95,90 =0, j#I, ondeg;eW;eg €W.
Neste caso usa-se a notacao:
W; LWy, j#L

Consequentemente, a soma direta torna-se uma soma ortogonal, ou seja além da
decomposicao ser Uinica, seus componentes sao mutuamente ortogonais.

Sendo a base ortonormal ou nao, tem-se uma decomposigao do L*(R) em soma
direta dos subespacos W;. Para cada j € Z, considere os subespacos fechados de

L*(R), definidos por:
Vi=Winn®@Wip®©--- jEL

Esses subespacos tém as seguintes propriedades:
e-cVicWhCcVo Chevg

2 m = I2(R);

)
3)m Vv, ={0}:
v,
5)f

4HV, 1=V, oW, j€ 7
( ) eV,e f(2) eV
Entao, em contraste com os subespagos W;, que satisfazem W; N W; = {0},
J # 1, a seqiiéncia dos subespacos V; é uma seqiiéncia encaixante, como descrito
por (1), e tem a propriedade de que toda fungao f € L*(R) pode ser aproximada
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tao bem quanto se queira por suas projegdes P;f € V;, como descrito em (2).
Mas por outro lado, para j cada vez maior, as projecoes P;[ devem ter energia
arbitrariamente pequenas, como garantido por (3). A principal propriedade desses
subespagos que nao ¢ descrita pelas propriedades de (1) a (3) ¢ que mais e mais
“variacoes” de F;f sao removidas quando 7 — 4-o00. De fato, essas varia¢oes sao
tiradas fora nivel por nivel em ordem crescente da “razao de variacao” e estocadas
nos subespagos complementares W; como em (4). Este processo pode ser tornado
muito eficiente por uma aplica¢ao da propriedade(5).

De fato, se o subespaco de referéncia V4 for gerado por uma tinica funcao
¢ € L*(R) no sentido que

Vo = [doxi k € Z)

onde

Gip = 27J/2¢<27ja7 — k),
entao todos os subespacos V; sdo também gerados pela mesma funcao ¢ (assim
como os subespagos W, sdo gerados por ¢) isto é:

Vi= ¢,k €Z],j€ L.

Entao, este processo pode ser realizado eficientemente, como veremos mais tarde.
Vejamos entao a definicao de andlise de multiresolugao.
Definigao: Uma andlise de multiresolu¢io de L?(R) é por defini¢cao, uma
seqiiéncia decrescente V;, j € Z, de subespacos vetoriais fechados de L?(R), isto é
Ve VicWwCc Vo, C Ve C..., tendo as seguintes propriedades:

. N V;={0}.
jeZ
U V; é denso em 2 (R).
jez

.Vf e L*R),Vj €Z, temse f(.) €V, & f(2.) €V, 1.
. feVo= f(.—n)eVp,Vn e Z

5. d¢ € V} tal que se ¢y, (7) = ¢(x — n) entdo {¢y,;n € Z} é uma base de
Riesz de Vj.

Neste caso ¢ é denominada funcao escala da andlise de multiresolucao.

A~ W N

Lembremos que uma base de Riesz de um espaco de Hilbert H/ é um subcon-
junto {ey,es,...,€n,...} de H tal que [e1,€s,...,€p,...] & denso em H e existem
constantes ¢y > ¢; > 0 tais que para toda seqiiéncia de escalares oy, oy, o, ...

tem-se:
400 1/2 +o0 +o0 1/2
c1 (Z ’Oék’2> < Z apeg|| < ¢ (Z ’Oék’2> .
k=0 k=0 k=0
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De (5) temos o seguinte resultado: Definindo ¢Jn(a:) = 2*j/2¢(27ja:—n), segue
que {¢;,;n € Z} & uma base de Riesz de V}, para cada j € Z.

O principio bdsico da andlise de multiresolucao é que quando uma colegao
decrescente de subespacos fechados de L*(R) satisfaz as condigoes de (1) a (5),
e malis algumas outras hipéteses de regularidade sobre ¢, entao existe uma base
de Riesz de wavelets {1,,;j,k € Z} de L*(R), onde ¥ € L*(R) e ¢;,(x) =
23/ 20(279x — k).Ainda a wavelet 1) pode ser construida explicitamente. A con-
strugao da wavelet no caso geral pode ser encontrada em [1]. Mostraremos aqui
somente o caso em que {¢y ;7 € Z} é uma base ortonormal de V.

Para cada j € Z definamos W, como o complemento ortogonal de V; em V;_4,
istoéweW; e weV,_ ;e (wu =0,VueV,. Temos entao que

Via=V; oW
Ainda, se j # k entao W; L Wy, ouseja (w,u) = 0,Yw € W, e Vu € Wy. Portanto,
para j < J, segue que
J—j-1
Vi =V;® k@jo Wik,

onde todos estes espagos sao ortogonais. Assim, em virtude das propriedades (1)
e (2) da definigao, pode-se mostrar que

L’R) =& W,
j€Z
Além disso, os subespagos W, herdam a propriedade (3) de V}, isto &,
JEW, & f(27.) e W,.

Logo, se {0y ;; k € Z} for uma base ortonormal de Wy, segue da equivaléncia
acima que, para cada j € Z, {1, ;; k € Z} éuma base ortonormal de W} e portanto
{t;4; 4,k € Z} & numa base ortonormal de L?(R). Assim, nossa tarefa se reduz a
encontrar ¥ € Wy tal que {¢(. — k); k € Z} constitua uma base ortonormal de
Wo.

Para construir esta 1, a partir da funcao escala ¢, utilizamos propriedades
decorrentes da definicao da andlise de multiresolucao e concluimos que

[ €Wo & J(€) = € mal€2 + mM€)5(&/2)
onde v & 21 — periddica(ou constante) e mo(§) = L S (h,d_q,) e ™ A for-

\/5 nel

mula geral acima para a transformada de Fourier de f € Wy sugere que tomemos

b(€) = €/ Pmo(€/2 + m)p(£/2),
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como uma candidata para nossa wavelet. Assim, temos o seguinte resultado
Teorema. Se uma seqiiéncia de subespagos fechados (V});cz em L*(R) sat-

isfaz as condi¢oes de uma andlise de multiresolucao, sendo {¢g,;n € Z} uma

base ortonormal de Vp, entao existe uma base ortonormal associada de wavelets

{;4; 7,k € Z} para L*(R) tal que

P f=PFf+ Z <f; ,L/}]k> Vi, VS € L*(R).

kel

Uma possibilidade para a construgaoda wavelet 1) é

b(€) = € Pmo(€/2 + m)p(£/2),

(com my definida como acima), ou equivalentemente

= (1" hon 1y,

nez

onde h, = <¢, ¢*1,n> e a convergéncia da série acima é no sentido de L*(R).
Note que 1 nao é unicamente determinada pela andlise de multiresolucao
(V})jez pois se ¥ a satisfaz, entao Y# definida por

o~

W (€) = p(€)D(E),

com p 27— periddica e |p(§)| = 1, q.s., também a satisfaz FEm particular, podemos
escolher p(&) = pye™ com m € Z, |py| = 1, o que corresponde a uma mudanca
de fase e uma translagao por m para 1. Usaremos esta liberdadade para definir,
1 por
Y= Zgn¢71,nu com gn = <_1)nhfn+17
nez

ou ocasionalmente g, = (—1)"h_n4142n, com N € Z escolhido apropriadamente.

Fmbora as bases ortonormais de wavelets de interesse prético estejam as-
sociadas a andlise de multiresolucao, é possivel construir uma base ortonormal
{¥;4; 4,k € Z} de L*(R), a partir de uma wavelet ¢, mas que nao esteja associ-
ada a uma andlise de multiresolucao. Por exemplo, se definirmos 1 da seguinte
maneira

(€)= (2m) 12, se F < [¢] < 7w ondm < J¢] < HE
0, caso contrario.
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Vejamos dois exemplos simples de como aplicar a receita acima para construcao
de bases ortonormais associadas a uma andlise de multiresolucao.
Exemplo: Considere ¢ a fungao caracteristica do intervalo [0, 1], entao obte-

mos
+o0
B ———, [ 1/V2, sen=0,1,
fon = V2 o H(@)¢ (2w — n)dw = { 0 caso contrario.

Consequentemente, ) = %¢*1,0 — %¢71’1 ou seja,

1, se)0 <z < %
Y(x)=¢ -1, sez;<z<l
0, caso contréirio.

Esta é a base de Haar.
Exemplo: Considere ¢, tal que sua transformada de Fourier é definida por

~ (2m) 7172, €] < 27/3
$(&) = @m) Peos[Fr(E g - 1)], 27/3 <[¢] < 4n/3
0, caso contririo,

onde v é uma funcao de classe C* ou C*, satisfazendo

0, <0
vle) =931 .31

I

e ainda
viz) +v(l —z) =1

A partir de a, obtemos

mo(§) = V21 > $(2(& + 27l)) (5.1)

leZ

(&) = € Pmo(€/2 + m)$(¢/2) (5.2)
entao
D(E) = VIR (E + 2m) + (€ — 2m)]D(€/2).
isto é
i e senfEu(E ¢~ 1)), E < <k
3O = e eoslZu(L e~ 1), & <lf <
0, caso contrario.
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Esta é a base de Meyer.

Nota: Para construir novas bases ortonormais, podemos, a partir de funcoes
escalas, construir uma andlise de multiresolucao, definindo V; = [{¢,,;k € Z}].
A pergunta que surge naturalmente é: Que condi¢oes a funcao ¢ deve satisfazer
para que possamos obter uma anélise de multiresolucao? A resposta é a seguinte,
escolha ¢ tal que:

1. 1. 1. ¢e a tenham um decaimento razodvel,
~ 2
2. ¢(x) =Y cpndp(2z—n),onde 3 |en|* =1e0 < a <Y |p(€ + 27l)| <
nez nei I€Z
B < 400,

oo
3. 7f ¢(x)dz # 0.

A definigao de anélise de multiresolucao pode ser estendida a L*(R"). S.Mallat
religa este conceito a algoritmos de tratamento numérico de imagens. Se, no plano,
f(z,y) designa a imgem ideal(limite, cuja precisao é absoluta), f;(z,y) € V;
representa uma aproximacao cuja resolucao é (de ordem de grandeza de) 277.

O conceito de andlise de multiresolucao generaliza um algoritmo introduzido
por G.Deslauries e S.Dubuc sob o nome de interpolacao diddica.

5.2. Decomposicoes e reconstrucoes wavelet

A andlise de multiresolucao leva naturalmente a um esquema hierdrquico e rapido
para o cdlculo dos coeficientes wavelet de uma dada funcao.

Seja ¢ € L*(R) uma funcio escala e {V;};cz os subespagos gerados por ¢.
Considere 1) € L?(R) e {W,},_, os subespacos gerados por 9. Assim, da segunda
propriedade da definicao de multiresolucao, segue que qualquer funcao f € L*(R)
pode ser aproximada tanto quanto se queira por uma funcao fy € Vi, para algum
N € Z. Ainda, como V;_; =V, ®W,,Vj € Z, fx tem uma tinica decomposigao:

Iv =i+ 9n1,
onde fyi1 € Vi1 e gvi1 € Wiy1. Repetindo este processo, temos

In=9gn41 9N+ Fgvam + I

onde f; € V; e g; € W;,Vj € Z, e M escolhido tal que fyyp seja suficiente-
mente “pequena’. A decomposicao acima, que é tinica, é chamada “decomposicao

c024



wavelet”; e o “resto” ¢ medido em termos da “variagao” de fyyas (ou mais pre-
cisamente, [reqiiéncia ou nimero de ciclos por unidade de comprimento). Um
critério menos eficiente de parada é exigir que || fv4a| seja menor que um certo
limiar.No que segue, discutiremos um algoritmo para o cdlculo dos coeficientes de
fiegs

Como ¢ € Vy e i) € Wy, ambos contidos em V_1, que é gerado por {¢_,; =
212p(2x — k);k € Z} segue que existem duas seqiiéncias (pg), (qx) € l2(Z) tais
que

P(z) = Zpk¢71,k<aj)

keZ

Y(z) = Z %¢4,k(a7)

keZ

Vz € R. Por outro lado, j& que ¢(2.),¢(2. — 1) € V.1 e V.1 = V5 @ W), existem
quatro seqiiéncias (a_a), (b-2k), (a1-2x), (b1-2x) € 12(Z) k € Z tais que:

$(2x) = Z[a—2k¢($ — k) + booxtp(z — k)] (5.3)

P2 —1) = Z[a172k¢<$ — k) + byt (x — E)],

kel

Vz € R. As duas féormulas acima podem ser combinadas na tinica férmula a seguir:

$20—1) = larowd(x — k) + b optb(w — k)], k€L, VoeR  (54)

kel

que é chamada relacao de decomposicao de ¢ e 1. Agora, temos dois pares de
seqiiéncia {(pr), (¢x)} € {(ax), (b))}, as quals sao todas nicas devido a relagao de
soma direta V1 = Vy & W)y. Estas seqiiéncias sao usadas para formular os algorit-
mos de reconstrugao e decomposigao. O primeiro par de seqiiéncias é utilizado no
algoritmo de reconstrucao, enquanto que o segundo par de seqiiéncias e utilizado
no algoritmo de decomposicao.

Para descrever estes algoritmos, vamos promeiro lembrar que ambas f; € V; e
g; € W, tém uma tinica representacao em série:

{ Jiz) :gz Cié(fjﬂ? — k), (55)
com ¢/ = (c]) € ly(Z);
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ke (5.6)

{ gi(@) =3 dip(27e — k),
com d/ = (di) € ly(Z);

onde nés intencionalmente suprimimos o coeficiente de normalizacio 279/, es-
crevendo ¢(277x — k) e (2772 — k) ao invés de usar ¢;, e 1, ;. A partir de 5.4,
segue que:

P2 —k) = 9(22772) — k) = > lax 2p(2 71— 1) + b _op(2 7w —1)]. (5.7)

leZ

Como f; +g; € V; @W; = V;_; entao tem-se de 5.5,5.6 € 5.7, que:

S g e e k) =Y ! {Z[amqﬁ(zjx )+ by ath(2 T — l)]} =

keZ keZ leZ

= { [Z Cilakm] ¢<27J,17 — l) + Z Cilbkﬂ] ¢<27J,17 — l)} =
leZ keZ keZ

= [ p(277 — 1) + djw(2 7w — k)]
leZ

Assim, obtemos que:

i -1
¢ =) ¢ aga
kel

i g1
dj =3 ¢ byw
keZ

Observe que ambas as seqiiéncias ¢/ e d? sao obtidas de ¢/~ !, usando as se-
qiiéncias de decomposicao como pesos. Este é o chamado algoritmo de decom-
posicao.

Reciprocamente, como f; € V; = Vi1 @ W4, segue que:

Yooz —k) = Mo e D +d e e -] (58)
keZ I€Z
No entanto tem-se a partir de 5.3:

627 1) = Y pe22 7 e =) i) =) pid(2 Tw— 20— )

€7 i€z

= Z Pe (272 — k) (5.9)

kel
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YTl = Y a2 =) =) =) (2 =2 )

i€z i€z

= > g wp(2 7 —k) (5.10)

kel

Assim, substituindo 5.9 ¢ 5.10 em 5.8, obtemos:

Z Ap(29r—k) = Z {Cgﬂ [Z pe (29 — k)| +
keZ leZ keZ
+d] [Z G2 (2w — k‘)] } (5.11)
kel
= Z {Z[Cnglkal + ngrlqul]} ¢(27ja: — /{,‘)
kel leZ

Logo de 5.11, concluimos que:

J o j+1 7+1
Cp, = E [ pror + A qra1l,
leZ

ou seja, podemos reconstruir a seqiiéncia ¢/ a partir das seqiiéncias /! e d7+!,
utilizando as seqiiéncias de reconstrucao como pesos. Este é o chamado algoritmo
de reconstrucao.

Fm engenharia elétrica estes algoritmos sao chamados passos de andlise e sin-
tese de um esquema de filtros subbandas, com reconstrucao exata.
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