ET-236: Lista de Revisao # 1

Problema 1 Seja {F;}, i = 1,2, ..., N, uma particdo de um espago amostral S. Mostre que
{GNF},i=1,2,..., N, éuma particdo para qualquer evento nao-vazio G C S.

Problema 2 Seja (S, F, P) um espaco de probabilidade e sejam A € F e B € F dois eventos
nao-vazios tais que P(A) = P(B) = P(AN B). Mostre que, nesse caso,
P((ANB)U (BN A)) =0,
ou seja, os eventos A e B sdo iguais com probabilidade 1.
Problema 3 Seja (S, F, P) um espaco de probabilidade e sejam E; € F, Es € F e E3 € F, trés
eventos nao-vazios arbitrarios desse espaco de probabilidade.
a) Mostre que
P(El UEQUE:J,) = P(E1)+P(E2)+P(E3)—P(ElﬂEz)—P(ElﬂEg)—P(E2ﬂE3)+P(E1 ﬂEQﬂEg) .

b) Mostre que, se Fy, Es e F3 sdo eventos mutuamente independentes, entdo os eventos Ei, Eye
FE3 também sdo mutuamente independentes, ou seja,

(1) P(El N E2 N Eg) = P(El) P(Eg) P(El),

Problema 4 Seja S um espago amostral, 7 uma sigma-algebra de S e P uma medida de proba-
bilidade P : F — R satisfazendo

(i) P(LAUB) = P(A)+ P(B),VA€ F, Be F, AN B = (. (Aditividade finita)

(i) Para qualquer seqiiéncia decrescente {B,},~; tal que B, | 0, tem-se lim, . P(B,) = 0.
(Continuidade no vazio)

Mostre que as duas condicoes acima implicam aditividade enumeravel, ou seja,

P(J4) =) P(A), V{Ai}is AinA;=0,i#j.
=1 =1

Problema 5 Seja (S, F, P) um espago de probabilidade e seja {An},>;, 4n € F, uma seqiiéncia
de eventos arbitrarios (ndo necessariamente disjuntos) do espago amostral S. Mostre que

P({J4) <) P(Ay).
i=1 =1

Problema 6 Seja (S, F, P) um espaco de probabilidade e seja {A,},~1, 4, € F, uma seqiiéncia
de eventos arbitrarios do espaco amostral S. Defina a seguir o evento

E= ﬂ U Ay .
n=1k=n

1



a) Mostre que, dado & € FE, é possivel construir uma seqiiéncia enumeravel infinita e crescente de
numeros inteiros positivos k; < ko < --- < k; < k1 < ... tal que { € Ay, Vi > 1.

b) Assumindo-se que Y ,-, pr < 00, mostre que P(E) = 0 (primeiro lema de Borel-Cantelli).

Dica: Lembre-se de que

oo oo
Zpk < ooénlirgOZpk:O.
k=1 k=n

Problema 7) Seja (S, F, P) um espago de probabilidade e sejam A € F e B € F dois subconjuntos
de S. Definindo-se a diferenca A — B = AN B, mostre que

BC A= P(A— B) = P(A) — P(B).

Problema 8 Seja f: — R uma funcao tal que

1, x €0, 1]
f) = { 0, caso contrario. (1)

Seja agora (R, B, P) um espago de probabilidade onde R é o conjunto dos nimeros reais, B é o
corpo Borel de & e P é uma medida de probabilidade tal que, se £ € B é um conjunto no qual a
funcao f é integravel segundo Riemann, tem-se

P(E) = /Ef(x)d:c

a) Calcule a probabilidade dos eventos

a.l) By = [a, b], com a < b reais arbitrarios.
a.2) Fy = (—oo,r|, para qualquer r € R.

b) Calcule a probabilidade do evento

o0

1 1 1
bE= U |:27n’ QTn+ 92n+1
n=1

Problema 9 Seja R o conjunto dos nimeros reais e 5 o corpo Borel de . Constréi-se o espago
de probabilidade (R, B, P) onde P é uma medida vélida de probabilidade satisfazendo os axiomas
vistos em aula. Defina a funcao real F' tal que

Fih=pP{t<t}) WeR (2)

a) Expresse P({t1 <t <ta}) e P({t > t2}) em termos da funcao F' para quaisquer reais t; e ta com
t1 < to.

b) Verifique que, se F' for também continua & esquerda, i.e.

lim F(t+¢) = F(t),
E—>



entdao P({a}) = 0 para qualquer a € R.

c¢) Nas condigdes do item (b), calcule P(Q) e P(Q) onde @ é o conjunto dos nimeros racionais.

d) Seja agora (R, B(R4), P) um espago de probabilidade onde R4 é o conjunto dos nimeros reais
nao negativos, B(Ry) é o corpo Borel de R4 e P é uma medida de probabilidade tal que a fungao
F definida em (2) é dada por

F(t') =1 — exp(—ct) c>0,t>0.

Defina nesse espaco de probabilidades os eventos A = {tg <t <tg+t1} e B = {t > t9}. Mostre
entao que a probabilidade condicional

P(A|B) = P({t <t1}).

Problema 10 Um simbolo X definido no alfabeto 7 = {0, 1, 2} é gerado com probabilidades a
priori P({X =1i}) = p;, 1 < i < 3, e transmitido através de um canal de comunicacdo ternario.
Devido a presenca de ruido no canal, o simbolo Y recebido no receptor pode nao coincidir com o
sfmbolo X transmitido. O canal é especificado entao por uma matriz de probabilidades de transicao
T tal que

TG,j) = PUY =i} [ {X =j}) 1<ij<3.

Assuma que, para um canal em particular,

1
T —

,_.
v |l
=@
| ool

onde «, [ e vy sdo numeros reais no intervalo (0, 1).
a) Calcule P({X =i} | {Y =i}) parat =0, 1, 2.

b) Particularize as expressoes em (a) no caso em que pg = p; = p2 € « = 3 = . Interprete o seu
resultado.

Problema 11 Em uma fabrica de chips, existem trés maquinas A, B e C' que fabricam respec-
tivamente 25, 35 e 40 por cento do total de chips produzidos nessa planta industrial. Assuma
que, nos lotes produzidos pelas maquinas A, B e C, respectivamente 5, 4 e 2 por cento dos chips
sao defeituosos. Um chip é escolhido aleatoriamente da producao combinada das trés maquinas e
verifica-se que ele apresenta defeito. Calcule a probabilidade de o chip amostrado ter sido fabricado
pela maquina A.

Problema 12 Modela-se o trafego de veiculos através da cabine de um pedagio como um experi-
mento aleatério onde a probabilidade do evento

A = {n veiculos passam pelo peddgio no intervalo (t1,t2)}
¢é dada por

Atz —t1)]"

P(A) = exp [-A(tg — t1)] ol

onde T' >ty > t; > 0 e A > 0. Assume-se ainda que, se (t1,%2) e (t3,t4) s@o intervalos disjuntos,
entao os eventos

A = {ny veiculos passam pelo pedégio no intervalo (t1,t2)}



B = {ng veiculos passam pelo pedagio no intervalo (t3, t4)}

sdo estatisticamente independentes. Defina em seguida os eventos

E, = {ny veiculos passam pelo pedéagio no intervalo (0,¢1)}

E; = {n1 + ng veiculos passam pelo pedégio no intervalo (0,7)} .

a) Calcule P(E, | E3).
b) A probabilidade calculada no item (a) depende do parametro A ?

Problema 13 No mundo real, a probabilidade de um evento A associado a um experimento F
com espago amostral finito é freqlientemente calculada repetindo-se o experimento um ntmero
(usualmente grande) de vezes N e definindo-se

Ny
P(A) = — 3
(4) = = 3)
onde N4 é o numero de ocorréncias do evento A nas N repeticoes de F. Verifique que a definigao
(3) é compativel com os axiomas de positividade, normalizacao e aditividade finita para medidas
de probabilidade.

Problema 14 (Gambler’s Ruin) Dois jogadores A e B participam de um jogo com multiplas ro-

dadas consecutivas até que um deles va a faléncia, ou seja, perca todo o seu capital . Suponha

que o jogadores A e B comecem o jogo com capitais iniciais respectivamente a e b reais e que

o perdedor pague 1 real para o vencedor em cada rodada. Assumindo-se que ndo existe um

limite superior para o numero de rodadas, seja P, = P({o jogador A termina o jogo falido} |

{ o capital do jogador A é n}),0 < n < a+b. Assuma ainda que os eventos {jogador A ganha uma rodada}
e {jogador A perde uma rodada} sdo independentes do evento { o capital do jogador A é n}) e tém
probabilidades respectivamente p e ¢ =1 — p.

a) Mostre que P,, 0 < n < a + b, satisfaz a equacao de diferengas
Py =pPyi1+qPo (4)

com condigoes de contorno Py =1e P,y = 0.
b) Verifique que, para p # ¢,
(4yn — (L)atd
p =-r P (5)
"I
p

é uma solucao da equagao (4).
¢) Usando a expressao (5) no caso particular em que n = a, calcule a probabilidade de faléncia no

final do jogo do jogador A quando g > p e b — oo (situagdo que ocorre por exemplo em cassinos e
outros jogos de azar ilegais).



