
Processamento Estat́ıstico de Sinais: Lista 2

Problema 1 Seja {Xk}, k ≥ 0, uma seqüência de vetores aleatórios gaussianos reais Xk de

dimensão n × 1, e seja por outro lado {Yk} uma seqüência de vetores aleatórios gaussianos Yk de

dimensão l × 1 tal que

Yk = HkXk + Vk k ≥ 0 (1)

onde {Vk}, k ≥ 0, é uma seqüência independente, identicamente distribúıda de vetores aleatórios

reais de dimensão l × 1 com p(vk) = N(0, R), ∀k ≥ 0 . As seqüências {Xk} e {Vk} são esta-

tisticamente independentes e a seqüência de matrizes l x n, {Hk }, é assumida conhecida para

k ≥ 0.

Para um dada realização {yk}, k ≥ 0, de {Yk}, introduza agora a seqüência de inovações {νk},
k ≥ 0, tal que

νk = yk − ŷk|k−1 k ≥ 0 (2)

onde

ŷk|k−1 = E [Yk | y0 . . .yk−1] k ≥ 1 (3)

ŷ0|−1 = E [Y0] = H0 E [X0] (4)

Verifique que qualquer vetor observado y0:k =
[

yT
0 yT

1 . . . yT
k

]T
pode ser escrito na forma b+Aν0:k

onde ν0:k é o vetor correspondente de inovações e a matriz A é inverśıvel.

Problema 2 Sejam {Xk} e {Yk}, Xk:S → <N , Yk:S → <L, duas seqüências de vetores aleatórios

definidas em um espaço de probabilidade (S,F , P ) e descritas pelo modelo dinâmico

Xk+1 = FkXk + GkWk + Lkuk k ≥ 0 (5)

Yk = HkXk + Vk k ≥ 0 (6)

onde uk é um sinal determińıstico conhecido, e {Wk} e {Vk}, k ≥ 0, são seqüências de vetores

aleatórios de média nula tais que
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Em (7), δkl é o delta de Kronecker e Rk e Qk são matrizes positivas definidas para qualquer k ≥ 0.
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Assumindo-se que X0, {Wk}k≥0
e {Vk}k≥0

, são mutuamente gaussianos e que {Wk}k≥0
e {Vk}k≥0

são independentes de X0, mostre que

x̂k+1|k = E [Xk+1 | y0, . . . ,yk] = Fkx̂k|k−1 + Lkuk + Kk(yk − Hkx̂k|k−1) (8)

com o ganho de Kalman (modificado) Kk dado por

Kk = (FkΠk|k−1H
T
k + GkSk)(HkΠk|k−1H

T
k + Rk)

−1 . (9)

Na expressão (9), Πk|k−1 é a matriz de covariância do erro do preditor, ou seja,

Πk|k−1 = E
[

(Xk − X̂k|k−1)(Xk − X̂k|k−1)
T
]

. (10)

Observação: A equação do filtro de Kalman vista em aula é um caso particular da equação (8)

quando Lk e Sk são iguais a zero.

Problema 3 (Identificação de filtros FIR) Seja W um filtro FIR de comprimento L + 1 tal

que para uma dada seqüência de entrada, {xn}, n ∈ Z, obtém-se a seqüência de sáıda {dn} com

dn =
L

∑

k=0

wkxn−k .

Observando-se as seqüências de entrada {xn} e de sáıda, {dn}, deseja-se obter um algoritmo recur-

sivo para estimar os coeficientes desconhecidos w = [w0 w1 . . . wL]T do filtro W .

Para resolver o problema, introduza um vetor de pesos aleatório Wn que varia no tempo de

acordo com a equação

Wn+1 = Wn + Un n ≥ 0 (11)

onde {Un} é uma seqüência i.i.d. com fdp N(0,Qn). A seguir, para uma seqüência observada (fixa)

de entradas, modele a sáıda do sistema dn no instante n como uma amostra da variável aleatória

Dn tal que

Dn = xT
nWn + Vn n ≥ 0 (12)

onde {Vn} é outra seqüência i.i.d com fdp N(0, σ2
v) e

xn = [xn xn−1 . . . xn−L]T .

As seqüências {Un}, {Vn} e a condição inicial W0 são assumidas conjuntamente gaussianas e

mutuamente não-correlacionadas.
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Defina agora

ŵn|n = E [Wn | d0 . . . dn] (13)

Sn|n = E
[

(Wn − Ŵn|n)(Wn − Ŵn|n)T
]

(14)

e introduza em seguida a matriz

Pn =
λSn+1|n

σ2
v

(15)

onde λ é uma constante tal que 0 < λ < 1. Mostre que, se no modelo (11) tomarmos

Qn = (λ−1 − 1)Sn|n , (16)

então a aplicação direta das equações do filtro de Kalman para o modelo em espaço de estados

dado pelas equações (11) e (12) leva ao seguinte algoritmo recursivo para o cálculo de ŵn|n:

ŵn|n = ŵn−1|n−1 +
Pn−1xn

xT
nPn−1xn + λ

[

dn − xT
nwn−1|n−1

]

(17)

Pn =
1

λ

[

Pn−1 −
Pn−1xnx

T
nPn−1

xT
nPn−1xn + λ

]

. (18)

Compare o algoritmo acima ao algoritmo RLS (“recursive least squares”) da literatura de filtragem

adaptativa.

Problema 4 (Estimação de Fase) Seja
{

Xk = [ Λk Θk]
T
}

, k ≥ 0, uma seqüência de vetores

aleatórios (reais) tal que

Xk+1 =







Λk+1

Θk+1






= FXk + GWk

onde {Wk} é uma seqüência de variáveis aleatórias (reais) tal que E {Wk} = 0 e E {WkWl} = q δkl.

Seja agora {Yk}, k ≥ 0, uma seqüência de observações aleatórias tal que

Yk =
√

2 sin(ω0k + Θk) + Vk

onde E {Vk} = 0 e E {VkVl} = r δkl. Assuma ainda que X0, {Wk}, k ≥ 0 e {Vk}, k ≥ 0,

são mutuamente independentes. Usando o filtro estendido de Kalman, verifique que a estimativa

x̂k|k = E [Xk | y0 . . . yk] pode ser aproximadamente calculada pela recursão

x̂k|k = x̂k|k−1 + Πk|k−1

√
2l(cos ω0k + lT x̂k|k−1)Ω

−1

k

[

yk −
√

2sin(ω0k + lT x̂k|k−1)
]

Πk|k = Πk|k−1 − 2Πk|k−1l lT Πk|k−1Ω
−1

k cos2(w0k + lT ˆxk|k−1)
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onde

lT = [0 1]

Ωk = 2lT Πk|k−1l cos
2(ω0k + lT ˆxk|k−1) + r

Πk|k−1 ≈ E
[

(Xk − X̂k|k−1)(Xk − X̂k|k−1)
T | y0:k−1

]

.

Problema 5 Seja {Xn}, n ≥ 1, uma seqüência de variáveis aleatórias não-observadas tal que

Xn =
1

2
Xn−1 + 25

Xn−1

1 + X2
n−1

+ 8 cos(1.2 n) + Un−1 n ≥ 1

onde {Uk}, k ≥ 0, é uma seqüência de variáveis gaussianas independentes e identicamente dis-

tribúıdas com média zero e variância σ2
u e X0 é uma variável aleatória gaussiana de média zero e

variância σ2
0. Seja por outro lado {Yn}, n ≥ 1, uma outra seqüência de variáveis aleatórias tal que

Yn =
X2

n

20
+ Vn n ≥ 1

onde {Vk}, k ≥ 1, é uma seqüência de variáveis gaussianas independentes e identicamente dis-

tribúıdas com média zero e variância σ2
v .

a) Assumindo-se que as variáveis aleatórias X0, {Vk} e {Uk} são estatisticamente independentes

e fazendo σ2
0 = σ2

u = 10 e σ2
v = 1, simule uma realização {xn} da seqüência aleatória {Xn} para

1 ≤ n ≤ 100. Simule ainda a correspondente seqüência observada {yn}, 1 ≤ n ≤ 100, e plote as

seqüências oculta e observada em função de n.

b) Usando um filtro de part́ıculas baseado na técnica SIR (“sampling/importance resampling”)

vista em aula, obtenha a estimativa MMSE x̂n |n da variável oculta xn no instante n dadas as

observações y1, y2, . . . , yn para 1 ≤ n ≤ 100. Plote
{

x̂n |n

}

versus n e
{

x̂n |n

}

versus {xn} para

1 ≤ n ≤ 100. Repita esse exerćıcio usando respectivamente Np = 1000 e Np = 3000 part́ıculas.

c) Repita o item (b) usando agora um filtro estendido de Kalman (EKF). Compare então o erro de

estimação para o EKF e para o filtro de part́ıculas.
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