Processamento Estatistico de Sinais: Lista 3

Problema 1 (CRLB for biased estimators) Seja x € R” uma amostra do vetor aleatério X
com fungao densidade de probabilidade estritamente positiva, p(x | @), parametrizada pelo vetor

deterministico 6 € RP. Seja Q(x) uma estimativa polarizada de 6 tal que

E [6(X)] =5(0) . M

a) Mostre que, se Inp(x | ) é continua e diferenciavel em relacdo a todas as componentes 6;,

i=1,...,p, do vetor 6, entao
5 3}
B [s(0. X) (0(X) -~ g(®)"] = 75 8" (0) (2)
onde s(, x) é o gradiente de In p(x | ) (score function).
b) Defina a matriz de informagao de Fisher
J(0) = E [s(6, X) s(6, X)"] . (3)

Admitindo-se que a matriz J(@) é inversivel, mostre que a matriz
T

c() - [(fg ') 3710 [fe g ()] (4)

é positiva semidefinida onde

é a matriz de covariancia da estimativa 6(X).

Problema 2 (Weighted Least Squares) Seja W € R™*™ uma matriz simétrica conhecida de
posto n e, H € R"*P, n > p, também conhecida e de posto p.

(a) Dado y € R", obtenha 6 = Owrs € NP que minimize

e=(y—Hf"W (y — Hf) . (6)

(b) Assuma que y é um vetor gaussiano com funcao densidade de probabilidade (fdp) N(H6, R),

R > 0. Mostre que, se tomarmos W = R™1,
p(Owrs) = N[0, H'RTH)™| . (7)
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Problema 3 Seja y € R um vetor aleatério observado tal que
y=H6O+n (8)

onde # € R é um vetor desconhecido de parametros deterministicos; H € R"*P, n > p, é uma
matriz conhecida de posto p e, n é um vetor gaussiano com fdp N (0, R), R > 0.

(a) Obtenha a estimativa ML do vetor desconhecido 6, ou seja, ache
Orp = arg meaxp(y | 0) . 9)

Compare esse resultado com a estimativa WLS obtida no problema anterior.
(b) Calcule a matriz de informacao de Fisher

30) = B[ ply | 0)(o5 i ply | 6)7 (10)

e verifique que

IO Oz —0) = -

np(y | ) . (11)

¢) Verifique que Efyp, = 0 e, usando (11), conclua que Oz é uma estimativa eficiente. Qual é a

matriz de covariancia de 6,7, 7

Problema 4 Suponha que seja observada uma seqiiéncia de vetores i.i.d., (X1, X2,..., X;m), X; €

R", onde p(x;) = N(m, R), 1 <i <m.

Assumindo-se o vetor m conhecido e a matriz R desconhecida, mostre que a estimativa ML de R
¢é dada por
. 1 M
Ry =S= i Z(xi—m) (xi—m)T ) (12)
i=1

A matriz S é também conhecida como sample covariance.

Problema 5 (Sequential Least Squares) Seja § € RP um vetor de parametros desconhecidos e

seja {yx} uma seqiiéncia observada tal que
yp=citO+n, k=1,2,... (13)
Escrevendo-se (13) para 1 < k < t, obtém-se o sistema de equagoes

Y = Ht9 + ny (14)



onde y; = [y1 .. .yt]T, n, =[ng.. .nt]T e H; é uma matriz t x p cujas linhas sao dadas pelos vetores

linha, c%, 1<k <t

a) Seja to > p tal que o posto da matriz Hy, é igual a p. Mostre que, se n; é uma realizacdo de um
vetor aleatdrio gaussiano com fungao densidade de probabilidade N(0,I) entao a estimativa ML do

vetor 6 dada as observagoes y, coincide com a estimativa de minimos quadrados deterministica
Oy, = min IR : A
b) Verifique que éto satisfaz a equagao
P, 0, = H yi, (15)

-1 _ T
com P, * = H; Hy,.
b) Mostre que, para t > tg, a matriz P; pode ser calculada recursivamente através da expressao

T
Py q1cic; Py

P;=P; 1 — . 16
t =1~ 7 TP 1 (16)
Sugestao: Verifique que
H/H, =H! H;, | +c;c] (17)
e use o lema de inversao de matrizes, segundo o qual, para X e R inversiveis, tem-se
(E1l+crichH) =2 -xc(Cc’sCc+R)!ICTx. (18)

¢) Mostre que, para t > to, a estimativa ét pode ser entao obtida recursivamente pela expressao
0p = 01+ ke(ye — CtTQt—l) (19)

onde
Pi_1c

ki=—7F—7—.
¢ 1 +C?Pt_1ct

(20)

Observagao: Os resultados (16) e (19) obtidos nesse exercicio fornecem uma interpretagio alterna-

tiva para o conhecido algoritmo RLS usado em filtragem adaptativa.



