Processamento Estatistico de Sinais: Lista 4

Problema 1 Sejam X1, Xo,...,X s, M vetores aleatérios de dimensao N, independentes e iden-
ticamente distribuidos com fungao densidade de probabilidade normal N (m, R).

a) Assumindo que a matriz R é conhecida e o vetor m é desconhecido e parametrizado por um
vetor # € RP, mostre que a matriz de informacao de Fisher usada no cédlculo do limite inferior
de Cramer-Rao para o erro quadratico médio de qualquer estimativa sem viés dos parametros 6;,

i=1,...,p, é dada por J = [Jy ] onde

1<k,l<p’
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b) Assumindo a seguir que m é conhecido e a matriz R é desconhecida e parametrizada pelo vetor
6, mostre que
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Problema 2 (Rank One Signal) Observa-se uma amostra da seqiiéncia iid de vetores aleatérios
(Yl,Yg, e ,YM) onde

Yi(n) = Aed™ + Vi(n) 0<n<N-1, 1<k<M.

Na equagao acima, w é um parametro real deterministico no intervalo [—m, 7] e A é uma varidvel
aleatéria complexa de média nula e variancia o?. O rufdo de observacio Vj é gaussiano com
E[Vi(n)] =0e E[Vk(n)V(m)] = 026(n—m), 0 < n,m < N —1. Assuma ainda que E [AV}*(n)] =
0.

a) Considerando que o parametro w é conhecido, mostre que as estimativas ML de ¢? e 02 dada

uma seqiiéncia observada (y1,. ..,y ) satisfazem a equagao
~ Hg
H 2 2 _ €1 €1
ejey)o] +o°=
( 1 1) 1 e{[el
onde H denota o hermitiano de um vetor, e; = [1 exp(—jw)... exp(—j(N —Dw)]?, ¢ S é a

“matriz de covariancia amostral” dada por
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b) Calcule o limite inferior de Cramér-Rao para o erro quadratico médio de estimagao dos parametros



o? e o2

Problema 3 (Least Squares Fitting of Structured Covariance Matrices)

Seja R € R™* ™ uma matriz de covaridncia parametrizada por um vetor de paradmetros descon-
hecidos 6 € RP. Seja S uma estimativa nao-estruturada de R obtida a partir de dados experimentais.
Por exemplo, tome S igual a “sample covariance” obtida a partir da amostra (xi,...,X)) com X;,
x; € R", 1 <i < M, uma seqiiéncia i.i.d. onde p(x;) = N(0,R).

Usando-se um critério de minimos quadrados, deseja-se obter a melhor aproximacao estruturada

R = R(G) para a covariancia estimada S, ou seja, deseja-se determinar R(#) que minimize

[Sij — Rij (0)]? (1)
1

e=tr[(S—R(0)"(S-R(©)] =

n n
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onde “tr” denota o operador trago.

a) Mostre que as estimativas de minimos quadrados dos parametros 6y, 1 < k < p, sdo solucoes do

fr {[s ~R©)" 8;‘9(5) } —0. @)

sistema de equagoes

b) Assuma agora que R é uma matriz Toeplitz simétrica com estrutura
n—1
R=) nQ (3)
i=0

onde Qo =Te, paral <k <n-—1, Qri,j) =1se|i—j|=1e, igual a zero caso contrario.
Usando o resultado do item (a), mostre que as estimativas de minimos quadrados dos pardmetros

ri, 0 <17 <n—1, sao dadas por
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Interprete esse resultado.

c¢) Considere agora a situagdo em que a matriz R desejada é uma matriz real n x n de posto p < n,

com estrutura

P
R = Z o?uul (6)
i=1

onde {u;}, 1 < i < p, é um conjunto de p vetores conhecidos, linearmente independentes e de

dimensao n x 1. Deseja-se obter a melhor aproximacao de minimos quadrados

R = Z ;Eiui u;fp (7)
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para a estimativa nao-estruturada (posto cheio) S da matriz de covariancia. Usando o resultado

do item (a), mostre que as estimativas de minimos quadrados o2 sdo a solu¢ao do sistema linear

—
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d) Na seqiiéncia, assuma que a estrutura desejada da matriz R é dada por

R = UX*UT (9)
onde

=32 +021 (10)

com 212) = diag(o?, 02,.. ., UZQJ, 0,...,00e UUT =UTU =1

Seja S a matriz de covariancia estimada nao-estruturada e admita conhecida a matriz U na estrutura

desejada R. Mostre que, no caso particular em que ¢? = 03 = ... = 012) = 02, as estimativas de
minimos quadrados (;? e o2 sao dadas por
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o2 = N_ptr [(I-P)S] (11)
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o2 = —tr[PS]—o02 (12)
p
onde
P=0U,U} (13)

é o operador de projecao ortogonal sobre o subespago gerado pelas p primeiras colunas da matriz
U.

Problema 4 (Constrained Least Squares) Seja y € R™ um vetor observado. Deseja-se obter o

vetor 6 € RP que minimize

e=(y —HO)"(y - H) (14)
e seja simultaneamente sujeito a restrigao
co=o0 (15)
onde sdo conhecidos: H € R"*P n > p, com posto p; CT € R"*P, r < p, com posto r.

(a) Mostre que a solugao do problema de minimizac¢ao com restrigoes é dada por

Ocrs =PlLs (16)

onde
s = (H'H) 'Hy (17)
P = I-(H'H)"'C [CT(HTH)*lcTICT. (18)
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Dica Calcule e iguale a zero o gradiente em relagao a 6 de
J=(y —HO)T(y — HO) + 22T (CT9)

onde A é o vetor de multiplicadores de Lagrange.

(b) Verifique que

%crs =HOcps = (Py —Po)y (19)
onde
Py = HME'H)'H (20)
—1
Pc = HH'H)"'C|C"(H'H)"'C| C"(H'H)H. (21)

(c) Verifique que P é o operador de projecio ortogonal de posto r construido a partir de H(H?H)~'C.
Conclua ainda que

PyPcPy = PyPo = PcPy = Po (22)

e, portanto,
xcrs = (I—=Po)xXps = Pu(y — PeXps) . (23)

Interprete esse resultado geometricamente.



