Processamento Estatistico de Sinais: Lista 5

Problema 1 Seja § € RP um vetor de pardmetros deterministicos e desconhecidos e seja X : § —
RN um vetor aleatério discreto definido no espaco de probabilidade (S, F, P) com funcao massa de

probabilidade
By(x) = P{X =x} [ 0),

parametrizada pelo vetor desconhecido 6. Seja em seguida T : RY — R uma funcao mensuravel
e defina o novo vetor aleatério T(X) : S — RM. Mostre que T(X) é uma estatistica suficiente para
inferéncia do vetor de parametros ¢ se a fungdo massa de probabilidade de X puder ser fatorada

como o produto

Problema 2 Considere um teste de hipdteses bindarias simples da forma

H;
_p(x| Hy)'>

onde k > 0. Seja f = g(a) a curva ROC do teste (1) onde # e o denotam respectivamente a
poténcia e o tamanho do teste que variam com a escolha do limiar k. Mostre que a curva ROC é

concava no intervalo (0, 1), ou seja,
qg(a1) + (1 —q)g(az) < glgon + (1 — g)as)

para qualquer ¢, 0 < g < 1 e quaisquer a; e ag em (0, 1).

Sugestao: Ver Problema 3.13, pagina 87, Kay, Volume II.

Problema 3 Considere o seguinte teste de hipdteses binario:

H{: R = S+ N
Hy: R = N (2)

onde S e N sio varidveis aletérias independentes, com funcoes densidade de probabilidade

p(s) = aexp(—as) >0

=0 s <0, (3)
p(n) = bexp(—bn) n>0

= 0 n<0. (4)

Nas equacodes acima, a e b sao numeros reais tais que b > a > 0.



a) Verifique que
% [exp(—ar) —exp(=br)] r>0
0 r<0

p(r [ Hy) = { (5)

Dica: Lembre-se de que, se S e N sao varidveis aleatérias independentes, entao, pr(r) = pg(r) *

pn(r), onde * denota a operagao de convolugao.

b) Mostre que o teste LRT (likelihood ratio test) se reduz a

Hy

>
r o< 7. (6)
Hy

c) Derive uma expressao para o limiar v como funcao da probabilidade de alarme falso, Py, onde

Py = Prob(decidir Hy | Hy verdadeira). (7)

Problema 4 Em um sistema de comunicagoes bindrio, dada a seqiiéncia de observagoes z [n],

n=20,...,N — 1, deseja-se decidir entre as hipéteses
Hy:x[n] = s1[n]+wln] (8)
Hy:z[n] = so[n]+w(n] 9)
(10)

onde sg [n] e s1 [n] sdo seqiiéncias deterministicas conhecidas e o vetor w = [w[0]...w [N —1]] é

uma amostra do vetor aleatério gaussiano W com média zero e matriz de covaridncia o2I).

a) Assumindo-se que P(Hy) = P(H;), derive o teste de minima probabilidade de erro para decidir
entre Hy e H;.

b) Calcule a probabilidade total de erro de decisao do teste derivado em (a) em fungao da razao

_ [I's1 —so ||
. .
onde s; = [s]0]...s[IV —1]].
¢) Defina a seguir
g = sls;  i=0,1 (11)
— €1+ €2 (12)
2
sT's
ps = % ¢ (13)



c.1) Mostre que | ps |< 1.

c.2) Reescreva a expressao da probabilidade de erro de decisdo em funcao de g, ps e o.

2)
c.3) Particularize o resultado do item (c.2) nos casos em que €1 = g¢ e ps é igual respectivamente
-1

a € a zero.

Problema 5 Considere um teste M-ario de hipdteses onde a observacao r é um escalar real

amostrado da fun¢ao densidade de probabilidade

1 (T—mk)2
Hy) = _ k=1,.... M 14
p(7’| k) \/%U eXp[ 2 52 ) ) ( )
onde M =2L+1e
mp=—L+(k—-1) 1<kE< M. (15)

a) Assumindo-se que as hip6teses Hy, 1 < k < M, sdo equiprovaveis, determine as regioes de
decisao para o teste de hipéteses de minima probabilidade de erro.

Sugestao: Verifique que

b) Deduza uma expressao aproximada para a probabilidade de erro de simbolo do teste proposto

no item (a).

Problema 6 Seja {z[n]},n =0,...,N — 1 um conjunto de observagoes tal que, sob a hipdtese
Hj, j=0,...,M—1,

z[n] = sj[n] + w(n]
onde as seqiiéncias s; [n], j = 0,..., M — 1 sdo deterministicas e conhecidas e w [n] para n fixo é

uma amostra da variavel aleatéria gaussiana W, de média zero e variancia o2 com E (W, W] =0,

n #m.

a) Assumindo que as hipéteses H; s@o equiprovaveis, mostre que o teste de Bayes de minima

probabilidade de erro decide pela hipétese H; se T(x) > Tj(x), Vi # j, onde

N-1 1 N-1
Tj(x) = ) _ x[n]sj[n] - 3 > s3n.
n=0 n=0



b) Assumindo a seguir que as seqiiéncias s; [n] e s;[n] sdo ortogonais se i # j, mostre que as
variaveis aleatérias Tj(x) e Tj(x) sao independentes.
Sugestao: Mostre que T;(x) e Tj(x) sdo descorrelacionadas e, usando o fato de que sdao também

conjuntamente gaussianas, conclua que sao independentes.

¢) Usando o resultado do item (b) e assumindo que S7-} s? [n] =¢,Vj=0,...,M — 1, deduza

uma expressao para a probabilidade de erro de decisao

M-1
P, = Z F’({jﬁZ < max [T(),...,T%_l,ﬂ_;,_l,.. . ,TM_ﬂ} ‘ Hz) P(HZ)
1=0

Problema 7 Em um sistema de sonar digital, deseja-se decidir entre as hipdteses

Ho: z[n] = wn] n=0,... N -1 (16)
—0,1,....n9—Lng+M,...,N—1
Hy:zn] = win] " " " (17)
Acos(2m fon + ¢) + w [n] n=mng,ng+1,....,n9g+M—1

onde A, ¢ e fo, 0 < fo < 0.5, sdo pardmetros deterministicos desconhecidos e {W,, } é uma seqiiéncia
de varidveis aleatérias gaussianas independentes e identicamente distribuidas com E{W,} =0 e
E{W, W} = %5 [n —m).

Usando as aproximagoes usuais vistas em aula, proponha um teste GLRT para decidir entre as

hipéteses Hy e Hp ( sugestao: ver Kay, vol.2, capitulo 7, secoes 7.8 e anteriores).



