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Filtro de Part́ıculasÓtimo para Rastreamento de
Alvos Baĺısticos

Anton Pavlov e Marcelo G. S. Bruno

Resumo— Introduz-se nesse artigo um filtro de part́ıculas
aperfeiçoado para rastreamento de alvos balı́sticos no est́agio
de reentrada na atmosfera. O filtro projetado é otimizado em
relação à escolha da funç̃ao de importância usando a t́ecnica
de minimização de variância dos pesos proposta por Doucet.
Estudo de desempenho com dados simulados mostram que o
filtro proposto tem performance superior a um filtro “bootstrap”
convencional quando os dois filtros operam com o mesmo número
de partı́culas.

Palavras-Chave— Filtros de part ı́culas, ḿetodos Monte Carlo
seq̈uenciais, estimaç̃ao bayesiana, rastreamento de alvo.

Abstract— We introduce in this paper an improved particle
filter for tracking supersonic ballistic targets in the phase
of reentry into the atmosphere. The filter is optimized with
respect to the choice of the importance function using Doucet’s
technique of weight variance minimization. Performance studies
with simulated data show that the proposed filter outperforms a
conventional bootstrap filter operating with the same number of
particles.

Keywords— Particle filters, sequential Monte Carlo methods,
Bayesian estimation, target tracking.

I. I NTRODUÇÃO

Apresenta-se nesse artigo um algoritmo de base estatı́stica
para rastreamento de alvos balı́sticos superŝonicos no est́agio
de reentrada na atmosfera, usando como observações medi-
das de radar convencional. Do ponto de vista estatı́stico, a
estimativaótima de ḿınimo erro quadŕatico ḿedio (MMSE)
do estado oculto (por exemplo, posição e velocidade) do alvo
pode ser obtida calculando-se recursivamente a esperança das
variáveis de estado no instante atual condicionadaàs medidas
presentes e passadas. Se os alvos de interesse apresentarem
entretanto din̂amicas ñao-lineares e/ou as medidas se rela-
cionarem ao estado oculto por um modelo não-linear, ñao
existe em geral uma forma analı́tica fechada para o cálculo
exato da estimativa MMSE e aproximações ńumericas tornam-
se necesśarias. Nesse trabalho, investiga-se uma abordagem
particular para aproximação da estimativa MMSÉotima co-
nhecida como filtragem de partı́culas [1], [2].

Devido à sua grande flexibilidade, filtros de partı́culas t̂em
sido recentemente aplicados em inúmerasáreas de interesse
prático como navegação de rob̂os ḿoveis [4], vis̃ao computa-
cional [5], [6], treinamento de redes neurais [7], e outros.
Recentemente, Farina et al. [8] aplicaram um particular filtro
de part́ıculas conhecido como filtro SIR ou filtro “bootstrap”
[9] ao problema de rastreamento de alvos balı́sticos no est́agio
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de reentrada na atmosfera. Nesse artigo, deriva-se para os
modelos de alvos e observações em [8] um filtro de partı́culas
ótimo usando a técnica originalmente proposta em [10], ver
Seç̃ao III-B para maiores detalhes. Estudos de desempenho
com dados simulados mostram uma melhoria no desempenho
do rastreador quando se usa o filtro de partı́culas ótimo em
substituiç̃ao ao filtro “bootstrap” original operando com o
mesmo ńumero de partı́culas.

Esse artigo divide-se em 6 seções. A Seç̃ao I é essa
Introduç̃ao. Na Seç̃ao II, recordam-se brevemente o modelo
dinâmico para alvos balı́sticos apresentado em [8] e o modelo
de observaç̃oes associado. Na Seção III, deriva-se o filtro
de part́ıculas ótimo para o problema de rastreamento de
objetos baĺısticos. Na Seç̃ao IV, estuda-se o desempenho do
filtro ótimo e do filtro “bootstrap” com dados simulados em
MATLAB como descrito no paŕagrafo anterior. Finalmente,
na Seç̃ao V, apresentam-se as conclusões e resumem-se as
contribuiç̃oes do nosso artigo.

II. M ODELOS DEMOVIMENTO E OBSERVAÇÕES

A seguir, descrevem-se brevemente os modelos assumidos
nesse artigo para o movimento do alvo que se deseja seguir
e para as medidas geradas pelo radar de rastreamento. Ao
longo desse artigo, usam-se letras minúsculas para representar
tanto vetores aleatórios quanto realizaç̃oes (amostras) de ve-
tores aleat́orios, com a interpretação apropriada implı́cita no
contexto.

A. Modelo de Movimento

Adotando-se por simplicidade a hipótese de Terra plana
(“flat Earth”), o movimento de um objeto balı́stico no est́agio
de reentrada na atmosfera pode ser descrito em um sistema
de coordenadas cartesianas(x, y) pelo modelo din̂amico es-
tocásticoe ñao-linear de tempo discreto [8]

sk+1 = Ψk(sk) + G
[

0
−g

]
+ wk . (1)

Em (1), g é a aceleraç̃ao da gravidade, assumida constante e
igual a 9, 8m/s2. O vetor de estadossk =

[
xk ẋk yk ẏk

]T

com [.]T denotando o transposto de um vetor, coleciona as
posiç̃oesxk eyk e as velocidadeṡxk e ẏk do centŕoide do alvo,
respectivamente nas coordenadasx e y, no instantet = k∆,
ondek é um ńumero inteiro maior ou igual a zero e∆ é o
intervalo de tempo entre duas medidas consecutivas do radar.
A função ñao-linearΨ em (1) é dada por

Ψk(sk) = Φsk + Gfk(sk) (2)
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onde as matrizesΦ e G são definidas como

Φ =




1 ∆ 0 0
0 1 0 0
0 0 1 ∆
0 0 0 1


 , G =




∆2

2 0
∆ 0
0 ∆2

2
0 ∆


 (3)

e o rúıdo da din̂amica{wk}, k ≥ 0 é uma seq̈uência indepen-
dente, identicamente distribuı́da (i.i.d.) de vetores aleatórios
gaussianos de ḿedia zero e matriz de covariância ñao-singular

Q = σ2
w

[
Θ 0
0 Θ

]
, Θ =

[
∆3

3
∆2

2
∆2

2 ∆

]
(4)

com σ2
w um ńumero real positivo. A funç̃ao f em (2) corres-

ponde por sua vez̀a força de arrasto que atua sobre alvo, eé
calculada pela expressão [8]

fk(sk) = −0.5
g

β
ρ(sk[3])

√
s2k[2] + s2k[4]

[
sk[2]
sk[4]

]
. (5)

Em (5), o par̂ametroβ denota o coeficiente balı́stico do alvo,
assumido constante nesse artigo e igual a40000 kg.m−1.s−2.
O par̂ametroρ representa a densidade do ar que decai com a
altitude de acordo com a lei exponencialρ(y) = c1 exp(−c2y)
onde c1 = 1,227, c2 = 1,093 × 10−4 para y < 9144 m,
e c1 = 1,754, c2 = 1,49 × 10−4 para y ≥ 9144 m. O
sistema de equações (1) é inicializado com uma condição
inicial aleat́oria s0 independente de{wk} e modelada como
um vetor gaussiano de médiam0 e matriz de covariânciaΣ0.

B. Modelo das Observações

Um radar convencional usado para rastreamento gera as
seq̈uências de medidas{rk} e{εk}, k ≥ 0, respectivamente do
alcance (“range”) e da elevação (“elevation”) do alvo. Nesse
artigo, adota-se a abordagem simplificada proposta em [8]
na qual as medidas do radar são convertidas diretamente em
coordenadas cartesianas de modo que o modelo de observações
se torna linear

zk = Hsk + vk (6)

onde

zk = [rk cos(εk) rk sin(εk)]T , H =
[
1 0 0 0
0 0 1 0

]

e {vk} é uma seq̈uência ñao-estaciońaria de vetores aleatórios
gaussianos de ḿedia nula e matriz de covariância Rk =
E

{
vk vT

k

}
variante no tempoe dada pela expressão aproxi-

mada, ver deduç̃ao em [11],

Rk =
[

σ2
d σdh

σdh σ2
h

]
(7)

onde

σ2
d = σ2

rcos2(εk) + r2
kσ2

ε sin2(εk) (8)

σ2
h = σ2

rsin2(εk) + r2
kσ2

ε cos2(εk) (9)

σdh = (σ2
r − r2

kσ2
ε )sin(εk)cos(εk) . (10)

Nas equaç̃oes (8-10),σr e σε denotam o desvio-padrão das
medidas, respectivamente de alcance e elevação, geradas pelo
radar. Para fins práticos, assume-se ainda como em [8] que
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Fig. 1. Trajet́oria real e trajet́oria observada do alvo,σr = 100 m, σw = 1.

os vetores aleatórios vk , k ≥ 0 são independentes entre si e
independentes da seqüência{wk}, k ≥ 0 e da condiç̃ao inicial
s0.
ExemploComo ilustraç̃ao , apresenta-se na figura 1 uma tra-
jetória real e a correspondente trajetória observada, simuladas
a partir dos modelos (1) e (6) com parâmetrosσw = 1,
σr = 100 m e σε = 0, 017 rad. A posiç̃ao inicial do alvo
é gerada aleatoriamente como explicado na seção II-A como
uma amostra de um distribuição mutivaríavel normal de ḿedia

m0 = [232000 2290 cos(190o) 88000 2290 sin(190o)]T

(11)
e matriz de covariância

Σ0 =




1002 0 0 0
0 202 0 0
0 0 1002 0
0 0 0 202


 . (12)

III. ALGORITMO DE FILTRAGEM

Dada uma seq̈uência de observaçõesZk
1 = [z1 z2 . . . zk]T ,

nosso objetivoé estimar o valorsk assumido pelo vetor de
estados oculto no instantek usando os modelos de estado (1)
e das observações (6) e as estatı́sticas do estado inicials0.

A. Filtro de Part́ıculas Geńerico

Do ponto de vista bayesiano, a estimativa de mı́nimo erro
quadŕatico ḿedio do estado oculto pode ser obtida calculando-
se a esperança desk condicionadaàs observaç̃oes Zk

1 . O
cálculo exato dessa esperança requer o conhecimento a cada
instante k ≥ 1 da funç̃ao densidade de probabilidade a
posteriorip(sk | Zk

1). Entretanto, devidòa ñao-linearidade do
modelo din̂amico (1), essa função densidade de probabilidade
não pode ser expressa em uma forma paramétrica fechada.
Uma posśıvel soluç̃ao alternativaé recorrer a um ḿetodo
Monte Carlo seq̈uencial que representep(sk | Zk

1) por um

conjunto ponderado de amostras
{
s(j)
k

}
com pesos associados
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w
(j)
k tal que

lim
Np→∞

E


||

∫

sk

skp(sk | Zk
1) dsk −

Np∑

j=1

w
(j)
k s(j)

k ||2

 = 0

(13)
onde a esperança em (13)é tomada sob todas as possı́veis
realizaç̃oes da simulaç̃ao Monte Carlo. A soluç̃ao conhecida
como filtragem de partı́culas [1] consiste em amostrar seqüen-
cialmentes(j)

k de uma funç̃ao de import̂ancia

s(j)
k ∼ q(sk | s(j)

0:k−1,Z
k
1) paraj = 1, 2, . . . , Np (14)

e atualizar recursivamente os pesos correspondentesw
(j)
k de

modo a garantir que (13) seja satisfeita. Mostra-se em [12]
que, assumindo-se a independência estatı́stica entres0, {wk}
e {vk}, uma regra de atualização que garante a condição (13)
é fazer

w
(j)
k = Bkw

(j)
k−1

p(zk | s(j)
k ) p(s(j)

k | s(j)
k−1)

q(s(j)
k | s(j)

0:k−1, Zk
1)

(15)

onde Bk é uma constante de normalização tal que∑Np

j=1 w
(j)
k = 1 ,∀k ≥ 1.

B. Filtro de Part́ıculasÓtimo

A aplicaç̃ao direta do algoritmo descrito pelas equações (14)
e (15)é limitada entretanto pelo fato demonstrado em [10] de
que a varîancia da distribuiç̃ao de pesos

{
w

(j)
k

}
gerados a

partir da regra (15) sempre cresce comk. No limite, observa-
se ent̃ao o fen̂omeno dedegeneraç̃ao de part́ıculas [1], [9],
[13] segundo o qual, após v́arias iteraç̃oes, apenas um pequeno
número de partı́culas t̂em peso significativo enquanto a maioria
têm peso desprezı́vel. A seguir, discutem-se duas estratégias
para controlar o problema de degeneração de part́ıculas.
1. Otimizaç̃ao da Funç̃ao de Import̂ancia

Uma maneira de se mitigar o fenômeno de degeneração é
escolher a funç̃ao de import̂ancia q de modo a minimizar a
variância dos pesos no instantek condicionadaà populaç̃ao
de part́ıculas

{
s(j)
k−1

}
no instantek − 1 e à observaç̃ao atual

zk. Em [10], mostra-se que a escolhaótima segundo esse
critério é fazerq(sk | s(j)

0:k−1,Z
k
1) = p(sk | s(j)

k−1, zk) para
j = 1, . . . , Np . No caso particular do modelo em espaço de
estados descrito pelas equações (1) e (6),́e posśıvel obter uma
express̃ao anaĺıtica exata para a função de import̂anciaótima.
De fato, aplicando-se o teorema de Bayes e usando a hipótese
de markovianidade da seqüência{sk} no modelo (1), pode-se
escrever

p(sk | s(j)
k−1, zk) =

p(zk | sk) p(sk | s(j)
k−1)

p(zk | s(j)
k−1)

. (16)

Defina em seguida

gk(sk) = Ψk(sk) + G
[

0
−g

]
(17)

ondeΨ e G são definidos como em (3). Usando a hipótese
de gaussianidade dewk e vk respectivamente nas equações

(1) e (6), tem-se

p(zk | sk) = N(zk −Hsk, Rk) (18)

p(sk | s(j)
k−1) = N(sk − gk−1(s

(j)
k−1), Q) (19)

onde as matrizesQ, H e Rk são definidas como em (4), (6)
e (7), eN denota a funç̃ao multivaríavel normal

N(a− b,P) =
1

(2π)na/2 | P |1/2
×

× exp
[
−1

2
(a− b)T P−1(a− b)

]

com na e | P | denotando respectivamente o comprimento do
vetor a e o determinante da matrizP. Substituindo-se (18) e
(19) em (16) e completando-se quadrados e tratando-seRk

como um matriz constante conhecida independente desk para
cadak, mostra-se, ver apêndice I, que

p(sk | s(j)
k−1, zk) = N(sk −m(j)

k , Σk) (20)

onde, paraj = 1, . . . , Np,

Σ−1
k = Q−1

k−1 + HT R−1
k H (21)

m(j)
k = Σk(Q−1gk−1(s

(j)
k−1) + HT R−1

k zk) . (22)

2. Reamostragem Multinomial
Pode-se ainda combater o fenômeno de degeneração de

part́ıculas introduzindo-se um passo de seleção [9] que
consiste em reamostrar cada partı́cula x(j)

k da populaç̃ao{
x(1)

k , x(2)
k , . . . ,x(Np)

k

}
com a probabilidade de substituição

por x(i)
k igual aw

(i)
k . Após o passo de reamostragem, deve-se

reinicializar os pesosw(j)
k fazendo-se, ver [1],w(j)

k = 1
Np

, j =
1, 2, . . . , Np, de modo a satisfazer a condição de converĝencia
em (13). O vetor de estados estimado pelo filtro pode ser
obtido ent̃ao como a ḿedia das partı́culas aṕos o passo de
seleç̃ao.

C. Filtro de Part́ıculas Ótimo para Rastreamento de Alvos
Baĺısticos

Combinando-se as estratégias de reamostragem e de
otimizaç̃ao da funç̃ao de import̂ancia descritas anteriormente,
apresenta-se na Tabela I o filtro de partı́culas ótimo para
rastreamento de objetos balı́sticos no est́agio de reentrada na
atmosfera. Na tabela, o sı́mbolo∞ denota “proporcional a”.

IV. SIMULAÇ ÕES

A seguir, investiga-se o desempenho do filtro de partı́culas
ótimo deduzido na Seção III usando trajet́orias simuladas de
acordo com os modelos (1) e (6). Os parâmetrosβ, g, c1,
c2, σw e σε assumem os valores mencionados na Seção II.
O passo de amostragem no tempoé ∆ = 2 s e as trajet́orias
simuladas s̃ao inicializadas aleatoriamente como explicado na
seç̃ao II a partir de uma distribuição inicial s0 ∼ N(m0,Σ0)
com m0 e Σ0 como em (11) e (12). A Figura 2 ilustra um
exemplo de trajetória filtrada sobrepostàa trajet́oria real para
uma seq̈uência de observações id̂enticaà trajet́oria observada
desenhada na figura 1 comσr = 100 m. Para obter a trajetória
filtrada, utilizou-se o filtro de partı́culas ótimo da seç̃ao III,
com um ńumero de partı́culasNp = 4000.
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TABELA I

FILTRO DE PARTÍCULAS ÓTIMO PARA RASTREAMENTO DE OBJETOS

BAL ÍSTICOS.

1.Inicializaç ão
Para j = 1, . . . , Np

• Amostre s
(j)
0 ∼ p(s0)

• Atribua pesos w
(j)
0 = 1/Np e faça k = 1.

2.Amostragem por import ância
Para j = 1, . . . , Np

• Amostre s̃
(j)
k ∼ N(sk −m

(j)
k , Σk)

onde Σk e m
(j)
k são dados pelas

equaç ões (21) e (22).
• Calcule os pesos atualizados

w̃
(j)
k ∞w

(j)
k−1

p(zk|s̃(j)
k

) p(s̃
(j)
k
|s(j)

k−1)

N(s̃
(j)
k
−m

(j)
k

, Σk)
,

∑Np

j=1 w̃
(j)
k = 1.

3.Seleç ão
• Gere um novo conjunto de amostras{
s
(j)
k

}
, 1 ≤ j ≤ Np, com P (

{
s
(j)
k = s̃

(i)
k

}
) = w̃

(i)
k .

• Reinicialize os pesos

w
(j)
k = 1/Np, 1 ≤ j ≤ Np.

• Calcule a estimativa

ŝk|k = 1
Np

∑Np

j=1 s
(j)
k .

• Incremente k e volte para o passo 2.
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Fig. 2. Exemplos de trajetórias real e filtrada usando o filtro de partı́culas
ótimo comNp = 4000, σr = 100 m, e σw = 1.

Para obter uma medida quantitativa do desempenho com
significado estatı́stico, geraram-se 100 realizações indepen-
dentes das trajetórias real e observada simuladas comσr =
200 m. Calculou-se então o “‘root mean square error”, ou
erro RMSE, das estimativas de posição nas coordenadasx e y
com as ḿedias tomadas sobre as 100 realizações. Para efeito de
comparaç̃ao de desempenho, os mesmos dados simulados para
as 100 corridas Monte Carlo foram filtrados usando-se o filtro
“bootstrap” proposto originalmente em [9] e implementado
para rastreamento de alvos balı́sticos superŝonicos em [8]. O
filtro “bootstrap” em [8], [9] tem passos de inicialização e
seleç̃ao id̂enticos aos mesmos passos na Tabela I, mas, ao
contŕario do filtro de part́ıculas ótimo, usa uma funç̃ao de
import̂ancia “cega”,q(sk | s(j)

0:k−1,Z
k
1) = p(sk | s(j)

k−1) que
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Fig. 3. Curvas RMSE na coordenadax para os filtros “bootstrap” éotimo
com 100 realizaç̃oes Monte Carlo,σr = 200 m, q = 1.
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Fig. 4. Curvas RMSE na coordenaday para os filtros “bootstrap” éotimo
com 100 realizaç̃oes Monte Carlo,σr = 200 m, q = 1.

não leva em consideração as observações{zk}. Com a escolha
de funç̃ao de import̂ancia, a regra de atualização dos pesos de
import̂ancia, ver equaç̃ao (15), reduz-se a

w̃
(j)
k ∞w

(j)
k−1p(zk | s̃(j)

k )
Np∑

j=1

w̃
(j)
k = 1 . (23)

A Figura 3 mostra as curvas RMSE nas coordenadasx e y
obtidas para os dois filtros. Como esperado, as curvas mostram
que, para o mesmo número de partı́culas, mesmos dados e
mesma forma de inicialização, o filtro ótimo proposto nesse
artigo tem desempenho superior ao filtro “bootstrap” de [8]
em ambas as dimensões do plano, tanto durante a trajetória
quanto na estimação da posiç̃ao final.

V. CONCLUSÕES

Apresentou-se nesse artigo um filtro de partı́culas ótimo
para rastreamento de alvos balı́sticos superŝonicos no est́agio
de reentrada na atmosfera a partir de medidas de radar
convencional. Usando-se os modelos padrão de movimento
e observaç̃oes encontrados na literatura, escolheu-se a função
de import̂ancia associado ao filtro de modo a minimizar o
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fenômeno de degeneração de part́ıculas e, assim, melhorar
o desempenho do rastreador sem aumento do número de
amostras. Estudos de desempenho a partir de simulações
Monte Carlo realistas mostraram que o filtro de partı́culas
ótimo proposto tem desempenho superior a um filtro “boot-
strap” convencional usando amostragem cega.

APÊNDICE I

Nesse ap̂endice, calcula-se a expressão anaĺıtica para a
função de import̂anciaótima p(sk | s(j)

k−1, zk) correspondente
aos modelos de estado e observações em (1) e (6), ver
seç̃oes II-A e II-B. Inicialmente, note que

[
sk − gk−1(s

(j)
k−1)

]T

Q−1
[
sk − gk−1(s

(j)
k−1)

]
+

+ [zk −Hk sk]T R−1
k [zk −Hk sk] =

= sT
k (Q−1 + HT

k R−1
k Hk)sk − 2 sT

k ×

×
[
Q−1 gk−1(s

(j)
k−1) + HT

k R−1
k zk

]
+ C1(zk, s(j)

k−1) (24)

onde

C1(zk, s(j)
k−1) = gT

k−1(s
(j)
k−1)Q

−1gk−1(s
(j)
k−1) + zT

k R−1
k zk .

Introduzindo-se agoram(j)
k e Σk tal que

Σ−1
k = Q−1

k−1 + HT R−1
k H (25)

m(j)
k = Σk(Q−1gk−1(s

(j)
k−1) + HT R−1

k zk), (26)

onde j = 1, . . . , Np, pode-se reescrever a equação (24)
completando-se quadrados como

(sk −m(j)
k )T Σ−1

k (sk −m(j)
k ) + C2(zk, s(j)

k−1). (27)

onde

C2(zk, s(j)
k−1) = C1(zk, s(j)

k−1)− (m(j)
k )T Σ−1

k (m(j)
k ) .

Segue ent̃ao que

p(sk|s(j)
k−1) p(zk|sk) =

1
(2π)3|Q|1/2|Rk|1/2

×

× exp
{
−1

2
C2(zk, s(j)

k−1)
}
×

exp
{
−1

2
(sk −m(j)

k )T Σ−1
k (sk −m(j)

k )
}

=

= C3(zk, s(j)
k−1) exp

{
−1

2
(sk −m(j)

k )T Σ−1
k (sk −m(j)

k )
}

.

(28)
Portanto,

p(sk|s(j)
k−1, zk) =

p(zk|sk) p(sk|s(j)
k−1)

p(zk|s(j)
k−1)

=

= C3(zk, s(j)
k−1)

exp
{
− 1

2 (sk −m(j)
k )T Σ−1

k (sk −m(j)
k )

}

p(zk|s(j)
k−1)

.

(29)

Mas, como ∫

sk

p(sk | sk−1, zk) d sk = 1

e, por outro lado,
∫

sk

exp
{
−1

2
(sk −m(j)

k )T Σ−1
k (sk −m(j)

k )
}

d sk =

= (2π)2 | Σk |1/2,

segue que, integrando-se ambos os lados de (29) emsk,

p(zk | s(j)
k−1) = (2π)2 | Σk |1/2 C3(zk, s(j)

k−1) . (30)

Substituindo-se agora (30) em (29), conclui-se finalmente que

p(sk | s(j)
k−1, zk) =

1
(2π)2 | Σk |1/2

×

× exp
{
−1

2
(sk −m(j)

k )T Σ−1
k (sk −m(j)

k )
}

(31)

como queŕıamos demonstrar.
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