Introducgido ao Controle Otimo:

—  Otimizacao de fungoes e funcionais.

—  Otimizacao parameétrica.

—  Problema de controle 6timo com tempo final fixo.
Controle Otimo Linear-Quadratico:

—  Problemas de regulacao (Projeto de Regulador)

—  Problemas de rastreamento (Projeto de
Servossistema)



Otimizagao
Determinacao de uma “acao” que proporciona um
maximo de “beneficio”, medido por um critério pré-
estabelecido.

Otimizagao parameétrica

A acao é a escolha de um vetor de parametros de
dimensao fixa e o critério de desempenho é uma
funcao escalar do vetor de parametros que dever ser

minimizada (maximizada).

Controle Otimo

Obtencao de uma “lei de controle” (controlador 6timo)
para minimizar (maximizar) um funcional.



Motivacao

Metodos de projeto baseados na teoria de Controle
Otimo permitem levar em conta o esforco de controle a
ser empregado.

Cabe ao projetista conferir pesos aos diferentes
canais de erro e de controle, tendo em vista o
compromisso entre melhorar o desempenho do
controlador e reduzir o esforco de controle.

Tal procedimento de projeto pode ser mais intuitivo
que a escolha direta para as posicoes dos polos de
malha fechada.

O uso de técnicas de Controle Otimo permite obter
boas margens de ganho e de fase.



Funcoes de uma variavel

* Seja L(x) uma funcao de uma variavel x 0 R

(“funcao de custo’)

* Problema: Encontrar o valor x* que minimiza L(x).

L(x) [




Funcoes de uma variavel

* Se L(x) for “suave” (12 e 22 derivadas continuas), deve-se ter:

dL(x) d’L(x)
dx |...- dx’

*
X=X X=X

> 0

L(x) |

| Tangente a

1 /LX)
//L em x*




Funcoes de varias variaveis

* Seja L(x) uma funcao de um vetor x 1 R™:

e
I
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Funcoes de varias variaveis

Vetor gradiente (m x 1):

J0L/0x, [0
[ - L _ OL/0x,
oox 0o [
PL/0x,_ [




Funcoes de varias variaveis

Matriz hessiana (m x m, simétrica) :

% 0°L/0x,” 0°L/0x0dx, - 02L/0X10Xmg

poL L 0°L/dx,0x, d°L/dx,” - 3°L/ix,0x,[
T S : - .
D 2 2 2 2 D

W°L/ox 0x, 0°L/dx dx, -~ d°L/dx_~ {



Funcoes de varias variaveis

* Expansao em série de Taylor da funcao L em torno de
um ponto X:

L(x+Ax)= L(x)+ (L,) Ax+ %(A x)'L_Ax+ OQ3)



Funcoes de varias variaveis

* Expansao em série de Taylor da funcao L em torno de
um ponto X:

L(x+Ax)= L(x)+ (L,) Ax+ %(A x)'L_Ax+ OQ3)

* Incremento em L causado por um incremento em X:

AL(x,Ax)= L(x+ Ax)- L(x)

AL(x,Ax)= (L )'Ax+ %(A x)'L_Ax+ OQ3)



Funcoes de varias variaveis

AL(x,Ax)= L(x+ Ax)- L(x)
* Xx* é um ponto de minimo local se
AL(x*,Ax)2 0

para pequenos incrementos Ax.



Funcoes de varias variaveis

AL(x*,0x)2 0

T

AL(x*,0x)= (L.) Ax+ O(3)

Ax+ %(A x)'L

x= x* x= x*

* No ponto de minimo x* deve-se terL =0

* Que condigcao deve ser satisfeita por L ?



Def: Matrizes Positivo-Definidas,
Negativo-Definidas e Semidefinidas

Uma matriz simétrica M é dita

* Positivo-Definida (M > 0) se x"Mx > 0, [Ix # 0.

* Positivo-Semidefinida (M = 0) se x™Mx = 0, [x.
* Negativo-Definida (M < 0) se x"Mx < 0, [x # 0.
* Negativo-Semidefinida (M < 0) se x™Mx < 0, [x.

* |ndefinida nos demais casos.



Def: Matrizes Positivo-Definidas,
Negativo-Definidas e Semidefinidas

Condicoes equivalentes para os autovalores da matriz:

*M>0 - todos A(M)>0
*M>0 - todos A(M)=0
* M<0 < todos A(M)<0

* M<0 = todos A(M)<0



Funcoes de varias variaveis

AL(x*,4 ) = (/Lx,)%ﬁ %(A X)L,

« Condicao sobre o gradiente: L =0

Ax+ O(3)

Xz x*

* Analise da Hessiana:

L., > 0: Minimo local
L., < 0: Maximo Local
L., Indefinida: Ponto de Sela

L , Semidefinida: Nada se pode concluir
(Examinar termos de terceira ordem)



Alguns gradientes uteis

* Dados dois vetores-coluna x, y tem-se:

) )
—(y'x)= —(x'y)=y
0X 0 X

« Dada uma matriz Q.. simétrica e vetores-coluna x

nxn nx1?

Y.« tem-se: ;
—(x'Qx) = 2Qx
0 x

j—(x- YT Q(x- ¥)= 2Q(x- y)
X



Ex: Funcdo Quadratica com m =2

i J
L(x)= leDq“ i Xt[s, s,)x = leQx+ s’ x
2 [9, 90 2
L (x)= Qxts

L(x)=00 Qx +s=00 x =-Q’'s

LXX(X*) - Q



Ex: Funcdo Quadratica com m =2

, » . ~ 01 o0 Don
=-Qs L, (x)=Q =« Ext Q=7 [ $7[.
10 27 107




Ex: Funcdo Quadratica com m =2

C * 000 0
x =-Q's L. (x)=Q - Ex:Q—% 0 S—H




Otimizagcao com Restricoes

Suponha que a minimizacao de L(x) deva ser feita de
modo a satisfazer uma restricao expressa na forma f(x)

=0, comflR".

Solugao: Usar multiplicadores de Lagrange.



Otimizagcao com Restricoes

* Lagrangeano: L'(x,4)= L(x)+ A'f(x)

1 CCd
> e
N —_
NN I I A I N I N I

Igl:l:
= oo

 Condicoes a serem satisfeitas pelo ponto de minimo:

0L'(x,A) _ 0 0L'(x,}) _ 0
)Y

0 x



Otimizagcao com Restricoes: Exemplo

Encontrar o ponto (x,, x,) sob a reta x, + x, =1 que esteja

mais proximo da oriaem.




Otimizagcao com Restricoes: Exemplo

Encontrar o ponto (x,, x,) sob a reta x, + x, =1 que esteja

mais préximo da origem.
- Funcgao de custo: L(x,, x,) = x,2+ x,?
* Restricao: x, +x,-1=0

« Lagrangeano: L’(x,, X,,A) = X2+ %2+ A(x, + x,— 1)



Otimizagcao com Restricoes: Exemplo

L'(x;,%5,0) 2 %7+ %7+ (%, + X, - 1)

a—Lzlewzou X, =-1"/2
0%,

a—L:2x2+)\:OD X, =-1"/2
0x,

0L .
0_}\: X, tx,-1=00 x, +x, =1

0 -\'/2-27/2"=10 A\ =-1

*

* Logo: X; = X2*= 1/2



Otimizagcao com Restricoes: Exemplo




Otimizagcao com Restricoes: Exemplo

X, = 0.5
Xz* = 0.5

L(X,,X,) = X12 t Xg

i

Xt x,-1=0

« E se x;2, x,2 tivessem pesos diferentes na funcao de
custo ?

L(x,,x,)=0 X12 t Xg

X; T X,-1=0



Otimizagcao com Restricoes: Exemplo

L'(X,,X,,0)= 0%, + X, 4+ (X, + X,- 1)

L 20x,+A =00 x, = -2"/20)
0%,
a—Lzzxzwzou X, =-\"/2
0,
a—L:X1+X2'1:OD X1*+X2*:1
0\ 0 . 1
% * XI:—
+ * *
—A—A:IDO(lA:—lDA:—za D% o+ 1
20 2 20 o+l pg_«_ 0
Xy, =
- 0+ 1



Otimizagcao com Restricoes: Exemplo
L(x,,Xx,)= 0 Xf t x§
Xt Xx,-1=0

«
a+1

%k

1
X, = — X
LT 2

Pesodex,t 0 x,*I e x,*1



Otimizacao de funcionais:
Calculo Variacional

* Funcional: Regra de correspondéncia que atribui um
valor escalar (real) a cada funcao x(t) pertencente a uma

certa classe.

* Ex: Suponha que x(t) seja uma funcao continua definida

no intervalo [t,t]. Um exemplo de funcional seria
J(x) = I:fx(t)dt

* A classe de funcoes considerada pode ainda envolver

restricoes. Por exemplo: x(t,) = a, x(t;) = b.



Otimizacao de funcionais:
Calculo Variacional

* Uma funcao x*(t) € um minimo local do funcional J(x)
se quaisquer incrementos ox(t) admissiveis na funcao

x*(t) nao reduzirem o valor de J, isto é:

J(x*+0x)2 J(x*), [dx admissivel

* Incremento admissivel:
Respeita a classe de funcoes consideradas

(p- ex., fungoes continuas), bem como possiveis

restricoes (p. ex. x(t,), x(t,) fixados O &x(t,) = ox(t) = 0).



Regra de Leibniz para funcionais

* Suponha que x(t) 0 R"seja uma funcao de te
I(x)= Ltfh(x(t),t)dt
sendo h uma funcao escalar. Entao:
5I(x,0%) J':f[hXT(X(t), £) 5x(t)] dt
oh/dx, [
oh dh/dx,-
h,= —= 4

ix 0 =+ [

9h/ix. 7

X



Condicao a ser satisfeita por x*

5 I(x*,5x) = J':f[hXT(X #(1),1) 5 x ()] dt

0J(x7,0x)2 0, [0dx admissivel
« Se &x for livre em (t,,t,), deve-se ter

h (x*(t),t)= 0, 0t0 (t,,t,)



Nem sempre é possivel ou pratico se
chegar a uma solugao analitica

* Nesses casos podemos utilizar métodos/algoritmos de
otimizacao para determinar um conjunto 6timo de

parametros.



Estrutura geral:

Passo 0: (Inicializagao) Arbitrar um valor inicial x,.

Passo 1: (Teste de convergéncia) Verificar se o valor
atual para x, é solugao otima. Caso afirmativo x*=x,. Fim.

Passo 2: (Determina uma dire¢cao de busca) Calcula um
vetor nao-nulo que sera utilizado como direcao de busca.

Passo 3: (Determina o passo) Calcula um comprimento
de passo a ser dado na direcao de busca.

Passo 4: (Atualiza a estimativa do 6timo) Determine nova
estimava adicionando a x, o incremento determinado.

Volta para o passo 1.



Os algorimos de otimizacao podem usar o gradiente
(“steepest descent”, BFGS, DFP), a hessiana (Newton) ou
apenas valores da funcao nos “pontos de busca” (busca
direta, poliedros flexiveis, busca aleatoéria, algoritmos
genéticos).

Existem estratégias especificas para “escapar” de minimos
locais (zona tabu, recozimento simulado, times
assincronos).

Aspectos numéricos podem ser importantes para a
convergéncia e correto funcionamento do algoritmo.



Otimizagcao paramétrica em controle
Otimizacao parameétrica:
min f(x), onde x € um vetor real.

E um problema muito frequente em aplicacées
industriais de controle:

AT, )
: ..|' ) 3 . . {'}H.'li' )
-\..- -/II
| 1
\j' K(1 + Tps) ‘|:

o)
min _[| y(t, K, Tp) — 1(t) | dt, para 1(t) degrau unitario.
K.Tp




Os parametros da otimizacao podem nao
ser os parametros do controlador e sim
parametros de um meétodo de projeto

(por exemplo { e w_ou o e w_, ou ainda

os valores das matrizes Q e R do método
LQR que sera discutido a seguir) que
estao relacionados com os parametros
do controlador.



Aplicacao : controle de um

servomecanismo

Para o servomecanismo do diagrama de blocos,
determine K e K, de forma a minimizar o indice

de desempenho dado.

+

g

+

desemp(Q, R) = a..(sobresinal) + B.(tempo de subida)
+v.(norma de [K K ])



Solucao em MATLAB:

function [func]=desemp (q) ;

Implementacao da avaliacao de desempenho
Argumento q -> contém os elementos da diagonal de Q

o° o o° oP°

num=[1l]; den=[1 1 0], servo=tf(num,den); sss=ss(servo);
k=1gr (sss.A,sss.B,diag([gq(1l)*2,9(2)*2]),1);

servo mf=ss(sss.A-sss.B*k,sss.B*k(2) ,sss.C, sss.D);
y=step (servo mf,0:.1:10);

ov=max (y)-1; % sobresinal

[dummy , index]=max (y>0.9) ;

ts=(index-1)*.1; % tempo de subida
func=abs (ov) +ts*5+norm(k); % indice de desempenho

x=fminsearch('desemp', [10 10])



Desempenho do controlador 6timo

Desempenha do controlador otimo
1‘[1' | | | | | | | | |

- R R B B i bl RECCE EELES

1 1 1 I I 1 1 1 1
DB _____ I I N B T-~~~" [ T~~~ ~=°77 | R |

pasican

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
17 s U S SRS SR
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 I 1 1 1 1
1 1 1 I 1 1 1 1
) S Ay e PR S
1 1 1 I 1 1 1 1
1 1 1 I 1 1 1 1




Problema de Controle Otimo com

Tempo Final Fixo



Problema de Controle Otimo com
Tempo Final fixo

* Suponha que a dinamica da planta seja descrita por
x(t) = f(x,u,t), x(t)0 R",u(t)l R”
x(t,) fixado

* Consideraremos o problema de minimizar funcionais
de custo da forma

J(x,u) = Lth(X(t),u(t),t)dt

* Vale ressaltar que as funcoes x e u estao relacionadas
pela equacao de estado, que corresponde a uma
restricao dinamica para o problema.



Problema de Controle Otimo com
Tempo Final fixo

* ldéia: Agregar a restricao dinamica ao funcional de

custo utilizando multiplicadores de Lagrange:

F(x,u,)) = Ltf[L(x,u, )+ AT (OEx,u,t) - %)] dt



Problema de Controle Otimo com
Tempo Final fixo

FOGuh) = [TLeGw 0+ AT O 07 ] d

f
0

* Usando a seguinte definicao (Hamiltoniano):

H(x,u,\,t)= L(x,u,t)+ A () f(x,u,t)

pode-se escrever o novo custo como:

J'(x,u,0) = J'tf

[H(x,u,\,t)- A'x]dt

to



Problema de Controle Otimo com
Tempo Final fixo

te

J'(x,u,h) = J' [H(x,u,\,t)- A 'x]dt

to
* Empregando a regra de Leibniz:

5 = Jttf[HXT6x+ H "5u+ H, Tdh - A"5% - x"5) ] dt

5] = Ltf[HXTam H "5u+ (H, - )"d\ - \"5%] dt



Problema de Controle Otimo com
Tempo Final fixo

- Ltf[HXT5X+ H "Su+ (H, - x)"d\ -\ "0x] dt

t

- IthTBX dt
to, Jt

* Integrando por partes: J'tf)\ Bxdt=)"6x

VT (8x() - N (1)5(E,)- [ KB

= M (t,)dx(t,)- I \Tox dt \

= 0Tt )5 (t,) + J':f[(HX F ) ex+ H,"Su+ (H, - ) d) ] dt

x(t,) é fixado



Problema de Controle Otimo com
Tempo Final fixo

57 = -2T(t,)5x(t, )+ J':f[(HX F X)) ox+ H "Su+ (H, - x)"d\]dt

* Anulando os coeficientes dos incrementos em
u, X, X(t), A:

H =0
V=-H, A(t,)=0
x = H, x(t,) dado




Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

* Seja O(t) a temperatura no interior de um quarto
e m(t) a taxa de calor fornecida por um aquecedor.

* Suponha que a dinamica térmica do sistema,
linearizada em torno da temperatura desejada,
seja descrita por

A =-0.100+20m
emque AB(t)=08(t)-0, Am(t)= m(t)- m

* Objetivo: Manter a temperatura no valor desejado, isto
é, A9(t) = 0, com excursoes pequenas do sinal de
controle Am(t).



Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

A =-0.1A0+20Am

* Usando a notacao x=A0e u=Am:
Xx=-0.1x+ 2u

* Funcional de custo adotado:

ty

J(x,u) = %I [x°(t)+ ru’(t)]dt

0

em que r > 0 é um parametro a ser ajustado pelo projetista.



Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

X = - O.bv(+ 2u  J(x,u)= J'Otf%[xz(tﬁ ru’(t)] dt

f(x,u,t)

L(x(t).u(t).0)

* Hamiltoniano:
H(x,u,h,t) = L(x,u,t)+ A (D F(x,u,t) = =

2 2
tru

t A(-0.1x t 2u)

 Condicoes de otimalidade:

H =00 ru+ 2\ =00 u(t)= 2@

r

A=-H_ =-xt+01A A(t;))=0

x= H, = -0.1x+ 2u  x(t,) dado Difgrenga inicial com rgspeito
a temperatura desejada




Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

* Condicoes de otimalidade:

L2 (t)

r

u(t) -
()= -x(t)+ 0.1A (t) A(t;)=0

X(t) = -0.1x(t) + 2u(t) x(t,)dado

* Dificuldade: Acoplamento entre as equacoes.

u(t) - Requer A(t) - Requer x(t) - Requer u(t)



Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

* |ldéia — Supor uma determinada forma para a solucao:
A (1) = p()x(t)

a0 = - 2}\r(t) - 2p(?x(t)

%(t) = - 0.1x(0)+ 2u(t) = - 0.1x(1) - FPOXD)
r

) (1) = - x(t)+ o.nV

P(OX(1) + pOK(D]= - x(H)+ 0.1p(H)x(t)

4p(t)X(t)§ = - x(t)+ 0.1p(t)x(t)

BX(1) p(t)@- 0.1x(t) -



Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

4p(t)x(t)§ = - x(t)+ 0.1p(H)x(t)
r

BOX(1) + p(t)@- 0.1x(t) -

BOX(1) - 0.Ip(H)x(t) - P (?X(t) = - x(0)+ 0.1p(D)x(1)
] 2 ]
POX(D 0290 4pr“) - 10

* Como essa identidade vale para todo x(t), deve-se ter:

b0 02p(0+ 2O
r

(Equacao de Riccati)



Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

(v 02p(+ 20

* Condicao final:

L(©)= pOX(D)
A (te) = p(ty)
\(t)=0 —

x(te) = 0,Ux(ty)

|

p(t;)= 0



Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

a2l 20
r

%,_J

M (1) = p()x(t) k(D

x(t)

* A solucao consiste em uma realimentacao de estado
com ganho variante no tempo.



Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

B(1)= 0.2p(t) 4pi“) 1 p(t)=0

K(t) = 2pr(t)

u(t) = - k()x(t)




Exemplo:
Sistema de regulacao de temperatura

* Solucao da Equacao de Riccati:
a) Solucao analitica:

dp
4r'p”+ 0.2p- 1

dp 02p+4p 10

dt r ] Idt

Expansao em fracoes parciais
Usa-se p(t)) = 0 para obter a constante de integragao

b) Método numeérico:
Exemplo: Funcao ODE45 do Matlab.



0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
£ 0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0

Exemplo:
Solugao da Equacao de Riccati parar =1

i i i i i i i i i
0 01 02 03 04 0506 07 08 09 1

t(s)

0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

____________

____________

____________

-----------------------------------------------------------

___________________________________________________________

i i i i i i i
1 15 2 25 3 35 4 45 5

t(s)

Se o horizonte de tempo t, for grande, o valor de p(t) nos

instantes iniciais é aproximadamente constante.



Exemplo:
Horizonte Infinito

- Set. - o, pode-se usar o valor estacionario para p(t).

* Impondo-se p(t) = p = constante:

0= 02p(0)+ P ©_
r

2
2, 02p-1:= 0
r

* Parar=1, por exemplo:
p=048 U k=2p/r=0.96

4p°+ 02p-1=0
P P <p:-0.53D k = 2p/r:><6



Exemplo:
Horizonte Infinito

* Conclusao: Se o problema for formulado com
horizonte infinito, a solucao corresponde a uma
realimentacao de estado com ganho constante.



Exemplo:
Efeito do peso do controle r

=1 r=10
p=0.48 p=1.35
k=0.96 k =0.27




Exemplo:
Efeito do peso do controle r

r=1
p=0.48
k=0.96

r=10
p=1.35
k =0.27
0 .

Y S e O O SO O |
] SO SR .................................. -
) P S __________________________________ i
TS AU O A MO O S |
5l .................................. i
G- __________________________________ i
1A R T N O |
T _
_g __________________________________ i
b1 i i i1 i i




Regulador Linear-Quadratico



Regulador Linear-Quadratico (LQR)

* Regulacao: Levar o estado x(t) para zero.

* Gostariamos que o controle u(t) fosse pequeno, a fim de
reduzir o gasto de energia, o desgaste dos atuadores e
evitar problemas de saturacao.

* lIdéia — Calcular u(t), t = 0, de modo a minimizar o seguinte
funcional de custo:

1 .t

J = EJ f[(11)(12(‘[) toeeed anrzl(t) t I.11112()[) toeeed rpuf) (t)] dt

to
q;20, >0



Regulador Linear-Quadratico (LQR)

1 .t
AL G EER R OLE T OLS RO

f
0

* “Regra de Bryson” para selecao dos pesos:

q; - : 1., -, 1=1..,n
(Amplitude aceitavel para x.)
1 .
rJ - J - 1, ceey p

- . ., R
(Amplitude aceitavel para u,)



N | —

[u, (1) u,y (1) -+ u, (V)]

CIT 7 C 1 eI 1

LQR: Formulacdo Matricial

[x,(t) x,(t) -~ x, ()]

d,
0

-
Ny

0

q2 oo o

0

o1 11 101

0
0

=

c

R
-
\

1

c
&)
A~
—
—’

<

o
-~
=
N

X, (1)
X, (t)

o

~
—+
N’

n

dt

I I A I I N O N I
NN | N NN N | N BN iy

- Lt
ty [q1X12(t)+ et ani(t)+ r11112(/[)4' et rpulz)(t)] dt




LQR: Formulagao Matricial

g, 0
i 0 q,
10 0

0
0

P

I

= [ I 00X+ u (ORu(v]de

0

0 r,

0

0




Observacao sobre as
matrizes de pesos

J = % JO [x" (1)Qx(t)+ u' (t)Ru(t)]dt

* As matrizes Q e R nao precisam necessariamente

ser diagonais, mas devem satisfazer as seguintes

propriedades:

x'Qx2 0,0x% 0

uRu>0,0uz 0



Regulador Linear-Quadratico

* Problema: Minimizar o seguinte funcional quadratico:

17 %J' :f[XT(t)QX(t) +u' (t)Ru(t)] dt
Q:0, R>0

sendo u(t) e x(t) relacionados por um modelo linear da
forma:

X = Ax+ Bu
x(t,) dado



Regulador Linear-Quadratico

X= Ax+ Bu J- I 2[ "(1)OQx(t)+ u (t)Ru(t)] dt

y
f(x,u,t)

L(x(t)u(t).t)
 Hamiltoniano: H(x,u,A,t)= L(x,u,t)+ A" (t)f(x,u,t)
= %[XTQX'F u'Ru]+ L' (Ax+ Bu)

* Condicoes de otimalidade:
H =00 Ru+B'A=00 u(t)= -R'B"At)
A=-H,_=-(Qx+ A™) At;)=0
x=- H, = Ax+ Bu x(t,)dado



Regulador Linear-Quadratico

* Condicoes de otimalidade:
u(t)= -R'B'A(1)
A1) = - Qx(t)- ATA(t) A(t.) = 0 (Equacao de co-estado)
X(t) = Ax(t)+ Bu(t) x(t,)dado (Equacao de estado)

* Dificuldade: Acoplamento entre as equacoes.

u(t) - Requer A(t) - Requer x(t) - Requer u(t)



Regulador Linear-Quadratico

* Admite-se a seguinte forma para a solucao:

Ao (D)= P (DX, (1)

u(t)= -R'B"A(t) = -R'B"P(t)x(t)

X(t) = Ax(t)+ Bu(t) =|Ax(t)- BR'B"P(t)x(t)

(1) = - Qx(1)- ATV

P(t)x(t)+ P(t)X(t) F - Qx(t)- A"P(t)x(t)

P(t)x(t)+ P(t)[Ax(t)- BR'BTP(t)x(t)]= - Qx(t)- ATP(t)x(t)




Regulador Linear-Quadratico

P(t)x(t)+ P(t)[Ax(t)- BR'B"P(t)x(t)]= - Qx(t)- A"P(t)x(t)
P(t)x(t)+ P(t)Ax(t)- P(t)BR 'B"P(t)x(t) = - Qx(t)- ATP(t)x(t)
[-P(t)- ATP(t)- P(tH)A+ P(t)BR'B"P(t)- Q]x(t)= 0

* Como essa identidade vale para todo x(t), deve-se ter:
- P(t)= ATP(t)+ P(tH)A- P(t)BR 'B"P(t)+ Q

(Equacao de Riccati matricial)



Regulador Linear-Quadratico

- P()= ATP(t)+ P()A- P()BR'B'P(1)+ Q

* Condicao final:

A1) = P(Ox(1) ~

M)z 0 — AMte) = P(tp)x(te) = 0,0 x(t,)

!

P(t)= 0



Regulador Linear-Quadratico

u(t)= -R'B'A(1)
u(t) = —}{'IBTP(Qx(t)

Mt) = P(OxX(t) K(»)

* A solucao consiste em uma realimentacao de estado
com ganho variante no tempo.



Regulador Linear-Quadratico:
Resumo

-P(t)= ATP(t)+ P(H)A- P()BR'B'P(1))+ Q  P(t,)= 0
K(t)= R"'B'P(t)

u(t) = - K(t)x(t)




Regulador Linear-Quadratico
Horizonte Infinito

* Caso seja usado um horizonte infinito no funcional de
custo, isto é:

J= % I [x" (H)Qx()+ u" (t)Ru(t)] dt

pode-se usar a solucao assintética da equacao de
Riccati: P(t) = P = constante.

A'P+ PA- PBR'B'P+ Q= 0 (Equagio Algébrica de Riccati)
K= R 'B'P (P Positivo-Definida)

u(t) = - Kx(t) (Realimentagdo com ganho constante)



Regulador Linear-Quadratico
Horizonte Infinito

A solucao para a equacao algébrica de Riccati sempre
existira se:

* R > 0 (Positiva-Definida)

* (A, B) for controlavel, ou ao menos estabilizavel

Modos nao
controlaveis
sao estaveis



Resolvendo o problema de controle
étimo linear-quadratico no Matlab:
Func¢ao lqgr

[K,P] = lqr(A,B,Q,R)

* A, B - Matrizes da equacao de estado do sistema
* Q - Pesos dos estados

* R 5 Pesos dos controles



Exemplo: Movimento Longitudinal de
uma Aeronave (modo rapido)

-2.0 170 —27
A — B =
-025 -15 —45
« X, = velocidade vertical

« X, = velocidade de arfagem
* u=angulo de deflexao do profundor (rad)

0
Q=|, | R=I




> A = [-2 170;-0.25 -15]
>> B = [-27;-45]

>> Q = diag([1, 1])
> R =1

>> K = 1gr(A,B,Q,R)

Casos a serem comparados:

Q_Dl ODR'OI Q_Dl ODR'IO
0 o1 0 17



Margens de estabilidade
obtidas com o LQR



Margens de estabilidade
obtidas com o LQR

G(s)

N

/

x = Ax + Bu

u [
x = Ax + Bu

—>

|

G(s)= K(sI- A)'B




Margens de estabilidade obtidas com o LQR

Pode-se mostrar que a realimentacao de estado projetada

com o LQR de horizonte infinito garante:
* Margem de fase PM 2 60°
* Margem de ganho superior infinita

* Margem de ganho inferior de pelo menos 0.5
(Se a planta for instavel em malha aberta, o ganho pode
ser reduzido até a metade e a estabilidade ainda sera

garantida)



Ex: Sistema Instavel em Malha Aberta

: Vertical
' Fuselage reference
' _ dxls
| 5
% N ,\VE,Z;/RGE‘GI' thrust
N :
Rotor




Ex: Sistema Instavel em Malha Aberta

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

hgD 04 0 -00100Ag

Il i

]AOE—; 1 0 0 []AO

Auf B-14 98 -0,020FAu
A=[-0.40 -0.01;1 0O0; -1.4 9.8 -0.02];
B =[6.3;0,;,9.8];
Q = diag([1,1,1]); R = 1;
K = 1gr(A,B,Q,R)
sys = ss(A,B,K,0)

[Gm,Pm,Wcg,Wep] = margin(sys)
rlocus (sys)

nyquist (sys)

16,3
]()[

17 L
19,85

Ao



Rastreamento com ag¢ao de
controle integral



« Usando a notacao K. = -k

Rastreamento com ag¢ao de

controle Integral

Xn+|

J

Xn+1
————

—K

n+1

_|_

= C =

n+1 "

r=y

u

X = Ax + Bu

KX




Sistemas MIMO

Caso a planta tenha p entradas e q saidas, isto é:

X =A x . +B u

nxl nxn " nxl nxp - pxl

yqxl :c X

gxn T nxl

pode-se acrescentar um integrador a cada canal de erro:

€

qxI

— l‘L'|><| _yqxl — r_(’X

X —=e

c



* A equacao para o estado aumentado torna-se:

i |

-

Sistemas MIMO

H |

r—Cx

"AX +Bu |

X

x|

Xﬁ{qxl}

(n+q )=l

nxp

| {g=p |

pxl

nxq

{=q

qxI



Ex: Controle da dinamica longitudinal
de uma aeronave Boeing 747

® Condicao de voo considerada:

o Altitude: h = 40000 ft.

» Velocidade: V =774ft/s \
(Mach 0.80).  flerons
& ce

Guinada




Ex: Controle da dinamica longitudinal
de uma aeronave Boeing 747

® [stados:
# 1 = u = velocidade no eixo longitudinal | ft/s]
® 1, = w = velocidade no eixo vertical (positiva para baixo)|ft/s|
® 13 =g = velocidade de arfagem |crad/ s
® 1y =0 = angulo de atitude |crad|
® Variaveis manipuladas:
® u; =0, = deflexao do profundor |crad|
® uy = 0; = tracio especifica [ft/s?]
® Variaveis controladas:
L iy =u=ua

® ypp=h=—w+7740 = —ry + 7, T4r, (taxa de subida)



—0.003

—0. 065

0.0201

0

considerada
(). 039 () —(). 322 (.01
—0.319 T7.74 (0 —(. 18
T+
—0). 101 —=0. 429 () —1.16
() 1 () ()

I 0 0 0

y= x

0 —1 0 7,74

Modelo linearizado na condicao de véo

* BRYSON, A. E. Control of Spacecraft and Aircraft,
Princeton University Press, 1994.

it



Modelo aumentado (p = 2, q = 2)

Aa = [A zeros(4,2); -C zeros(2,2)]:;
Ba = [B; zeros(2,2)];

Q = diag([1,1,1,1,1,1]);

R = diag([1,1]);

Ka = 1lgqr(Aa,Ba,Q,R);

K =Ka(:,1:4);

Ki = Ka(:,5:6);
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