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Prefacio

Esta edi¢do contém uma versdo revista e corrigida de Andlise de circuitos: um enfoque de sistemas, cuja
primeira edicdo surgiu de notas de aula da disciplina Andlise de Circuitos ministrada aos alunos dos cursos
de Engenharia Eletronica e Engenharia de Computacdo do ITA, o Instituto Tecnolégico de Aerondutica. A
disciplina de andlise de circuitos no ITA tem sido usada também para introduzir conceitos fundamentais de
andlise de sistemas dindmicos. Circuitos elétricos sdo sistemas dindmicos, dai a naturalidade da opcdo de
apresentd-los com um enfoque de andlise de sistemas dinamicos.

O objetivo deste texto é apresentar as principais ferramentas tedricas e situagdes tipicas em circuitos ao
estudante e ao profissional interessado num texto de referéncia. A sequéncia de apresentacdio pretende ser
natural, iniciando com o geral e caminhando para o particular. Assim trata-se, inicialmente, do circuito
(linear ou nao-linear) no dominio do tempo. Em seguida passa-se a discussdo de circuitos lineares (isto €, a
um caso particular) usando as ferramentas pertinentes. Somente depois sdo tratados fasores e circuitos
lineares em regime permanente senoidal (isto €, uma situacéo especial do caso particular).

A abordagem adotada é ao mesmo tempo densa e de compreensao facilitada, pois nada precisa ser decorado,
tudo pode ser deduzido e portanto entendido; o ponto de partida sdo leis fundamentais e as equagdes com
elas obtidas. O texto foi concebido de forma a criar os fundamentos de uma cultura de circuitos adequada as
aplicacdes em constante e rdpida evolugdo, hoje permeadas de circuitos integrados. Além das técnicas
consagradas para lidar com os elementos de circuito padrio (resistores, indutores e capacitores lineares) e o
ja classico ampliador operacional, o texto confronta o leitor com exemplos de técnicas que permitem
explorar os beneficios da ndo-linearidade quando dispositivos (como o MOSFET, tipico de circuitos
integrados) sdo usados em quantidade para obtencéo de alguma caracteristica de interesse.

Sou grato a todos que me ajudaram com criticas e sugestdes da primeira edi¢do e de versdes preliminares.
Igualmente agradeco aos meus colegas da Divisdo de Engenharia Eletronica do ITA por valiosas discussdes
sobre aspectos técnicos e diddticos em andlise de circuitos.

Esta segunda edicdo difere da primeira pelas usuais correcdes ao texto, bem como por um refinamento e
ocasional detalhamento de colocagdes e explicacdes em alguns pontos.
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Andlise de circuitos: um enfoque de sistemas

1. Leis de Kirchhoff

Este texto é dedicado ao estudo da teoria de circuitos, mais especificamente & sua aplicacdo em andlise de
circuitos.

Teoria de circuitos € a disciplina de engenharia voltada para o desempenho elétrico, definido por valores de
tensdes e correntes. Os fendmenos e propriedades fisicas subjacentes ao comportamento elétrico, isto é,
aquelas que o provocam, ndo s@o objeto de estudo aqui.

O objetivo da teoria de circuitos é a predicdo do comportamento de circuitos fisicos visando a melhorias dos
projetos. Em andlise de circuitos, a preocupagdo € principalmente com o estudo de circuitos ji projetados (ou
existentes). A atividade criativa e de concep¢ao envolvendo circuitos é denominada projeto de circuitos e esta
alicercada sobre um bom conhecimento da andlise. Daf a grande importancia de se conhecer a anélise.

Em circuitos existem duas grandezas fisicas fundamentais:

e Tensdo: A tensdo (ou diferenca de potencial) entre 2 pontos € medida pelo trabalho necessario para
transferir carga unitdria de um ponto para o outro. A diferenca de potencial entre dois pontos
perfazendo uma tensdo de 1 [V] corresponde a um trabalho de 1 [J] necessdrio para transferir uma
cargade 1 [C].

z

e (Corrente: Corrente € a transferéncia (fluxo) de carga. Uma corrente de 1 [A] equivale a
transferéncia de carga de 1 [C/s].

Circuitos, modelos e elementos de circuito

Dispositivos de circuito, circuitos fisicos

Um dispositivo de circuito é um componente elétrico/eletrdnico, isto é, um objeto fisico. Exemplos de
dispositivos sdo: resistores, capacitores, transistores, circuitos integrados, transformadores, chaves, fontes de
tensdo e corrente. Um circuito fisico (elétrico/eletronico) € um conjunto interconectado de dispositivos. Para
a interconexdo, geralmente usa-se algum meio condutor metélico (cabo, fio, filete etc.).

Resistores e capacitores s@o os dispositivos de circuito mais comuns. Eles estdo presentes em praticamente
todos os circuitos existentes e sdo fabricados em diversas tecnologias. Os resistores mais comuns sio os de
fio e de carbono. Os capacitores mais comuns sdo os de cerdmica, poliéster e os eletroliticos. Resistores de
carbono e capacitores de poliéster tipicamente t€m marcacdo de seu valor no corpo do componente usando
faixas de cores. As primeiras trés faixas indicam nimeros D, D, € M que apontam o valor do componente da
seguinte forma: D;D,x10™. As unidades sdo [Q] para os resistores e [pF] para os capacitores. O cédigo de
cores € o seguinte:

Na terceira faixa de resistores ainda podem ser usados ouro (M = -1) ou prata (M = -2). A cor da quarta faixa

indica a tolerancia do componente:

Cor Digito associado Cor Digito associado
Preto 0 Verde 5
Marrom 1 Azul 6
Vermelho 2 Violeta 7
Laranja 3 Cinza 8
Amarelo 4 Branco 9

Resistores: 5% (ouro), 10% (prata), 20% (ausente)
Capacitores: 10% (branco), 20% (preto ou ausente)

A tensdo de isolamento para os capacitores € indicada pela cor de uma quinta faixa:

400V (amarelo)

e 250V (vermelho)

-1-

630V (azul)
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Capacitores eletroliticos possuem polaridade, que sempre estd indicada no corpo do dispositivo. Seu uso
exige atencdo especial.

Elementos de circuitos e circuitos
Elementos de circuitos sdo modelos ideais de dispositivos. Trata-se portanto de objetos idealizados. Os
seguintes elementos de circuito sdo os mais comuns:

e o resistor com a caracteristica v = Ri;
e o indutor com a caracteristica v = Ldi/dz;
® 0 capacitor com a caracteristica i = Cdv/dt.

Um modelo de dado dispositivo é composto de um ou mais elementos de circuito.

Exemplo:
Dispositivo Elemento de circuito correspondente
bobina indutor
condensador capacitor

Um modelo resulta de aproximacdes. Por isso podem existir diversos modelos para um mesmo dispositivo,
dependendo das aproximag¢des usadas. As aproximacdes usadas dependem das aplicagdes nas quais se deseja
empregar o dispositivo. Dispositivos para os quais isto é fato estabelecido sdo, por exemplo, ampliadores
operacionais e transistores de todo tipo.

Por circuito, finalmente, entende-se a interconexdo de elementos de circuito. Assim o circuito é também um
modelo, no caso de um circuito fisico. Do ponto de vista de sistemas, entende-se um circuito como um
sistema e partes de circuitos como sub-circuitos ou subsistemas.

Quando interconectamos diversos elementos de circuito, temos um n¢ em cada jungdo. Além disso, terminais

que permanecem abertos também sdo nos.
elemento 1 @ @

@ elemento 2

FIGURA 1.1 — Elementos de circuito, terminais € nds.

O que € analise de circuitos?

A Figura 1.2 ilustra o contexto no qual se insere a andlise de circuitos. Ela é a ferramenta que, de forma
semelhante ao experimento, permite extrair informacdo quantitativa de um circuito. O experimento é
realizado com o sistema fisico (circuito fisico ou aparelho). A andlise € realizada com o circuito, que € o
modelo do sistema fisico.

Aparelho > Circuito
modelamento
experimento analise
resultados
M dl
medidas < calculados

Ha concordancia?

FIGURA 1.2 — Contexto da andlise de circuitos.
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Em andlise de circuitos, empregam-se o conhecimento matemético e o de leis elétricas que constituem objeto
deste livro.

Observagaes:

Em teoria de circuitos supde-se que os modelos de cada dispositivo sejam conhecidos.
e Na pratica, modelos adequados geralmente existem.

Circuitos concentrados X circuitos distribuidos

Do ponto de vista de modelagem, € importante diferenciar os circuitos concentrados dos circuitos
distribuidos. Um circuito € considerado concentrado quando suas dimensdes fisicas permitem supor que 0s
sinais de interesse se propagam instantaneamente. Para ¢ (velocidade de propagacgdo) e f (maior frequéncia
de interesse) definidos, temos isto como valido, se para o maior caminho no circuito a seguinte condicao for
verdadeira:

C
d << —

Nesse caso, tensdes v(f) e correntes i(f) estdo definidas por todo o circuito univocamente para todo ft,
independentemente das coordenadas de posicao.

Exemplos:

e  Para um circuito de eletronica de poténcia que trabalha com f= 60 [Hz], tem-se d << 5x107 [m].

e  Para um circuito de dudio com f'< 25 [kHz], tem-se d << 12000 [m].

e Para um circuito digital com tempos de chaveamento de 0,1 [ns], tem-se d << 30><107.O,2><10'9:
0,06 [m], supondo (pessimisticamente) um periodo do sinal igual a duas vezes o tempo minimo de
chaveamento.

As leis de Kirchhoff

As leis de Kirchhoff serdo aqui entendidas como postulados, no entanto pode-se demonstrar sua validade
para circuitos concentrados a partir das equacdes de Maxwell.

Inicialmente definimos o sistema de coordenadas elétrico convencionando polaridades para as tensdes e
sentidos para as correntes associadas, como ilustrado na Figura 1.3.

ol Uy  ©

g

FIGURA 1.3 — Notacgio e sistema de coordenadas elétrico.

Vi =Vi2

A direcdo de referéncia de corrente, juntamente com o sinal de i(f), determina o sentido de fluxo das cargas
elétricas.
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Definicées:

e (ircuito conectado é aquele no qual todo né pode ser alcancado a partir de qualquer outro por meio
de um caminho através dos elementos do circuito.

® NG de referéncia é qualquer né adotado por convengdo para a medida de potenciais elétricos.

Lei de Kirchhoff das tensdes
LKT (Lei de Kirchhoff das tensoes)

Para todos os circuitos concentrados, para todas as escolhas de nds de referéncia, para todos os
tempos ¢ e para todos os nés k e j vale

vk_j(t)zek(t)—ej(t)

onde ¢(r) € o potencial do n6 j no tempo r. Tem-se ainda

Vi—j(t)==vji(1).

€x

FIGURA 1.4 — Diagrama para enunciado da LKT.

Outra formulag@o para a Lei de Kirchhoff das tensdes, denominada formulagdo nodal, é a seguinte: para
todos os circuitos concentrados conectados, para todas as sequéncias de nds fechadas (isto €, que iniciam e
terminam no mesmo nd), para todos os tempos #, a soma algébrica de todas as tensdes né-a-né ao longo de
qualquer sequéncia de nds escolhida € igual a zero.

Lei de Kirchhoff das correntes
Definicao

~ 9

Uma superficie fechada “tipo baldo” receberd o nome de superficie gaussiana.

LKC (Lei de Kirchhoff das correntes)

Para todos os circuitos concentrados conectados, para todas as superficies gaussianas S e todos
tempos ¢, a soma algébrica de todas as correntes deixando a superficie S no tempo ¢ é nula.

A formulagdo nodal para a Lei de Kirchhoff das correntes € a seguinte: para todos os circuitos concentrados
conectados e todos tempos #, a soma algébrica de todas as correntes deixando qualquer né no tempo ¢ € nula.

Observagdes:

e [KT e LKC sao encarados como postulados fundamentais.

e LKT e LKC refletem propriedades da interconexao e nao dos elementos de circuito.

e [KT e LKC (se empregadas como enunciadas aqui) resultam em equacdes algébricas homogéneas
lineares com coeficientes reais de valor 0, 1 ou —1.
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Exemplo: Para ilustrar o equacionamento usando LKC e LKT serd usado o circuito representado no
diagrama esquematico anotado da Figura 1.5.

0D i5(1)

FIGURA 1.5 — Diagrama esquematico anotado.

e Equagdo LKC para S;: —ii—i=0
e Equacdo LKC para S,: I—lo—Ii7+is=0
e Equacdo LKT para a sequéncia de nés 5 -2 -4 —5: Vs + Vou+V45=0

Do circuito ao grafo

Visando a uma mecaniza¢do da aplicacdo das leis de Kirchhoff, associaremos a cada circuito um grafo
direcionado (que ndo serd, necessariamente, tinico). O grafo direcionado é uma representacdo grafica padrao
para circuitos e € obtida como descrito a seguir.

Um grafo é definido por um conjunto de nés e um conjunto de ramos ligando estes nds. Se os ramos
receberem uma orientacdo (0 que acontecerd no nosso caso), o grafo é chamado de grafo direcionado ou
digrafo.

O digrafo associado a um elemento de circuito com dois terminais € o mostrado na Figura 1.6.

@,-1 @ @

® ® ®

FIGURA 1.6 — Elemento de circuito de dois terminais e digrafo associado.
vy é a chamada de tensdo de ramo e i; ¢ chamada de corrente de ramo. Com as direcdes escolhidas, o produto
v1i) corresponde a poténcia entregue ao elemento de circuito através de seus terminais.

Para associar um grafo a um elemento de circuito com mais de dois terminais, considere-se o elemento de n
terminais da Figura 1.7.
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FIGURA 1.7 — Elemento de circuito de n terminais.

Como sabemos pela LKC que apenas n — 1 correntes sdo independentes, pois

n
(=0,
Jj=1
passamos a desconsiderar i, (e a equagdo acima) e associamos ao elemento de circuito o grafo da Figura 1.8.

O né n torna-se assim o n6 de referéncia do elemento de circuito. Em vez de optar pelo né n como né de
referéncia, poder-se-ia optar por qualquer outro né. O grafo resultante seria diferente, porém equivalente.

FIGURA 1.8 — Grafo associado a elemento de circuito de n terminais.

A poténcia instantanea fornecida a um elemento de circuito através de seus n terminais vale:

n-1
p()= v;0i;®

Jj=1

Exemplo: Ao ampliador operacional do circuito da Figura 1.5 pode-se associar um grafo como mostrado
abaixo. Neste caso, adotou-se 0 né 5 como né de referéncia (ndo para o circuito, mas para o ampliador
operacional). Esta escolha nio € a dnica possivel. Para outras escolhas, o grafo resultante serd diferente,

porém equivalente.
@ i4(1) . @ @
@ i10(2)

FIGURA 1.9 — Grafo associado a um ampliador operacional.
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O grafo de um circuito é obtido pela interconexdo dos grafos de seus elementos de circuito.

Exemplo: Um grafo representativo do circuito da Figura 1.5 é dado a seguir:

FIGURA 1.10 — Grafo correspondente ao circuito da Figura 1.5.

O problema remanescente é o procedimento (ainda em aberto) com os circuitos ndo-conectados. Circuitos
ndo-conectados podem ser conectados usando um ramo de conexdo "artificial", desprovido de significado
fisico, pois por ele ndo passard corrente. O procedimento ¢ ilustrado na Figura 1.11.

FIGURA 1.11 — Grafo desconectado (acima a esquerda) e o equivalente conectado (acima a direita) que
pode ser simplificado eliminando-se o né 4(ao meio).
Ao equacionar circuitos usando as leis de Kirchhoff, os seguintes lapsos podem ocorrer com facilidade:

® pode-se omitir alguma equacdo importante;
e podem-se obter equacdes linearmente dependentes, isto €, equacdes em excesso.

Para ambos os casos, uma possivel solu¢cdo encontra-se num equacionamento sistematico a partir do digrafo
do circuito.

LKC e LKT usando grafos e notaciao matricial

Para exposicdo do assunto, considere-se para equacionamento usando LKC e LKT um circuito com o digrafo
da Figura 1.12.



Andlise de circuitos: um enfoque de sistemas

0

©

FIGURA 1.12: Exemplo de digrafo.

As equacdes obtidas usando LKC sdo:

Paraondl: ij +iy —ig =0

Paraon62: —i, —iz+iy =0
Paraon63: —ij+i3+i5=0
Paraon64: —iy —is +ig =0

Por convencao do enunciado dado para a LKC, o coeficiente da corrente que sai de um né € +1 na equagdo
referente aquele n6, € —1 quando entra no nd, e 0 nos demais casos.

As quatro equagdes obtidas s@o linearmente dependentes, pois a soma de seus lados esquerdos resulta em O.
Qualquer conjunto de trés dessas equacdes, no entanto, ¢ um conjunto de equacdes linearmente
independentes. Tanto o conjunto de quatro equacdes quanto qualquer conjunto de trés equacdes podem ser

escritas na forma matricial, conforme abaixo. Aqui optou-se por eliminar a equag¢do do n6 4 (escolhendo-o
assim como né de referéncia).

T T
n6l->[1 1 0 0 0 -1]i L1000 .2
62—/ 0 -1 -1 1 0 0]i i3 ‘
) T =A4,i=0 0 -1 -1 10 0f°[=A4i=0
n63—>-1 0 1 0 1 0|i Lo 1 01 ol
64— 0 0 0 -1 -1 1]is -l is

Li6 | L6 |

O vetor i é o vetor das correntes de ramo. A matriz A, recebe o nome de matriz de incidéncia, pois descreve
os sentidos de incidéncia dos ramos nos nds. A matriz A é denominada matriz de incidéncia reduzida.

Uma vez que cada ramo interliga tdo-somente dois nds, cada coluna da matriz de incidéncia deverd conter
um 1 e um —1. Os demais elementos da coluna deverdo ser nulos.

As equagdes obtidas usando LKT com o n6 de referéncia 4 (isto é, e, = 0) sdo:

Paraoramol: v; = e —e;3
Paraoramo2: v, =¢; —e,
Paraoramo3: vy =—e, +e;3
Paraoramo4: vy =e)
Paraoramo5: vs =ej3

Paraoramo6: vg =—¢;

Também essas equacdes podem ser colocadas na forma matricial:
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v 1 0 -1
1%} 1 -1 0 _e
vil 10 =1 1"
= e, | ouv=DMe
val [0 1 0
e
vs| [0 0 17
ve| [-1 0 0]

O vetor v é o vetor das tensdes de ramo. O vetor e é o vetor das tensdes nd-referéncia. (No caso, e4 ndo
~ . <A 2 . A T
consta da equacdo, pois o0 n6 4 é o n6 de referéncia.) Observa-se que M = A ".

Propriedades gerais de circuitos concentrados

. . N . . . . ., . 1
Uma matriz de incidéncia reduzida de um circuito conectado sempre possuird pleno posto de linhas, como
serd enunciado e demonstrado no teorema a seguir:

Teorema

Para qualquer digrafo com 7 nds, as equagdes obtidas pela aplicacdo da LKC em sua formula¢io
nodal para n-1 nés quaisquer formam um conjunto de equagdes linearmente independentes

Demonstragdo

Denotemos a equagdo para o n6 j da seguinte forma f{(i,, ..., 7,) = 0. Suponha (por absurdo) que k < n-1
equagdes das n sdo linearmente dependentes. Portanto existem aj, ..., a; ndo todos nulos tais que:
k
Zajfj (if»---i,) = 0 para todos os valoresde iy,...,i,
Jj=1

Sem perda de generalidade pode-se assumir que todos os a; sdo ndo nulos. Considerem-se agora
dois conjuntos disjuntos de nds: os k nés das equagdes linearmente dependentes, e os demais. Como
o grafo é conectado, existe pelo menos um ramo ligando um conjunto ao outro. A(s) corrente(s)
deste(s) ramo(s) aparece(m) uma Unica vez no somatorio acima e, portanto, ndo pode(m) estar sendo
cancelada(s), ou seja, as equagdes ndo podem ser linearmente dependentes, o que é uma
contradigdo.

Uma pergunta que resta é: por que com a n-€sima equacdo O conjunto torna-se um conjunto de equagdes
linearmente dependentes? Isso acontece porque cada coluna da matriz de incidéncia A, possui um tnico 1 e um
unico —1, o que significa que, se somarmos todas as equacdes, todos os termos estardo sendo cancelados.
Teorema de Tellegen
Seja dado um digrafo de um circuito concentrado com b ramos, vetor i de correntes de ramo e vetor
~ ~ T.
v de tensdes de ramos. Entdo v'i = 0.

Demonstragdo

T P . . .« 1A . . ~ . A .
Da LKT v = A'e, onde A é a matriz de incidéncia reduzida e e o vetor de tensdes no-referéncia.
T. T, -
Portanto, v'i = ¢ Ai = 0, usando-se LKC.

Algumas interpretagdes para o teorema de Tellegen
a) O produto v'i do Teorema de Tellegen pode ser reescrito como

b
V=Y vi(t)ij(1)=0
j=1

' Uma matriz M possui pleno posto de linhas se a equacdo M'x = 0 admite x = 0 como tinica solugo.

-9
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Como visto anteriormente, v(7)i,(f) € a taxa de fornecimento de energia ao ramo k pelo resto do circuito no
tempo #. Assim pode-se concluir pelo teorema de Tellegen que a conservacdo de energia em circuitos
concentrados € uma consequéncia das leis de Kirchhoff.

b) Tanto o vetor i (solucdo das equagdes de LKC) como o vetor v (solu¢do das equagdes de LKT) sdo
elementos do R”. O primeiro vetor existe no subespaco das solugdes de LKC, de dimensdo b — (n — 1). O
segundo vetor existe no subespaco das solu¢cdes de LKT, de dimensdo (n — 1). O teorema de Tellegen nos
informa que estes dois subespagos sdo ortogonais.

Exercicios propostos

Exercicio 1:

No circuito da Figura 1.13, considere

Van = 100 [V], vy = 100 [V],

Ve =50 [V], vy = 16,7 [V].

a) Encontre os valores das tensdes vy €
Ve-N-

b) Trace o digrafo do circuito e repita o
item (a) usando o digrafo.

FIGURA 1.13

Exercicio 2:

a) Trace o digrafo do circuito da Figura 1.5 usando o n6é 4 como né de referéncia do ampliador
operacional. Determine a matriz de incidéncia A, e determine seu posto, isto €, o nimero de linhas
linearmente independentes.

b) Usando agora o né 5 como né de referéncia do ampliador operacional, escreva as equagdes das leis de
Kirchhoff usando a matriz de incidéncia reduzida.

Exercicio 3:

a) No circuito da Figura 1.14, dé nome aos nds e ramos. A
seguir, determine o digrafo do circuito e a matriz de incidéncia
correspondente.

b) Suprima uma das linhas da matriz de incidéncia e verifique |
que as linhas ainda s@o linearmente dependentes. Explique. |

c¢) Conecte o digrafo obtido no item (a) e determine a matriz de
incidéncia reduzida do novo digrafo, que agora é um digrafo
conectado. Verifique que as linhas desta matriz sdo
linearmente independentes.

d) Usando a matriz de incidéncia reduzida do item anterior, FIGURA 1.14
escreva as equacoes que resultam das leis de Kirchhoff.

Exercicio 4:

a) Reescreva as equacdes das leis de Kirchhoff para o grafo da Figura 1.12.

b) Uma solucdo do sistema de equagdes fica determinada com a escolha das trés tensdes de ramo e de um
conjunto de 3 valores de correntes de ramo. Escolha dois conjuntos diferentes de valores para trés
correntes e a trés tensoes.

¢) Para cada uma de suas duas escolhas, calcule as tensoes de ramo e as correntes de ramo remanescentes.

d) De posse dos valores do item (c), verifique o teorema de Tellegen, isto é, verifique que de fato para
ambos os conjuntos de solucdes

b
vii=Yv(t)ij(1)=0.
j=1
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2. Resistores com dois terminais

Obtidas as equagdes das leis de Kirchhoff, restam graus de liberdade (ver exercicio 4 do Capitulo 1) e por
isso é importante considerar as relagcdes entre tensdes e correntes de ramos do circuito. Essas relacdes sdo
definidas pelo comportamento dos elementos de circuito. A primeira classe de elementos de circuito a ser
estudada € a dos resistores.

Definigdo:

2

Resistor € um elemento de circuito definido completamente pela relacdo entre os valores
instantaneos de corrente i(f) e tensdo v(¢), isto €, por sua caracteristica tensdo X corrente (ou corrente
X tensao).

Resistores de dois terminais

No caso do resistor linear de dois terminais existe proporcionalidade entre corrente e tensdo do ramo
correspondente no grafo do circuito, isto é, vale a lei de Ohm:

v(t) = Ri(t) ou i(t) =Gv(t)
Assim R e G relacionam-se por R = I/G. O valor R é denominado resisténcia (medida em Ohm, [Q] =

[V/A]). O valor G € denominado condutdncia (medida em Siemens, [S] = [A/V]). Curto circuitos (R = 0) e
circuitos abertos (G = 0) sao casos-limite do resistor linear.

Mas, de forma geral, a caracteristica v(f) X i(f) (ou i(f) X v(#)) pode ser ndo-linear. No caso geral, tem-se:
Re =1{0.0): fF(v,i) =0}

Como visto anteriormente, para o caso linear f assume a forma particular
f,i)=v—Ri

ou
fi)=i-Gv

A caracteristica resistiva f{v,i) € denominada a caracteristica dual de f(v,i). Uma caracteristica f(v,i) é

N

chamada caracteristica bilateral quando f(v,i) = f(-v,-i). A bilateralidade corresponde a simetria da
caracteristica em relag@o a origem. Resistores lineares sdo bilaterais.

A simbologia adotada para resistores neste trabalho € indicada na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Simbologia para resistores de dois terminais.

i RouG
Resistor linear {1
+ -
v
i fvi)
Resistor ndo-linear ~—%
+ R
v

Definigoes:

®  Resistores controlados por corrente sdo aqueles que t€m o valor de tensdo entre seus terminais
univocamente determinado para dado valor de corrente.

®  Resistores controlados por tensdo sdo aqueles que t€ém o valor de corrente através de seus terminais
univocamente determinado para dado valor de tensdo.
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Muitas vezes um resistor é tanto um resistor controlado por tensdo quanto um resistor controlado por
corrente. Este € o caso dos resistores lineares.

Entre resistores lineares e ndo-lineares existem algumas diferencas marcantes de comportamento.
e Resistores ndo-lineares produzem harmdnicas (superiores).

e Para resistores ndo-lineares, muitas vezes aproximagdes lineares por partes podem ser usadas.

Tabela 2.2 — Comparacdo de resistores lineares e ndo-lineares.

Resistores lineares Resistores niao-lineares
i(vy +vp) =i(v) +i(vy) i(vy +vp) #i(v)) +i(vy)
i(kv) = ki(v) i(kv) # ki(v)

Exemplo: Um resistor ndo-linear com a caracteristica corrente X tensdo da Figura 2.1 produz uma forma de
onda de corrente ndo-senoidal, quando a tens@o aplicada é senoidal. A deformag¢do da forma de onda é
decorrente a producdo de harmdnicas pelo resistor ndo-linear.

A

_» forma de onda ndo-senoidal
/\ ------ de corrente

NS

> ---------------- » forma de onda senoidal de
< tensdo

FIGURA 2.1 — Producio de harmdnicas por um resistor ndo-linear.

Poténcia, passividade e modelamento

Um resistor é denominado passivo se apenas dissipa energia, isto é, o produto v(#)i(f) para o ramo
correspondente do grafo do circuito € positivo. Um resistor ndo-passivo é chamado de ativo. Neste caso, o
produto v(#)i(f) para o ramo correspondente € negativo

Exemplos:

e  Um resistor linear é passivo se R 2 0.

e Um resistor ndo-linear ¢é ativo se sua
caracteristica v(f)xi(f) ou alternativamente
i(Hxv(t) estiver contida inteiramente no i
segundo e quarto quadrantes.

FIGURA 2.2 — Caracteristica v(¢)xi(t) de um
resistor ativo.
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Diodo

O diodo de jun¢do é um dispositivo bastante comum em circuitos. Frequentemente pode ser aproximado por
um diodo ideal. As caracteristicas do diodo ideal e um modelo exponencial para o diodo de jun¢do sao dados
na Tabela 2.3.

Tabela 2.3 — Simbolos e caracteristicas de diodos.

Simbolo Caracteristica Expressiao analitica
A ]
+ .
l
Diodo | | Ry ={(v.i):vi=0,i=0p/v<0ev=0p/i>0}
ideal
0 v
i
* Na regido exponencial:
+ . v
; v
) i=1e'T —1| onde vy, sdoconstantes
Diodo de |
juncao 0
» | caracteristicas
- v
A s
2.1.3 Diodo tiinel

O diodo tinel € um resistor ndo-linear controlado por tensdo com o simbolo e tipo de caracteristica dado na
Figura 2.3.

Simbolo: Caracteristica:

FIGURA 2.3: Simbolo e caracteristica tipica de um diodo tinel.
Resistores variantes e invariantes no tempo

Um resistor é invariante no tempo quando a caracteristica que o define independe da varidvel tempo, isto &,
quando € do tipo

Rp ={0.0): fvi) =0}

Um resistor é variante no tempo quando a caracteristica que o define é da forma
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R ={0.i,0): f(v,i,t)=0}
Observagao:

e As varidveis tensdo e corrente para qualquer resistor sdo, de forma geral, variantes no tempo. A
defini¢@o acima para variante no tempo refere-se a relacdo entre tensdo e corrente de ramo.

Exemplos: Dois exemplos de resistores variantes no tempo sdo potencidmetros e chaves, cujos simbolos sdo
dados abaixo.

Potenciometros: Chaves:

i) RO ﬁ)/ _

+ - + -

V(1) v(1)

FIGURA 2.4 — Simbologia para potencidmetros e chaves.

Fontes nao controladas

Fontes de tensdio e corrente com valores fixos ou dependentes apenas da varidvel tempo sdo chamadas de
fontes ndo controladas (ou independentes).

¢  Uma fonte de tensdo ndo controlada é um elemento de circuito que mantém uma tensio especificada v(z)
entre seus terminais, ndo importando a corrente por ela.

e Uma fonte de corrente ndo controlada € um elemento de circuito que mantém uma corrente especificada
if(?) entrando e saindo de um circuito qualquer ao qual estd conectado. O valor de corrente independe da
tensdo entre os terminais da fonte.

Tanto a fonte de tensdo quanto a fonte de corrente satisfazem a definicdo dada para resistores. Os simbolos
adotados para fontes de tensdo e corrente independentes encontram-se na Figura 2.5.

+

y i

VA1) D v (D i(0)

FIGURA 2.5 — Simbolos para fontes ndo controladas de tensdo e corrente.

Fontes de tensdo invariantes no tempo sdo também frequentemente representadas pelo simbolo da Figura 2.6.

+ _L i(7)

v p—

T

FIGURA 2.6 — Simbolo para fontes de tens@o constantes.

O elemento de circuito fonte de tensdo € um elemento idealizado. A tensdo entre os terminais de uma fonte
de tensdo real varia quando ela é conectada a um circuito. Esse efeito de carregamento ¢ modelado por uma
resisténcia de saida, conforme mostrado na Figura 2.7. Para a fonte ideal R = 0.
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1 ANE

p— Carga

v

? 0 ER Y

FIGURA 2.7 — Fonte de tensdo com resistor modelando o efeito de carregamento: diagrama de circuito e
caracteristica tensdo X corrente.

A fonte de corrente também € um elemento idealizado. Uma fonte de corrente real pode ser modelada por
uma fonte ideal em paralelo com um resistor linear conforme mostrado na figura 2.8.

R [ i) () v | Carga

FIGURA 2.8 — Fonte de corrente com resistor modelando o efeito de carregamento.

Conexoes em série, em paralelo e série-paralelo

Conexoes de resistores em série, em paralelo e série-paralelo podem ser vistas como elementos de circuitos
resistivos.

Na interconexao série de dois ou mais resistores, as caracteristicas de tensdo X corrente somadas ponto-a-
ponto resultam na caracteristicas de tensdo X corrente da interconexdo. O caso da interconexao série de dois
resistores ndo-lineares ¢ ilustrado na Figura 2.9.

W\/vz e
1%

FIGURA 2.9 — Interconex@o série de dois resistores nao-lineares.

Na interconexdo paralelo de dois ou mais resistores, as caracteristicas de corrente X tensdo somadas ponto a
ponto resultam na caracteristicas de corrente X tensdo da interconexdo. A interconexdo paralelo de dois
resistores ndo-lineares ¢ ilustrada na Figura 2.10.

l(V) = il (V) + iz (V)

FIGURA 2.10 — Interconexao paralelo de dois resistores ndo-lineares.
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No caso da conexio série de n resistores lineares com resisténcias R, ..., R, tem-se:

v(i)=zn:vj(i)=zn:Rji= Zn:Rj i
j=1 j=1 j=1

Ou seja, o conjunto possui uma resisténcia igual & soma das resisténcias.

No caso da conex@o paralelo de m resistores lineares com condutincias Gy, ..., G, tem-se:

i(v)= iij(v) = iij = iGi \%
j=1 j=1 j=1

Ou seja, o conjunto possui uma condutancia igual a soma das condutancias.

Na determinacdo da resisténcia ou condutincia equivalente de interconexdes série-paralelo de resistores
lineares, procede-se por partes

Observagdo:

Nem toda interconexdo de elementos de circuitos faz sentido. A conexdo em série de fontes de
corrente com correntes diferentes ou a conexdo em paralelo de fontes de tensdo com tensdes
diferentes sdo dois exemplos de interconexdes sem sentido fisico.

Exemplo: Na Figura 2.11 ¢ ilustrada a conexdo série de trés resistores e a obtengdo da caracteristica
resultante para a interconex@o. Como se trata de uma interconexao série, a caracteristica resultante € obtida
somando-se as caracteristicas de cada resistor da interconexao.

Vryesistor linear
R>0
+ 0 i
i vfrmte
R>0
E
+
v — E 0 ;
+ Vdiodo
B 14
R>0
E
0

FIGURA 2.11 — Exemplo de interconexao série e caracteristica resultante.
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Exemplos:

1. Um divisor de tensdo € um subcircuito com dois resistores lineares como o mostrado na figura 2.12,
que pode ser usado para criar uma tensdo v, proporcional a uma tensdo disponivel v. Neste
circuito v =v| +v, = Rji + Ryi e portanto

Ry
=—2*—y.
R1+R2

V2

FIGURA 2.12 — Divisor de tensio.

2. Um divisor de corrente é um subcircuito com dois resistores lineares como o mostrado na figura
2.13, que pode ser usado para criar uma corrente i, proporcional a uma corrente disponivel i. Neste
circuitoi =i +iy = G|v+G,v e portanto

__ G

Gl + G2

iy i.

FIGURA 2.13 — Divisor de corrente.

Circuitos equivalentes

Na secdo anterior, ficou claro que uma interconexdo de resistores em série ou em paralelo pode ser
substituida por um resistor com caracteristica derivada daquelas dos elementos da interconexdo. Diz-se
nestes casos que os circuitos correspondentes (com os vdrios ou com um Unico resistor resultante da
interconexdo) sdo equivalentes. De forma geral, circuitos equivalentes sdo aqueles que possuem as mesmas
propriedades elétricas nas portas de acesso. Uma porta de acesso é constituida de um par de pontos de acesso
ou terminais.

Exemplo: O par mais famoso de circuitos equivalentes e sua caracteristica tensdo X corrente sdo dados na
Figura 2.14.

i i

—> —T—7 v
+ 4 R
Dl WO
_ _ A X
. | 710 l.
-V/R

FIGURA 2.14 — Circuitos equivalentes de Norton (esquerda) e Thévenin (centro), com caracteristica tipica
para v(r) = V;constante.
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Os pardmetros R e v/(f) podem ser obtidos observando que eles se relacionam com a corrente de curto-
circuito tensdo em aberto do circuito. v(?) € a prépria tensdo em aberto, e R € a razio entre essa tensdo em
aberto e a corrente de curto-circuito.

A Figura 2.15 apresenta um circuito exemplo e seus equivalentes de Thévenin e Norton cujos parametros
podem ser obtidos da forma descrita acima.
172 Q

1Q
|
IOsent SSent({% 10sentc 120

FIGURA 2.15 - Circuito exemplo (esquerda) com seus equivalentes de Norton (direita) e Thévenin (centro).

Resistores concavos e convexos

Nesta secdo serd discutido o uso sistemdtico da aproximagdo linear por partes para tratar caracteristicas de
resistores ndo-lineares. Tais aproximacdes podem ser muito tteis, pois nas regides lineares o tratamento do
circuito € bastante simplificado. Duas defini¢des serdo empregadas neste estudo.

®  Definicdo 1

z

Um resistor concavo é um elemento de circuito de dois terminais cuja caracteristica corrente X
tensdo e simbolo sao definidos na Figura 2.16.

i(v)z%G[lv—EH(v—E)] —<}—+ i

(G, E)
FIGURA 2.16 — Caracteristica e simbolo de um resistor concavo.

e Definicdo 2

Um resistor convexo é um elemento de circuito de dois terminais cuja caracteristica tensdo X
corrente e simbolo sdo definidos na Figura 2.17.

v(i):%R[li—IH(i—I)] —@—Jf i
R D

FIGURA 2.17 — Caracteristica e simbolo de um resistor convexo.

Para G > 0 um resistor concavo pode ser realizado pela conex@o série de um resistor linear, uma fonte de
tensdo constante e um diodo ideal como mostrado na Figura 2.18.

+
l l 'y
R>0

* G=1/R

R
+
— v
0 E

FIGURA 2.18 — Realiza¢do de um resistor concavo (esquerda) e esbogo de sua caracteristica (direita).
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Para R > 0 um resistor convexo pode ser realizado pela conex@o paralelo de um resistor linear, uma fonte de
corrente constante e um diodo ideal como mostrado na Figura 2.19.

P > A

G=1/R

V ORNIE

. 0 v
FIGURA 2.19 — Realizag@o de um resistor convexo (esquerda) e esboco de sua caracteristica (direita).

Aproximacoes lineares por partes

Na aproximacdo de caracteristicas ndo-lineares quaisquer por caracteristicas lineares por partes, ndo se
procura uma linearizacdo local da caracteristica, mas sim uma aproximagdo global por uma cole¢do de
segmentos de reta e semirretas. No caso de um elemento de circuito controlado por tensdo, uma caracteristica
linear por partes sempre poderd ser representada por:

n
z(v)=a0+a1v+ijlv—Ej| 2.1
J=1
onde E| < ... < E, sdo os pontos de quebra. Dados o valor da corrente i(v = 0), e a inclinagdo do j-ésimo
segmento de reta (ou semirreta) m; , os valores de ay, a, e dos b; sdo calculados da seguinte forma:

1 1 , c
ay = (mgtmy) by =—(m;=mjy) ay =i(0)= Y b 1E; |
Jj=1
Uma caracteristica linear por partes controlada por tensdo do tipo (2.1) pode ser sintetizada (isto é, criada)
por uma fonte de corrente, um resistor linear e resistores concavos em paralelo.

Com caracteristicas ndo-lineares controladas por corrente procede-se analogamente. A sintese nesse caso
acontecera usando fonte de tensdo, resistor linear e resistores convexos conectados em série.

Exemplo: Considere uma caracteristica de diodo tinel a ser aproximada usando segmentos de reta e
semirretas. A caracteristica com uma aproximagao possivel superposta € mostrada na Figura 2.20 juntamente
com uma decomposicio que considera o uso de um resistor linear e dois resistores concavos, um deles com
pardmetro G < 0.

l' r 3
/
Y/
O E2 v
l. S
Gy G,
0/l Ei\ E, v
G,

FIGURA 2.20 — Aproximacao linear por partes de uma caracteristica de diodo tunel e sua decomposicao.
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A expressdo para a caracteristica aproximada vale:
i(v)=a0+a1v+b1Iv—E1|+b2|v—E2| (22)
O circuito correspondente é mostrado na Figura 2.21.

v C) G, & (GLE) S (GyEp)

FIGURA 2.21 — Circuito que aproxima a caracteristica de um diodo tinel.

Para a corrente dos ramos, tem-se:
iO = G()V

1
i =EG1[|V—E1 l+(v— Ey)]
. 1
15 ZEG2[|V—E2 |+(V—E2)]
i:io +i1 +i2

Da comparacdo da dltima expressdo acima com a expressdo 2.2, obtém-se a correspondéncia entre os
coeficientes ay, aj, by, b, e os parametros Gy, Gy, G,.

1
ag = —E(GIEI + G2E2)

Aqui ha 4 equagdes com apenas 3 graus de liberdade, isto é, apenas 3 das varidveis podem ser escolhidas
independentemente. De fato, de consideracdes anteriores tem-se que ag =-by | Ey |+by | E5 |.

Analise DC

A andlise DC consiste na obten¢@o de solucdes (tensdes e correntes) para circuitos invariantes no tempo com
fontes constantes (ou DC, do inglés direct current). Tais solu¢cdes sdo chamadas pontos de operacdo. Para
discutir as problematicas, considerem-se dois circuitos resistivos com fontes constantes, conectados por suas
portas de acesso, conforme mostrado na Figura 2.22.

FIGURA 2.22 — Dois circuitos resistivos de uma porta conectados entre si.
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Sejam as caracteristicas dos dois circuitos dadas por fi(vy,i;) = 0 e fo(voiy) = 0. As equagdes das leis de
Kirchhoff sdo:

LKT - vy =vy =v
LKC —»—i; =iy =i
Por isso, as solugdes (isto €, os pontos de operacio) sdo determinadas a partir do sistema de equagdes
fiy,-) =0
Hi)=0
Essas duas equagdes combinam as caracteristicas dos dois circuitos e as equagdes obtidas pelas leis de

Kirchhoff, equagdes estas que traduzem as propriedades de interconexdo dos dois circuitos. Para a solugdo
do sistema de duas equacdes, podem-se usar métodos:

e analiticos: quando expressdes analiticas para f; e f, forem conhecidas e uma solu¢do analitica for
viavel;

e grificos: quando as caracteristicas f e f, estiverem disponiveis na forma de graficos; ou

e numéricos: usando algoritmos numéricos de solug¢do de equagdes transcendentais (no caso geral de
circuitos nio-lineares).

Na andlise DC poderao ocorrer 3 situacdes:

e existéncia de solugdo unica (exemplo: fonte de tensdo alimentando um resistor linear);
e existéncia de solugdes multiplas (ver exemplo abaixo);
® solugdo inexistente (exemplo: fonte de corrente alimentando diodo ideal polarizado inversamente).

Exemplo: Determinar as solu¢des (pontos de operac@o) para o circuito da Figura 2.23a.

A 1
I + iy .
Rl V= Rlll + El
. 2 .
Vi=v=w, 12:4\/2 _>V=—Rll+El
) 5 VI =Vp =V 1= 4V2 linha de
E — l2=4V2 e e El/Rl carga
] —— ll = 12 =1 =
0 E, v
(a) ®) ©

FIGURA 2.23 — (a) Circuito resistivo nao-linear; (b) equacionamento da andlise DC; (c) solucao gréfica da
analise DC.

Pelo procedimento gréfico de solugdo ilustrado na Figura 2.23c, constata-se que existem dois pontos de
operacgdo possiveis para este circuito. O procedimento grafico € equivalente a solu¢cdo numérica das equagdes
dadas na Figura 2.23b. No caso de caracteristicas simples ou ndo-analiticas, o procedimento gréifico pode ser
vantajoso.

Analise de pequenos sinais

Na andlise de pequenos sinais, parte-se da premissa de que, além das fontes invariantes no tempo, existem
fontes contribuindo com sinais de corrente ou tensio de pequena amplitude. Por “pequena amplitude”
entende-se uma amplitude tal que os valores dos pontos de operacdo do circuito ndo sofram uma alteracao
significativa. O significado quantitativo desta hipdtese varia de aplicag@o para aplicacdo, pois o que pode ser
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uma amplitude pequena num contexto, pode nio sé-lo em outro. A andlise de pequenos sinais as vezes
também recebe o nome de andlise AC (do inglés alternated current).

Partindo da hipétese de que os sinais sdo de pequena amplitude, busca-se equacionar separadamente o ponto
de operacdo (contribuicdo das fontes constantes), usando andlise DC, e a contribuicdo do sinal, usando a
andlise de pequenos sinais. Para isto procede-se em trés passos:

e determina-se o ponto de operacdo usando o modelo nio-linear;
¢ lineariza-se o circuito em torno do ponto de operagdo;
® usa-se o circuito linearizado para determinar a contribui¢do de sinal.

O procedimento € ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo: Determinar v(f) em funcdo de v,(f) para o circuito da Figura 2.24.

L &

vi(t)

FIGURA 2.24 — Circuito ndo-linear com diodo tinel.
As duas equacdes que definem as varidveis v(f) e i(f) do circuito sdo:
v(t)=v,(@t)-Ri(t)+ E
it =[]

Em termos graficos a situagdo ¢ representada na Figura 2.25.

i

E/R X

FIGURA 2.25 — Determinacio do ponto de operagdo do circuito da Figura 2.24.
O ponto de operagio Q = (I, V) € obtido fazendo-se v,(#) = 0 e resolvendo-se
Vo=-RIp+E
Ip=i(Vp)
onde i ¢ a caracteristica conhecida do diodo tinel usado no circuito.
Tensdo v(¢) e corrente i(f) podem ser entendidas como varidveis que recebem duas contribuicoes:
e uma do ponto de operacdo (valor quiescente, estitico), e

e uma do sinal.

Dessa forma
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v(i)=v(H)+ Vo
=i+,
onde 7( t),v(t) sdo as contribui¢des das fontes de pequenos sinais as correntes e tensdes de ramos. A
movimenta¢do em torno de Q é entdo descrita por:
V(1) + Vg =vs(t)—RIo—Ri () + E . V(1) =v, (1)~ Ri (1)
I +?(r)=£[§(t)+vj Ip+T=if®+Vv,)
Caso v(7) seja “pequeno”, entdo a seguinte aproximagio de primeira ordem é razoavel:

di(v)
dv

IQ+7(t)=f[\7(t)+VQ]zf[VQ]+ 5 @)

v:VQ
ou seja
V(6)=vy(t)~Ri ()

- di(v) - -
i(t)=——-—- v(t)=GVp)v(r)
dv |
V=V
Este equacionamento corresponde ao equacionamento de um assim chamado circuito de pequenos sinais,
que para este exemplo é mostrado na Figura 2.25. A quantidade G(V,) é denominada condutdncia de
pequenos sinais e € fungdo do ponto de operagio.

i (1)

V()

G(Vy)

vi(?)

FIGURA 2.26 — Circuito de pequenos sinais para o circuito da Figura 2.24.

A solucdo da andlise de pequenos sinais contempla apenas as variacdes em torno do ponto de operacdo e
sera:

V(i) =——v (¢
) I+ RG(Vy) 5 ()
~ GVp)
f(=—=2v.()
1+ RG(Vp)
Ganho
No exemplo anterior, a soluc¢do para a tensao foi:
() vty ou YO __ 1

T+ RG(Vp) v() 1+ RG(Vp)

A quantidade |1/ (1+RG)| corresponde a um ganho de tensdo de sinal, que pode ser elevado, para valores

adequados negativos da condutincia de pequenos sinais G.
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Pode-se pensar em termos de ganho também considerando a varidvel poténcia. Se definirmos a poténcia de
sinal como o produto da corrente e tensdo obtidos na andlise de pequenos sinais, tem-se, para o caso do
exemplo acima, o seguinte valor para o ganho de poténcia de sinal

R
1+ RG|’

Vi

Vel

que neste caso coincide com o ganho de tensdo. Via de regra, no entanto, os valores para o ganho de
poténcia e de tensdo serdo diferentes.

Caracteristicas de transferéncia

Por caracteristica de transferéncia entende-se a caracteristica que relaciona duas varidveis de interesse, uma
delas considerada varidvel de entrada (ou determinante) e outra varidvel de saida (ou determinada pela
escolha da entrada). Quando se tratar de circuitos resistivos, as caracteristicas de transferéncia sempre serao
estdticas e poderao ser expressas usando equagdes algébricas ou na forma grafica como no exemplo a seguir.

Exemplo: A caracteristica de transferéncia de v{(f) para v,(f) do circuito retificador da Figura 2.27 pode ser
determinada a partir das caracteristicas de cada elemento de circuito.

vi(t) R v(1)

FIGURA 2.27 — Circuito retificador.

A caracteristica de transferéncia de v{(#) para v,(¢) do circuito da Figura 2.27 é dada na Figura 2.28.

v, 1

\

FIGURA 2.28 — Caracteristica de transferéncia do circuito retificador da Figura 2.27.

Exercicios propostos

Exercicio 1:
Suponha que um resistor ndo-linear controlado por tensdo tenha a seguinte caracteristica:
i(t) = v(1) + V(D) + V(D).
Determine i(f) para v(f) = cos(ax). Quais frequéncias estdo presentes no sinal i(f) além da harmdnica
fundamental @?
Exercicio 2:

Determine as caracteristicas i X v dos circuitos da Figura 2.29.
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\ 4

A 4

+ +
2kQ[J] 4kg[J] 2kQ[J] 4kQ 2kQ || 4k
v L v v
@) )
SmA L 1 5 mA 1 —— _S
(a) (b) (©)
. >
2kQ [J] J] 4kQ + ot
2kQ 4kQ
N7 A y 5V —
y AVARRVAN —
1 N /\
5V — ) T
(d) (e)
FIGURA 2.29

Exercicio 3:

Os circuitos da Figura 2.29(a)-(b) sdo conectados em paralelo. Determine a caracteristica corrente X tensao
da interconexdo e determine um circuito equivalente para o conjunto, isto €, um circuito mais simples com o
mesmo comportamento corrente X tensao.

Exercicio 4:

Determine a caracteristica i X v do circuito da Figura 2.30. Apresente um esbogo grafico da caracteristica
resultante.

i 2kQ
—
+

O/ 2kQ.20mA)
v (Dsma

O/ (35kQ, 10 mA)

FIGURA 2.30

Exercicio 5:

Trace o grafo orientado correspondente ao circuito da Figura 2.31. Determine a matriz de incidéncia e a
matriz de incidéncia reduzida. Determine um conjunto de equacdes (suficientemente determinado) que
permita calcular todas as correntes de ramo em fun¢io dos R;, [;, E e I.
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-
|

o/ (R, 1)

o]
|||
Il
ay
o

o/ (Rp, 1)

FIGURA 2.31
Exercicio 6:

a) Quais os pontos de operacio (v, i) do circuito da Figura 2.32?
b) Determine o circuito equivalente de pequenos sinais em cada um dos pontos de operacao.

00Q 2kQ

]
|

O/  (2kQ,20mA)

) (-3.5kQ, 10 mA)

FIGURA 2.32
Exercicio 7:

Faca um balanco de poténcia completo para o circuito do exercicio 6, explicando para cada ponto de operagdo
quais os elementos de circuito que dissipam poténcia e quais os elementos que fornecem poténcia no
circuito. Por balango de poténcia entende-se o célculo da poténcia dissipada ou fornecida por elemento de circuito
e a verificagdo final de que a soma das poténcias fornecidas € igual as dissipadas.

Exercicio 8:

Qual a caracteristica de transferéncia de v{(f) para v,(¢) do circuito da Figura 2.33?

L— | | I +
10Q
vi(1) 50Q vt)
FIGURA 2.33

Exercicio 9:

Determine todas as correntes de ramo e tensdes nodais dos circuitos da Figura 2.34.
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1Q 10
+
1I0V_——20|| 20 || 10sent 20 (] 20 Szi7c

FIGURA 2.34

Exercicio 10:

Ache os equivalentes de Norton e Thévenin do circuito da figura 2.35, considerando todos os resistores
iguais a 1 [Q].

1mal (P v

FIGURA 2.35
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3. Resistores com muiltiplos terminais

Neste capitulo, o conceito de resistor € estendido a certos elementos de circuito com mais de dois terminais.
De forma geral, considerar-se-4 um resistor qualquer elemento de circuito cujo comportamento seja descrito
por relacdes algébricas sem o uso de equagdes a diferengca ou equacgdes diferenciais. Serdo apresentados
alguns exemplos de relevancia para a engenharia eletronica.

Resistores com miiltiplos terminais

Um elemento de trés terminais ou com duas portas de acesso' (isto é, dois pares de pontos de acesso) serd
chamado um resistor” se tensdes e correntes satisfizerem a relacio:

Re ={vi.vauinin ) fi(viva.inia )=0 e fa(vy,va.ip,ip ) =0}

Seu comportamento estd completamente definido pela relacdo entre os valores instantineos de corrente e
tensdo, satisfazendo assim também a definicio de resistor dada no inicio do Capitulo 2. Um resistor genérico
com duas portas de acesso e trés terminais encontra-se representado na Figura 3.1. O par de nés 1-3 e 2-3
constituem as duas portas de acesso.

i] i2
Olan —(2)
+ +

V2

Vi

®

FIGURA 3.1 — Resistor genérico de trés terminais.

Um resistor genérico com duas portas de acesso e quatro terminais encontra-se representado na Figura 3.2.
Nesse caso, as portas de acesso sdo formados pelos pares de nés 1-2 e 3-4. Ao contrdrio do caso anterior
(resistor de trés terminais), as portas de acesso ndo t€m um terminal em comum.

+
o—P —®
Vi Va
o———— ———eo

FIGURA 3.2 — Resistor genérico de quatro terminais.

Exemplo: Um resistor de trés terminais constituido por um conjunto interligado de trés resistores lineares de
dois terminais encontra-se esquematizado no interior do retangulo pontilhado da Figura 3.3.

1 S
Uma porta corresponde a um par de pontos de acesso. Quando um elemento possui mais de uma porta,
portas distintas podem compartilhar um dos pontos de acesso.
2. .
invariante no tempo.
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29

—>—o
+

. /K L5
st Vi

Jor

1%
R; 2

@ &

————

+
A .
) Is2

©

FIGURA 3.3 — Um resistor linear de quatro terminais.

A relag@o que descreve o resistor da Figura 3.3 pode ser deduzida usando as leis de Kirchhoff e a defini¢do
dos resistores lineares. Tal dedug@o fica proposta como exercicio. O resultado sera:

Vi _|[RitRy Ry g
V= =Ri= Sk
%) R3 R2 + R3 %)
A representagdo acima € uma representacio controlada por corrente. Uma representagdo controlada por
tensdo tem a forma i = Gv, e neste exemplo tal representagio existe e G = R™".

Representacoes possiveis

Para resistores com duas portas, existem diversas representacdes possiveis. Elas sdo apresentadas na Tabela
3.1.

Tabela 3.1 — Representagdes para resistores com duas portas

Nome variaveis independentes | variaveis dependentes expressao
controlada por corrente iy, ip Vi, V v=Ri
controlada por tensao Vi, Vo iy, I i=Gv

. _V1 V2
Transmissao 1 vy, Iy vy, I =T
L 4] )
L . X V2 _ V1
Transmissio 2 vy, 0 Vo, i S| =T .
|~ 2 I
vy i
hibrida 1 i1, V2 vy, i o |=H
L2 V2
. . X il _ A1
hibrida 2 v, b iL Vs =H|
V2 12

Os elementos da matriz R podem ser interpretados como indicado a seguir:

ny
R= { i1 12}
1 22
1: resisténcia da porta 1 quando i, = 0;
ry: resisténcia de transferéncia quando i, = 0;

»: resisténcia de transferéncia reversa quando i; = 0;
1y resisténcia da porta 2 quando i; = 0.

r

—

r

e o o o
—
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Para os elementos das matrizes G, H, H’,T e T’ existem interpretacdes semelhantes.

As representacdes da Tabela 3.1 sdo especialmente tteis quando os elementos das matrizes R, G, H, H',T e
T’ forem constantes, 0 que acontecerd para resistores lineares.

Alguns elementos de circuito resistivos comuns de duas portas
Fontes controladas

Fontes controladas sdo elementos de circuito idealizados muito tteis no modelamento de dispositivos reais,
em especial os ativos, tais como ampliadores operacionais e transistores. Nas Figuras 3.4 a 3.7, encontram-se
diagramas de definicio e representacdes para fontes controladas lineares. E muito itil trabalhar também com
fontes controladas ndo-lineares. Para isso basta uma pequena extensdo das defini¢des, substituindo as
expressoes lineares das varidveis controladas pelas expressdes ndo-lineares da aplicacdo considerada. Por
varidvel controlada entende-se aquela cujo valor é definido em funcdo de uma das outras varidveis do
circuito. No caso da fonte definida na Figura 3.4, por exemplo, a varidvel controlada é v, pois ela é definida
por r,i, onde r,, ¢ um parametro da fonte com dimenséo de resisténcia.

Fonte de tensdo controlada por corrente

O diagrama esquemdtico e a relacio matemdtica que definem uma fonte de tensdo controlada por corrente
sdo dados na Figura 3.4.
i 1 i2
——
+ +
vi=0 V2

- rmil -

e o))

FIGURA 3.4 — Diagrama esquematico e relacdo que definem a fonte de tensio controlada por corrente.

Observagdo:

e A inversa da matriz R ndo existe (e ndo faz sentido). Algo semelhante acontece com as matrizes das
representacdes das demais fontes controladas dadas a seguir.

Fonte de corrente controlada por tensdo

O diagrama esquemdtico e a relacdo matemadtica que definem uma fonte de corrente controlada por tensdo
sdo dados na Figura 3.5.
i1=0 i2
—_—
+ +
Vi V2

- 8mV1 -
B —

i2 8m 0 V2
FIGURA 3.5 — Diagrama esquematico e relacdo que definem a fonte de corrente controlada por tensao.

Fonte de corrente controlada por corrente

O diagrama esquemdtico e a relagdo matemdtica que definem uma fonte de corrente controlada por corrente
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sdo dados na Figura 3.6.
il iz

Y
h

1

(e}
<

o

Vi

- OCil -

M

FIGURA 3.6 — Diagrama esquematico e relacdo que definem a fonte de corrente controlada por corrente.

Fonte de tensdo controlada por tensdo

O diagrama esquemdtico e a relacdo matemadtica que definem uma fonte de tensdo controlada por tensio sao
dados na Figura 3.7.

i1=0 i2
—_—
+ +
Vi Va2
B vy -
 —

MRS

FIGURA 3.7 — Diagrama esquematico e relacdo que definem a fonte de tensio controlada por tensao.

Circuitos equivalentes para elementos resistivos lineares de duas portas

Circuitos equivalentes sdo instrumentos uteis para o esbo¢o e entendimento de diagramas de circuitos
compostos da interconexdo de diversos elementos de circuito complexos.

Considere a representacio controlada por corrente de um elemento resistivo linear de duas portas:

{Vl}:[”ll 712}{1'1}
vy 1 i

Em termos de diagrama de circuito, este elemento pode ser representado (equivalentemente) pelo circuito da

Figura 3.8.
i )
+ +
T 22
Vi Va
_ rizly Tapl _

FIGURA 3.8 — Circuito equivalente de um elemento resistivo linear de duas portas controlado por corrente.
Raciocinio semelhante pode ser utilizado para encontrar circuitos equivalentes para circuitos descritos por

uma das outras representacdes da Tabela 3.1. Por exemplo, um circuito usando condutancias e fontes
controladas de corrente pode ser obtido diretamente a partir da representacéio controlada por tensdo.
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Transformador ideal

O diagrama esquemdtico e a relacio matemdtica que definem um transformador ideal sdo dados na Figura
3.9.

Lt n=n;n, iy

Vi =nvy
ih =—nij
FIGURA 3.9 — Representacdo esquemdtica e relacdo que definem o transformador ideal.
Para o transformador ideal, valem as seguintes propriedades:
1 Usando-se as expressdes da definicdo da Figura 3.9, pode-se verificar o seguinte balango de poténcia

para o transformador p(t)=vy(t)ij(t)+v,o(t)ir(t)=0.

2 Colocando-se uma resisténcia de valor R no secunddrio do transformador (lado de indice 2), um
observador no primdrio (lado de indice 1) observard uma resisténcia de valor n’R. De fato:

Vo(t)=—Riy(t)
vi(t) _ mvp(t) 2V2(t)=n2R

i) —iz(f% ")

Observagoes:

e Transformadores prdticos normalmente sdao implementados usando bobinas com nicleo
comum, € operam com sinais de corrente alternada (AC). A relacdo de transformagdo n=n;:n;
neste caso € definida pela relacfio entre os nimeros de espiras das bobinas no primario e no
secundario do transformador.

e A defini¢do do modelo do transformador ideal ndo est4 restrita a transformadores AC.

Analogo mecanico

Existem analogias entre sistemas elétricos e mecanicos. Isso pode ser ilustrado comparando-se um
transformador ideal com uma par de engrenagens implementando uma redugdo (Figura 3.10).

<

— (O]
(Y]

FIGURA 3.10 — Par de engrenagens.

Duas equacdes descrevem este par de engrenagens. Uma ¢ obtida considerando-se que a velocidade das duas
engrenagens no ponto de contato A ¢é igual. A segunda equagdo é obtida considerando-se que a forca sobre
cada uma das duas engrenagens no ponto A ¢é igual em médulo e de sinal oposto aquela sobre a outra
engrenagem. Usando 7; para representar o torque sobre a engrenagem i, as equagdes sdo:

a)z(t)rz = a)l(t)rl
n(1) __To(t)
n )
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Assim a analogia pode ser explicitada como na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 — Analogias entre varidveis em sistemas mecanicos e circuitos

Sistema mecénico Circuitos
velocidade angular (@) tensdo
torque (7) corrente
razdo dos raios (r,/ry) razdo de transformacao (n = n,/n,)

Girador ideal

O diagrama esquemdtico e a relacdo matematica que definem um girador ideal sdo dados na figura 3.11.

h /x iy
—_— ——
+ +

Y

iIZGVZ —)(t) |: 0 G:| (t)
1 = Vi
i) = -G 0

FIGURA 3.11 — Representacdo esquematica e relagdo que define o girador ideal.

Para o girador com G = 1, tudo o que € colocado na saida (porta 2) é visto de forma dual na entrada (porta
1), pois

—iz(t/ . .

v(t) _ G:L{—Q(t)}:{—u(t)}
if(t)  Gvy(t) G2| valt) vo(t)

Dessa forma, uma resisténcia de R [€2] na porta 2 serd vista como uma condutincia de R [S] na porta 1.

Giradores podem ser realizados com o auxilio de circuitos integrados para aplica¢des que envolvam sinais de
baixa frequéncia.

Elementos nao-lineares de duas portas
Para elementos ndo-lineares pelo menos uma das caracteristicas fi e f> que definem o resistor é ndo-linear.
R ={vivasipia ) filvivp,irin )=0 e fo(vy,va.ip.ip )= 0}
As vezes é possivel escrever as caracteristicas em formas passiveis de representacdo grafica, como:
vy =Vy(i,iy ) ou ! =f’1(i1"’2)
vy =V, (g0 ) ip =ip(iy,vp)

Virios dispositivos possuem modelos desse tipo. Exemplos sdo os transistores. Como o tratamento de todos
os transistores é semelhante do ponto de vista de circuitos, aqui serd citado apenas o transistor MOSde efeito
de campo, um componente muito comum em circuitos integrados.

Transistor MOS

Existem varios tipos de transistores MOSde efeito de campo (ou simplesmente MOSFETs, do inglés Metal-
Oxide-Semiconductor Field Effect Transistor). Como o objetivo € ilustrar o tratamento de elementos nio-
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lineares de duas portas, trabalhar-se-4 somente com o transistor MOS, tipo refor¢o, canal N. Os simbolos e a
nomenclatura adotados para este transistor encontram-se na Figura 3.12.

D + D + D +

8 Vs i Vds i Vs
G d. G 8 d. G 8 d.

Ves - S Ves - S Ves S
D: dreno (“drain”)
G: porta (“gate”)
S: fonte (“source”)

FIGURA 3.12 — Simbolos usados para o transistor MOS, tipo refor¢o, canal N

Uma caracteristica tipica para estes transistores encontra-se na Figura 3.13. Por construgdo, a corrente i, de
um transistor MOS pode ser considerada sempre nula.

iq [mA]

A

Ve =10 [V]

16

vas [V]
FIGURA 3.13 — Caracteristica tipica de um MOSFET, tipo reforco, canal N.

A direita da reta tracejada da Figura 3.13 um modelo analitico aproximado para o MOSFET considerado
(v g POsitivo) é:

1
iy =E[3(vgs ~Vy )? para vy 2ve —Vy, (3.1)

A constante f depende das dimensdes do dispositivo e de constantes fisicas. A constante V,, depende da
tecnologia do dispositivo. A regido na qual vale este modelo € chamada de “regido de saturacdo”.

N

Na regio a esquerda da reta tracejada da Figura 3.13, chamada de “regido linear”, o modelo analitico
aproximado é:
2

v
iqg = ﬂ[(vgs ~Vin)vas '%] para v g <V ~Vin (3.2)

Dessa forma, o transistor MOSé (em baixas frequéncias) um resistor de trés terminais ndo-linear controlado
por tensdo caracterizado pela equacdo 3.1 ou 3.2, conforme o caso, € por i, = 0.

Um circuito equivalente ndo-linear, em termos de elementos de circuito jd vistos, pode ser estabelecido por
exemplo para a regido de saturacio conforme mostrado na Figura 3.14.
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i,=0
+ +

Vs 0,5B(ves- Vi) Vas

FIGURA 3.14 — Circuito equivalente de um MOSFET, tipo refor¢o, canal N, na regido de saturacio.

Além de ser usado em uma das regides descritas pelas equagdes (3.1) e (3.2), 0o MOSFET ¢ frequentemente
usado como chave de poténcia. Na caracteristica da Figura 3.13 verifica-se que para fechar a chave basta
aplicar uma tensdo Ve, adequada. Neste caso, o dispositivo ird permitir a passagem de uma corrente pelo
dreno. Para abrir a chave, basta colocar v, = 0. A qualidade do MOSFET como chave serd tanto melhor
quanto mais ingreme for a reta tracejada da Figura 3.13.

O principio translinear MOS

O MOSEFET € um elemento de circuito que (a semelhanca de outros nio discutidos aqui, como o transistor
bipolar) é utilizado em quantidade em circuitos integrados. A andlise e sintese de tais circuitos exige
ferramentas especificas para a classe de elementos de circuito considerada. Uma delas € apresentada a seguir:
o principio translinear MOS.” Esse principio refere-se a circuitos constituidos por transistores MOS e fontes
de corrente interconectados numa topologia mostrada na Figura 3.15, tipicamente implementdvel em
circuitos integrados analégicos. Essa topologia recebe o nome de topologia translinear.

FIGURA 3.15 — Topologia translinear de interconexao de transistores MOS, tipo reforco, canal N.

Nesta interconexao por hipétese ha um igual nimero de MOSFETs ligados no sentido hordrio e no sentido
anti-hordrio. Por hipédtese todos os transistores estdo na regido de saturagdo e tém mesmos £ e V. Além
disso, assumir-se-a (por simplicidade) que todos os MOSFETs sdo do tipo "refor¢co” com canal N. Sob estas
hipéteses, pela lei de Kirchhoff das tensdes tem-se

z vé’s,' = zvé’sk

sentido hordrio sentido anti-horério

2i
Z Vin + = Z Vin + B
sentido horario sentido anti-horario
Z [zd/_ = Z 'hdk 3.3)
sentido horario sentido anti-horario

A equagdo (3.3) caracteriza o principio translinear MOS. Ele simplifica muito a andlise de circuitos
translineares usando MOSFETs. Em seguida serd apresentado um exemplo de aplicacdo deste principio na
andlise de circuitos translineares MOS (circuitos MOS com a topologia da Figura 3.15).

? Maiores detalhes podem ser encontrados em Wiegerink, 1993.
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Exemplo: No circuito da Figura 3.16, a corrente de entrada € i,; a corrente de saida € i;. i,,, € uma corrente de
polarizag@o. Por hipétese todos os transistores tem mesmos f e V. Usando o principio translinear, mostre
que este circuito funciona como quadrador de corrente

A 4 is‘

T, |—4| l: T;
/AN

_|
AN
i —
T2 :l,_ L Ts

T,

1

FIGURA 3.16 — Circuito MOS translinear quadrador de corrente.”

Inicialmente constata-se que o circuito da Figura 3.16 é um circuito translinear no padrdo da Figura 3.15.
Usando a lei de Kirchhoff das correntes e o principio translinear MOS, tem-se o seguinte conjunto de

equacoes:
o+ =+
L, =lpol =i,
lg, =ig, =lq, +i,
Iy =lgs +ig,
Combinando-se as equagdes acima resulta:
2fipor = ia, —ic +\fia,

Resolvendo esta equagdo encontra-se:

i, il
. . e e
ld =1 / +—+
4~ "po :
2 16lpol
Donde se conclui que
i2
. . _ . e
Iy =ig, +ig, = 20,00 +_8i
pol

ou seja, o circuito acima é de fato um quadrador de corrente (descontado um miuiltiplo da corrente de
polarizag@o).

Elementos de circuito resistivos de miiltiplas portas

Generalizando nog¢des e definigdes introduzidas em secdes anteriores, podem-se definir elementos resistivos
com nuimero arbitrdrio de portas de acesso como elementos de circuito descritos por:

g{R :{(Vl,Vz,...,Vn,il,iz,...,in ) fl(vl’V2""’vn’i1’i2""’in ):0, ...,fn(Vl,Vz,...,Vn,il,iz,...,in ):0}

* Circuito apresentado em Wiegerink, 1993.
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Transformador ideal com trés enrolamentos

O simbolo de um transformador ideal com trés enrolamentos é dado na Figura 3.17.

iy

ny, Ny, N3
+ -
V1 V3
- +
i ) 2
+ vy

FIGURA 3.17 — Simbolo do transformador ideal de trés enrolamentos.

Este transformador € definido por:

Lo 141 V3
Ji(vi,v2,v3,0,0p,03 ) = —=—==0
e V2 V3
fz(vlyvz,v3,ll,12,l3 ).':—__ :0
ny nj

f3(V1,V2,V3,i1,i2,i3 ).': n’lil +I’l2i2 +I’l3i3 =0

Como no transformador ideal de duas portas, tanto a matriz de resisténcia quanto a de condutancia inexistem.
A representagdo matricial adequada € a representacdo hibrida seguinte:

n
0 (| —
Vi "3
ny | .
vy |=] 0 0 =i
. ns
l3 n] ”2 O _V3
L "3 3 i

Fazendo-se o balango de poténcia para o transformador de trés enrolamentos, pode-se verificar que a soma
das poténcias entrando pelas trés portas de acesso € nula.

Circulador

O simbolo do circulador é mostrado na Figura 3.18.

Va

FIGURA 3.18 — Simbolo do circulador ideal.
O circulador ideal € definido por:

fl(Vl,Vz,V3,i1,i2,i3 ).'Z Vi —Riz +Ri3 =0
fz(vl,V2,V3,il,i2,i3).'= Vo +Ri1 —Ri3 =0
f3(V1,V2,V3,i1,i2,i3 )= V3 —Ril +Ri2 =0

Uma representagdo matricial controlada por corrente é:
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V1 0 R —-R il
Vo | = —R 0 R i2
V3 R -R 0 i3
O valor de resisténcia R é denominado resisténcia caracteristica do circulador. Fazendo-se o balanco de

poténcia para o circulador, pode-se verificar que a soma das poténcias entrando pelas trés portas de acesso é
nula, a semelhanga do que acontece também com o transformador ideal de trés enrolamentos.

Numa das suas aplica¢des mais comuns, o circulador é ligado como indicado na Figura 3.19.

FIGURA 3.19 — Aplicacdo do circulador ideal.

Neste caso determina-se i} = V/2R, i; = i, e i3 = 0. Isso significa que o circulador é um elemento
indispensavel na ligacdo de uma antena a ser usada para transmissao e para recep¢do. Como transmissora, a
antena constitui carga R para uma fonte de sinal. Como receptora, a antena ¢ modelada como fonte de sinal
seguida de um resistor R no valor da impedancia nominal.

Exercicios propostos
Exercicio 1:

Para o circuito com duas portas de acesso da Figura 3.20, determine uma descri¢do controlada por corrente,
isto &, uma descricdo do tipo

vi = filiy,ip )
vy = fa(iy,ia)

Esta descri¢@o pode ser colocada na forma controlada por corrente da Tabela 3.1? Explique.

i, 2kQ
>+
+
NO/ 2 kQ, 20 mA)
(%]
Vi <
+
N/ (-3.5 kQ, 10 mA) vy

FIGURA 3.20

Exercicio 2:

Para o circuito da Figura 3.21 faca o seguinte:

a) Determine o ponto de operacdo Q, supondo (inicialmente) que o transistor estd operando na regido de
saturac@o. Apods os cdlculos, confirme a validade desta hip6tese.

b) Desenhe o circuito equivalente de pequenos sinais.

¢) Determine a tensdo de pequenos sinais v, (f) e o ganho de pequenos sinais v,(7)/ v((t).

Dados: B=0,64 [mA/V?] Vi =-4,0[V]
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1[V]

v1(t)=0,01sen(z)

" FIGURA 321

Exercicio 3:

Para o circuito da Figura 3.22 faca o seguinte:

a) Determine o ponto de operacao Q, supondo (inicialmente) que o transistor estd operando na regido de
saturacdo. Apos os célculos, verifique se esta hipdtese € vélida. Se necessdrio, refaca os célculos.

b) Desenhe o circuito equivalente de pequenos sinais.

¢) Determine a tensdo de pequenos sinais v, (f) e o ganho de pequenos sinais vy ( 1)/ v((t).

Dados: B=0,64 [mA/V?] Vi =-4,0 [V]

7[V]

vi(t)=0,01sen(?)

" FIGURA 3.22

Exercicio 4:

z

No circuito da Figura 3.23, N, é um girador com condutincia caracteristica G = 2 [S]. Determine uma
representacdo do circuito Ny, tal que a interligacdo de N, e N, se comporte como uma fonte controlada por
corrente na qual a corrente de saida € o dobro da corrente de entrada.

—p <« > <
Na Nb

FIGURA 3.23

Exercicio 5:

Determine a matriz de condutancia G da representag@o controlada por tensao (Tabela 3.1) para o circuito da
Figura 3.3.

Exercicio 6:

Demonstre a equivaléncia dos dois circuitos da Figura 3.24 do ponto de vista das varidveisiev. Ré a
resisténcia caracteristica do circulador.
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[ ]
\ 4

v D vor [H R

FIGURA 3.24

Exercicio 7:

Para o circuito da Figura 3.25, onde i,() ¢ um pequeno sinal, faga o seguinte:

d) Determine o ponto de operacdo Q.

e) Desenhe o circuito equivalente de pequenos sinais.

f) Determine a tensdo de pequenos sinais v, (f) como fun¢do de 7;(¢). Na sua opinido, para que faixa de

valores de i;(f) o modelo de pequenos sinais fornece resultados razoaveis?

Dados: B=0,64 [mA/V’] Vi=-4,0 [V]
470 [Q1L +
47 [kQ] ip W "
|
ir(1) 10 [kQ] 18 [V]

-« T
FIGURA 3.25

Exercicio 8:

Os itens abaixo referem-se ao subcircuito translinear MOS da figura 3.26, que representa um diagrama
esquemdtico de um programa de simulacdo de circuitos. Considere-se o subcircuito como candidato
hipotético a inclusdo numa implementagdo em CI. Todos os transistores t€ém mesmos S e V.

a) Deduza a caracteristica de transferéncia do circuito, supondo todos os transistores operando na regido
saturada. A varidvel de saida (de interesse) € a corrente pelo resistor R7. As varidveis de entrada sdo as
correntes x >0 ey >0.

Dica: Para a deducdo use o principio translinear MOS e as leis de Kirchhoff.
Resultado: A corrente por R7 € proporcional a média geométrica das correntes x e y.

b) Usando o programa de simulaciio de circuitos de sua preferéncia e selecionando um dispositivo
MOSFET padrio, tipo reforgo, canal N, avalie para que regido de valores x e y o circuito realmente
implementa com boa aproximacdo a caracteristica de transferéncia desejada. Faca esta avaliagdo para
tensdes de alimentagdo V4 iguais a 15 e 30 [V], bem como valores de R7 iguais a 200 e 1000 [Q2]. (Se
usar o programa PCSPICE ou equivalente, use o dispositivo MbreakN ou equivalente com os
parametros "default" do modelo.)

Sugestoes:
e Implemente (x+y)/4 usando duas fontes de corrente controladas por corrente.

e Faca a varredura do dominio x X y usando as fontes 13 e 14.

- 40 -



Andlise de circuitos: um enfoque de sistemas

X (x+y)/4

cS

R7

M8 M9,
0 = b
- —

MbreakN MbreakN
7
—
e-—lIYI

FIGURA 3.26 — Diagrama esquemético de um circuito que implementa a média geométrica.

Exercicio 9:

Considere as seguintes modifica¢des no circuito da Figura 3.23:
a) a fonte de corrente I8 fornece x/2 ao invés de (x+y)/4;

b) afonte I4 fornece x+y ao invés de x;

c) a fonte I3 fornece x-y ao invés de y;

d) x=Ilyl=0.

Mostre que a corrente por R7 serd proporcional a 4/ x? - y2 .
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4. Ampliadores operacionais

2

O ampliador operacional ¢ um elemento ideal muito bem aproximado por diversos dispositivos,
especialmente em baixas frequéncias. Seu uso é muito difundido em todas as aplicacdes de eletronica
analégica. Por serem produzidos em grandes quantidades, ampliadores operacionais tornaram-se muito
acessiveis, estando disponiveis em circuitos integrados com um a quatro ampliadores operacionais
independentes. Dispositivos que realizam ampliadores operacionais estdo disponiveis em diversas
tecnologias de circuito integrado. Exemplos bastante comuns sdo o circuito integrado (CI) LM741 (que
contém um ampliador operacional) e o CI LM324 (que contém quatro ampliadores operacionais). Estas
implementacdes satisfazem a definicdo do elemento de circuito com boa precisao até frequéncias de sinal na
faixa de 10-20 kHz.

A simbologia usada para o ampliador operacional é encontrada na Figura 4.1.

entrada inversora

saida

entrada ndo-inversora

>—— saida -

+Valimentag:§o

entrada inversora

entrada ndo-inversora

-V entrada inversora
saida

Rlarsal

........................... —+
entrada ndo-inversora

_Valimentag:?\o
FIGURA 4.1 — Simbolos para o ampliador operacional

O ampliador operacional ideal pode ser entendido como uma fonte ndo-linear de tensdo controlada por
tensdo definida pelo modelo da Figura 4.2 com a caracteristica f{(v,) dada na Figura 4.3.

i+=0 io
Vy + —>—e +
. vy Vo
10 v
v. - —>e
Vg=V,—V.

FIGURA 4.2 — Circuito equivalente do ampliador operacional.

A
Vo = ﬂvd)
Esar

-& 0

Va

-E,, . inclinacdo (ganho) A — oo

FIGURA 4.3 — Caracteristica de transferéncia do ampliador operacional.
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Via de regra assume-se que E,, a assim denominada tensdo de saturacdo do ampliador operacional, coincide
com a tensdo de alimentag@o V da Figura 4.1. De fato E,, costuma ser ligeiramente inferior a V.

Terra virtual

Quando um ampliador operacional com ganho A muito elevado estd operando na regido linear da
caracteristica da Figura 4.3, o valor da tensdo € (Figura 4.3) é muito pequeno, muito menor do que o valor
das tensdes relevantes dentro do circuito. Assim pode-se equacionar o circuito considerando v, = 0. A este
"curto-circuito aparente” entre o terminal inversor e o terminal ndo inversor chama-se ferra virtual.

A nogdo de terra virtual é muito importante no equacionamento de circuitos com ampliadores operacionais.
Considerem-se os exemplos a seguir.

Exemplo: O amplificador inversor € um (sub)circuito bastante comum. Seu diagrama de circuito é o da
Figura 4.4.

FIGURA 4.4 — Amplificador inversor.

O equacionamento sem o uso do conceito de terra virtual segue o seguinte roteiro:

Vv, —V
v, =Av, = A(=v, + Rji))= Al —v, + R, ——2_ |,
o d i 1°1 i 1R1+R2
AR, AR,
Vi Vo 4
Ry +R,y R, +R,

Vo =

e, finalmente,

O equacionamento com o uso do conceito de terra virtual, por sua vez, ¢ bem mais simples, como mostrado a
seguir.

Vd=0

Vv

. . i v

ll=12 .'._l =——2 = 2
R, R, R,

A caracteristica de transferéncia obtida vale somente enquanto o ampliador estiver operando na regido linear,

ou seja com v; tal que v | < E,.

Exemplo: Considerem-se os circuitos da Figura 4.5 para a implementacdo de um "buffer" ou seguidor de
tensdo. Tanto no caso do circuito 1 quanto no caso do circuito 2 desta figura deduz-se a mesma caracteristica
de transferéncia (na regido linear) vélida somente para Iv;l < E,,.

vy =00y, —v, =0=v, =v;.
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Circuito 1: Circuito 2:

+ +
(Dviy = 1 O s 1

FIGURA 4.5 — Dois circuitos candidatos para implementacdo de um "buffer".

No entanto, uma verificagdo em laboratério mostraria que o circuito 2 da Figura 4.5 ndo funciona como
"buffer". A razdo estd no uso de realimentacdo positiva. Sua inconveniéncia pode ser compreendida
intuitivamente. Suponha que para um valor fixo de v; = v; > 0 o valor da saida v, encontra-se estabilizado
também em v,. Caso, por algum ruido qualquer, surja um v; = v; + A, isto implicard uma diminui¢cdo em vy, €
consequentemente em v,. Uma diminui¢do em v, levard a nova diminui¢do em v, e assim por diante, até que
o elemento de circuito atinja a condi¢do de saturag¢do. Este fendmeno ndo ocorre com o circuito 1, que
emprega "realimentacdo negativa".

De fato as caracteristicas de transferéncia completas dos dois circuitos (incluindo as regides de saturagdo)
sdo bem diferentes, como mostram os graficos da Figura 4.6.

Circuito 1: Circuito 2:
AN\ v, N Vo
ES(lf
EY(I[
-E -E.
sat O sat 0
> >
Esar Vi Esat Vi
'Esa[
'Esar

FIGURA 4.6 — Caracteristicas de transferéncia dos circuitos da figura 4.5.

Exemplo: O amplificador ndo-inversor também é um (sub)circuito muito comum. Seu diagrama de circuito é
o da Figura 4.7.

FIGURA 4.7 — Amplificador ndo-inversor.

A caracteristica de transferéncia do amplificador ndo-inversor também pode ser obtida usando-se o conceito
de terra virtual.
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terra virtual R
v, =V, = V_=v, ——r
! R, + R,
Portanto,
R, +R R
v, =¥vi =1+=2 ;.
R, R,

Novamente, a caracteristica de transferéncia obtida vale somente enquanto o ampliador estiver operando na
regido linear, ou seja, com v; tal que v | < E,,, onde E,,, é a tensdo de saturacdo do ampliador operacional.

Exemplo: O diagrama de circuito de um somador inversor é dado na Figura 4.8

Vu(t)

FIGURA 4.8 — Somador inversor.

z

O circuito acima é uma extensdo muito util do amplificador inversor. A caracteristica de transferéncia é
determinada a seguir.

PR
1=
Rl Rn
P v{) _Vl Vn — R R
ll—lz..—?—R—-l-...-l-R 2V0——R—V1—...—R—Vn
1 n 1 n

Esta caracteristica de transferéncia vale somente enquanto o ampliador estiver operando na regido linear, ou
seja com os v; tais que v | < Eg,;, onde E, € a tensdo de saturacdo do ampliador operacional.

Exemplo: O circuito da Figura 4.9 apresenta um ampliador operacional na configuracdo inversora (isto é,
usado de forma semelhante como no caso do amplificador inversor), mas com realimentacao nio-linear.

va=flis)

FIGURA 4.9 — Ampliador na configurag@o inversora com realimentagdo néo-linear.
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Assim como o circuito anterior, também este ¢ uma extensao muito ttil do amplificador inversor. Supondo-
se que o resistor ndo-linear de realimentacdo € do tipo controlado por corrente, como indicado na Figura 4.9,

verifica-se por inspe¢do que
Vi
v, =—f|—
=1 %)

Apesar de usar um resistor nao-linear na realimentacdo, a caracteristica de transferéncia obtida vale somente
enquanto o ampliador estiver operando na regido linear, ou seja com v; tal que Iv,| < E,,. Este circuito ¢ util
para implementar fun¢des ndo-lineares de interesse, bastando para tal a escolha do resistor ndo-linear com a
caracteristica controlada por corrente adequada.

Exemplo: O circuito da Figura 4.10 com os ampliadores operacionais trabalhando na sua regdo linear
implementa um girador. Seu funcionamento serd verificado usando equacionamento por inspe¢do com o
conceito de terra virtual.

V1

FIGURA 4.10 — Implementacdo de um girador.

Considerando-se
e corrente nula nas entradas dos ampliadores operacionais, e
e os ampliadores operando na regido linear (terra virtual),
obtém-se as seguintes equagdes pela aplicagdo da lei de Kirchhoff das tensdes na sua formulacio nodal:
V1 —Ril +2R(12 +i3 )—Vz +Ri2 =0
Vo —R(iz +i3)=0
Ril —R(iz +i3)=O:>i3 =i1 —i2

Portanto,
V1 = —Riz
Vy = Rll
ou na forma controlada por tensdo usada na definicdo do girador no Capitulo 3
1 1
ii=—v, 0 —
R1 —Si(t)= Rilyt).
iy =——W; -— 0

Equacionamento sistematico

O equacionamento sistemdtico de circuitos com ampliadores operacionais serd exemplificado usando o
circuito da Figura 4.11, que pode ser utilizado para implementar um amplificador diferencial.
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FIGURA 4.11 — Circuito para implementacdo de amplificador diferencial.

Notagdo

A tensdo do ramo por onde flui a corrente i; serd denominada v;. A polaridade da tensdo de ramo €
definida pelo sentido da corrente de ramo de acordo com a convengdo dos capitulos anteriores.

e Passo 1: Aplicando-se a lei de Kirchhoff das tensdes, obtém-se a equacdo que relaciona as tensdes
nodais (ou né-referéncia) as tensdes de ramo. Como né de referéncia foi escolhido o né 6, portanto
e¢ = 0. A equacio obtida é

v=ATe
onde A é a matriz de incidéncia reduzida associada ao digrafo do circuito da Figura 4.11.

e Passo 2: As correntes de ramo sdo expressas como fungdes das tensdes nodais.

v _e=es

Ry Ry

. _Vp e3¢5

Iy =—=~=—7—"
Ry Ry

. V3 ey —ey

3 =—=—"—
Ry Ry

. _ V4 ey

iy =—=—
R, Ry

e Passo 3: Aqui identificam-se as correntes que ndo puderam ser expressas como func¢des de tensdes
nodais. Estas correntes sdo:

loslelrle2
Observagoes:
1. As correntes de entrada no ampliador operacional ndo serdo consideradas, pois sdo nulas.

2. O objetivo deste passo € saber quantas equagdes em quais varidveis deverdo ser obtidas. No caso
deste exemplo sabe-se agora que devem-se ter oito equacdes em:

€1,€2,€3,€4,€5,i,,0,0,000 -

e Passo 4: A lei de Kirchhoff das correntes é aplicada a cada nd, exceto o de referéncia. A equagdo
resultante é:

Ai=0

Em seguida substituem-se as correntes determinadas no Passo 2, resultando em:
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e —e .
—1 3+l€1:0
Ry
6‘2—6‘4
R3
G765 a4 _

Ry Ry

+l'62=0

e _a-e
Ry Ry

. 63—65
ly———=

0
Ry

Passo 5: Apés o Passo 4, t€ém-se 5 equacdes a 8 incégnitas. As equacdes das leis de Kirchhoff e das

defini¢des dos resistores ja foram usadas. Restam ainda as defini¢des do ampliador operacional e das
fontes. Estas defini¢cdes fornecem as trés equacdes adicionais.

6‘4—83 :0
€] = Vel
€) =Ve2

Passo 6: Solucdo do sistema de equacdes encontrado. No caso do exemplo a solucido é:

Observagaes:
e Estasolucdo € vélida enquanto lvy < E,, onde E, € a tensdo de saturacdo do ampliador operacional.

¢  Um amplificador diferencial (muito ttil em instrumentagdo) é obtido com a escolha:

Rl Ry
R, R,

O ampliador operacional na regiao nao-linear

Na regido de saturag@o, o ampliador operacional pode ser substituido por um dos modelos equivalentes da
Figura 4.12.

i+=0 i
entrada inversora ©
) v, +—>—o ——
saida +
] va>0 — Vo
+ d i=0 E
entrada ndo-inversora sat -
v. - —>e
i.=0 .
+ lo
Vi + —>—0 -r‘—_i_
Vg < 0 — Vo

FIGURA 4.12 — O ampliador operacional na regido de saturacio.
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Exemplo: Um circuito simples que usa o ampliador operacional na regido nado-linear € o comparador de
tensdo, cujo diagrama de circuitos e caracteristica de transferéncia se encontram na Figura 4.13.

EYC! 1

Vo 0

Et Vin

'Esat

FIGURA 4.13 — Diagrama de circuitos e caracteristica de transferéncia de um comparador de tensdo.

Exemplo: O circuito da Figura 4.14 é um conversor de resisténcia negativa, que permite implementar
caracteristicas i X v com inclina¢des negativas.

FIGURA 4.14 — Conversor de resisténcia negativa.

Na regido linear tem-se (usando a nocdo de terra virtual):

RZ
V=Vy gy =—"""""V —KV
2—-4 Rl R2 0 0

Aplicando-se a lei de Kirchhoff das tensdes na sequéncia de nds 4-1-3-4, obtém-se

v=v, +Rji

A partir das duas equagdes anteriores tem-se:

v—v R

" R30 :_R211?3 ’
O ampliador estard na regido linear enquanto:
-KE,,;, <v<KE,
Na regido de saturagdo positiva tem-se:
Vo = Egy
v=Eg +Rsi
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O ampliador estard operando nesta regido enquanto v, for positiva. Para determinar v, equaciona-se a Lei de
Kirchhoff das tensdes para a sequéncia de nés 4-1-2-4:

Ry

-2 _F
R +R,

Va sat ~V=KEg; —v

Portanto, o ampliador permanecera na regido de saturagdo positiva enquanto
v<KE sat = VM

Para a regido de saturagdo negativa procede-se de maneira andloga. A caracteristica i X v completa do
circuito encontra-se na Figura 4.15.

> -R/(RyR53)

Vm v

1/R; /

FIGURA 4.15 — Caracteristica do conversor de resisténcia negativa.

Exercicios propostos

Exercicio 1:

Qual a caracteristica v,xv; do circuito da Figura 4.167 Considere apenas a situacdo em que o MOSFET opera
saturado e o ampliador operacional opera em sua regido linear. Quais as restrigdes sobre v; para que isto
aconteca?

FIGURA 4.16

Exercicio 2:

. . . . ~ 1. . .
Mostre que os circuitos da Figura 4.17 funcionam como conversores tensdo-corrente,” isto €, a corrente i (f)
pela carga R, é proporcional ao valor da tensdo de entrada v«(¢). Qual a relagdo entre os valores dos resistores
para que a constante de proporcionalidade seja igual a unidade?

1 = . . .
Conversores tensdao-corrente podem fornecer correntes bem maiores do que fontes de sinal de baixa
poténcia. Daf o interesse pratico no seu uso.
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FIGURA 4.17
Exercicio 3:

Mostre que o circuito da Figura 4.18 funciona como conversor corrente-tensdo, isto €, a tensdo v(f) na saida
é proporcional a corrente i,(f) na entrada.

()

FIGURA 4.18
Exercicio 4:

Faca um balango de poténcia para os circuitos das Figuras 4.17 e 4.18.

Exercicio 5:

Determine a caracteristica v X i do circuito da Figura 4.19 tanto com o ampliador operacional na regido
linear como na ndo-linear. Repita o exercicio para o caso em que o ganho A da caracteristica do ampliador
operacional (Figura 4.3) ndo tende a infinito, mas assume um valor finito conhecido.

FIGURA 4.19

Exercicio 6:

Determine a caracteristica v X i do circuito da Figura 4.20 tanto com o ampliador operacional na regido
linear como na ndo-linear. Repita o exercicio para o caso em que o ganho A da caracteristica do ampliador
operacional (Figura 4.3) ndo tende a infinito, mas assume um valor finito conhecido.

R,

FIGURA 4.20
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5. Circuitos de primeira ordem

Quando se equacionam circuitos resistivos, a aplicag@o das leis de Kirchhoff e das defini¢cdes dos elementos
de circuitos sempre resulta em equagdes algébricas (possivelmente ndo-lineares) nas correntes de ramo e
potenciais dos nds. Quando o circuito ndo é puramente resistivo, ele recebe o nome genérico de circuito
dinamico, pois o circuito serd descrito por um conjunto de equagdes algébricas e diferenciais (ou em casos
ndo considerados aqui ainda por equagdes a diferencas).

Elementos de circuito reativos

Os elementos de circuito responsdveis pela existéncia de dindmica sdo capacitores e indutores,
genericamente chamados de elementos reativos. O simbolo usado aqui para denotar elementos reativos serda
o da Figura 5.1.

+ -
1%

FIGURA 5.1 — Simbolo genérico para elementos reativos.

Os capacitores e indutores mais simples sao os lineares, definidos respectivamente por:

Capacitor linear: Indutor linear:
C L
e v
i
+ - + ., -
i= Cﬂ V= Lﬂ
dt dt
O valor C ¢ chamado capacitancia e ¢ medido em O valor L é chamado indutincia € é medido em
Farad [F]. Henry [H].

FIGURA 5.2 — Capacitores e indutores lineares: definicdes.

Exemplo: Para ilustrar o equacionamento de circuitos dindmicos, considere-se o circuito da Figura 5.3 com
um capacitor:

i

R,

O v

FIGURA 5.3 — Circuito dindmico.
As equagdes que descrevem este circuito sdo:
i =iy +1i3
V3 =Vvy =Ryip
Vi =Ry
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Vo =Vs — Vg
dv
i3= _3

dt

Neste exemplo, tém-se 6 incégnitas (3 tensdes de ramo, 3 correntes de ramo) e 6 equagdes. Destas 6
equagdes, cinco sdo equagdes algébricas e uma é equacio diferencial.

A condig¢@o inicial € a tensdo entre os terminais do capacitor, que estd relacionada a carga acumulada neste
elemento no instante inicial.

Para trabalhar com fendmenos mais gerais € ttil definir as grandezas carga g(¢), medida em Coulomb, [C], e
fluxo @(f), medido em Weber, [Wb]. As defini¢des sdo as seguintes:

t
q(t) = j i(7)dt
N
o) = [v(r)dr

—o0

Para as grandezas carga e fluxo, nem sempre existe uma interpretacio fisica simples. Para elementos de
circuito dindmicos € relevante a representacdo da sua caracteristica no plano g X v ou no plano ¢ X i. No
primeiro caso, o elemento é chamado de capacitivo, no segundo caso de indutivo. Assim t€m-se as defini¢des
a seguir.

Capacitor invariante no tempo Indutor invariante no tempo
v = v(q) - - capacitor controlado por carga i=i (@) - - indutor controlado por fluxo
q = q(v) - - capacitor controlado por tensdo 6= ¢3(i) - - indutor controlado por corrente

Se g(v) for diferencidvel, entdo: Se (3(1‘) for diferenciavel, entdo:

j_dg_dgdv _

dv
= Cv)— dé¢ do¢ di di
g avar Sy ,od0 _dodi_, . di

L)
dt di dt dt
C(v) é chamada de capacitancia de pequenos
sinais no ponto v. O exemplo cldssico de

capacitor € o capacitor de placas paralelas.

L(i) é chamada indutancia de pequenos sinais no
ponto i. O exemplo cldssico de indutor é a
bobina.

Exemplo: Um exemplo de capacitor controlado por tensdo é o varactor, mostrado num circuito simples na
Figura 5.4.

i(t)
+<+ PV regido de
N v(1) n |\ deplegdo
[

FIGURA 5.4 — Varactor num circuito simples.

7

Da fisica dos semicondutores tem-se que

qg=q0v)=—K(Vy —v),v <V,

Uma faixa tipica de valores € 0,2 < V;; < 0,9. A capacitancia de pequenos sinais vale:
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dg(v) _ K
dv 21[(‘/0_\/)

Portanto, na regido de validade da caracteristica g(v) , o varactor é um capacitor controlado por tenséo.

Clv)= <.

O uso de indutores tradicionais como a bobina sempre é acompanhado de efeitos colaterais desagraddveis,
como ocupacdo ineficiente de espaco e dispersdo de campos (irradiag@o). Por isso, podem-se adotar solugdes
que produzem comportamento indutivo sem o uso de bobinas. Um exemplo € a associacdo de um girador e
um capacitor discutida no exemplo a seguir.

Exemplo: Um indutor eletrénico pode ser implementado como mostrado na Figura 5.5.

i 1[S]

—}—/\;7
+ +

YA

)

1

FIGURA 5.5 — Um indutor eletronico.

(1) = 0! ()
1 = 1 OV

O girador € descrito por:

Para o capacitor tem-se:

. dV2
—lp =C——.
dt
Combinando-se as duas equacdes acima obtém-se:
. dv di
iy ==V =— —2_-_c—L
dt dt
ou seja:
di
V1 = i § N
dt

que é uma caracteristica indutiva. Isso significa que o conjunto girador-capacitor da Figura 5.5 implementa
de fato o comportamento elétrico de um indutor com indutincia C [H].

Para elementos reativos variantes no tempo, valem as seguintes caracteristicas:

Capacitor variante no tempo Indutor variante no tempo
fC(%Vat):O fL(¢7l7t):0
Caso ¢q(t) = C(t)v(t) entdo: Caso ¢(t) = L(2)i(t) entdo:
ity = coyPW L 4CD vty = L(ry 3O ALD ;)
dt dt dt dt

Propriedades de capacitores e indutores invariantes no tempo

Memodria, continuidade e auséncia de perdas sdo propriedades de capacitores invariantes no tempo que serao
demonstradas aqui. Essas propriedades também valem para indutores ideais e podem ser demonstradas de
forma semelhante.
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Memoria
Para o capacitor vale
1 1
v(t)=— |i(D)dT =v(ty)+— | i(r)dT
(0 =7 Ji@dr =) C,j()
oo )

A integral acima "acumula" informacao ao longo do tempo, constituindo um tipo de memoria que pode ser
explorada na constru¢do de circuitos como detetores de pico ou seguidores-seguradores, como 0s
apresentados nos dois exemplos a seguir.

Exemplo: A funcionalidade bésica de um detetor de pico estd presente no circuito da Figura 5.6.

FIGURA 5.6 — Diagrama de circuito e caracteristica de transferéncia de um detetor de pico.

Sua implementagdo pratica pode ser feita usando-se um circuito com dois ampliadores operacionais, onde o
primeiro € responsdvel por fornecer corrente suficiente para a carga do capacitor e o segundo atua como
"buffer" de saida (seguidor de tensdo). Tal circuito encontra-se na Figura 5.7.

1 ' P

FIGURA 5.7 — Diagrama de circuito para implementacdo de um detetor de pico.

Exemplo: Em aplicacdes de controle por computador € importante amostrar-se um sinal (variante no tempo)
e a seguir manté-lo estdvel (num valor constante) para que se possa fazer uma conversdao analdgico-digital.
Um circuito que realiza essa funcio de amostrador-segurador é mostrado na Figura 5.8.

~ +

c .
V(1) + 1 I = J_-

FIGURA 5.8 — Circuito amostrador-segurador.
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Continuidade

Um elemento de circuito capacitivo linear € definido por uma caracteristica linear no plano g X v. Portanto, a
tensdo sobre tal elemento de circuito, quando por ele flui uma corrente i(?), vale:

1 T+dt
ve (T +d)—ve (M) =— [ic(z)dr.
¢ T

Como a corrente sempre € limitada em médulo por algum M em 7T < ¢t < T+dt, a drea sob ic(¢) no intervalo em
questdo serd menor ou igual a M.dt e, consequentemente,

Ve (T + dt) — Ve (T) N
dr—0

0 que estabelece a continuidade da varidvel tensdo entre os terminais de um capacitor. Para indutores, a
propriedade da continuidade vale para a varidvel corrente.

Auséncia de perdas

A poténcia instantanea fornecida a um elemento de circuito vale
p@) =v(@)i(r).
A energia fornecida entre dois instantes #, e t, vale

t
w(t],ty) = ng(t)i(t)dt .

h

No caso de um resistor linear (com R > 0), w sempre terd valor positivo e sempre haverd dissipacdo de
energia, pois
)

w(ty,ty) = j v()i(t)dt = j Ri*(t)dt > 0.

h b

Para um capacitor controlado por carga (v = ¥(q) ) vale

5]
Wity 1) = [ Wq()licdr = jwqandq“)dr j (9)dq.
i i

De forma semelhante para um indutor controlado por fluxo (i = i (¢)) vale

¢2/\
wity,ty) = [i(9)dg.
9

Dessa forma, sob excitagdo periddica de tensdo (para o capacitor) ou corrente (para o indutor), a energia
total entrando no elemento reativo em um periodo completo do sinal € nula, pois g; = g, (para o capacitor)
ou ¢ = ¢ (para o indutor).

Circuitos genéricos de primeira ordem

Um circuito de primeira ordem sempre pode ser representado como na Figura 5.9. Sua descricido sempre serd
possivel de uma das duas formas seguintes:

Circuito capacitivo Circuito indutivo
fC(Q7v7t):0 fL(¢7_lvt):0
fn,i,t)=0 Sy, t)=0
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t
q() = - [i(dt

t
o) = [v(z)dr

Subcircuito
resistivo

FIGURA 5.9 — Circuito de primeira ordem.

Circuitos de primeira ordem lineares invariantes no tempo

Para circuitos de primeira ordem lineares e invariantes no tempo, as seguintes particularizacdes podem ser

feitas:

Circuito capacitivo:

Subcircuito
resistivo

I]

I

a
<

O subcircuito resistivo sempre poderd

ser

substituido por seu equivalente de Thevenin.

Fazendo-se isso resulta:

— 11—
+ Ry
Cc = 1% __ Vaberto
L 4
com
V— Reqi —Vaberto =0
Como
dv
i=—C—,
dt

a equacio diferencial para o circuito é:

Vaberto(1) _ v(t)

v(t)= .
(t) R,,C R,,C
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Circuito indutivo:

3 L v Subcircuito
resistivo

O subcircuito resistivo sempre poderd ser
substituido por seu equivalente de Norton.
Fazendo-se isso resulta:

L § v D i [] G

com
i— Geqv —leurio =0
Como
di
v=—-L—,
dt

a equacdo diferencial para o circuito é:

icurto(t) _ i(t)

i(t)= )
(t) Gel  GoyL
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O produto R,,C tem dimensdo de tempo e € O produto G,L tem dimensdo de tempo e €
denominado constante de tempo do circuito. denominado constante de tempo do circuito.

A condic¢fo inicial é a tensdo entre os terminais A condi¢do inicial é a corrente pelo indutor no
do capacitor no instante inicial. instante inicial.

As equagdes diferenciais para circuitos de primeira ordem lineares s@o bastante semelhantes para circuitos
indutivos e para circuitos capacitivos. As consideragdes a seguir sdo feitas para circuitos capacitivos. Para
circuitos indutivos, as consideragdes sdo andlogas.

Circuitos de primeira ordem lineares com fontes arbitrarias

A equacio diferencial do circuito de primeira ordem é

W(t)= Vaberto(1) _ v(t) .
T
Sua solucio € unica e vale
—(t—ty ) L —(t-1)
Wt)=e T (1t )+;J.e T Y perol T )T

)

A validade dessa solucdo pode ser verificada por substitui¢cdo. Os dois termos da solucéio recebem nomes
especiais. O primeiro termo,
_=)
e T ov(ty),

¢ chamado resposta a entrada nula. E a resposta do circuito quando todas as fontes sdo nulas e o circuito
responde apenas em funcao da condi¢@o inicial.

O segundo termo,
¢ —(1=1)
1 . -~
v(t)Z;J‘e Vaberto( 1 )dT

fo

é chamado resposta com condigdo inicial nula. E a resposta do circuito quando a condi¢@o inicial € zero.

Se a condigdo inicial for nula € v, for tomado como a fun¢do impulso (fonte de tensdo impulsiva), entdo a
resposta do circuito serd
—t

v(t)=le7.
T

Essa resposta usualmente é denotada por A(?) e recebe o nome de resposta ao impulso (unitdrio). A resposta
a impulso de um circuito é uma descri¢do interessante para ele, pois pode ser medida (aproximadamente) no
laboratério e pode ser usada para calcular com boa aproximagdo a resposta do circuito a fontes arbitrérias
usando a integral de convolugdo. Essa utilidade da resposta impulso pode ser verificada para um circuito
linear qualquer de ordem arbitréria.

tq (11 ) t
J.;e b Vabertol 7)di = _[h(t -1 Wavertol 7 )dt
lo

)

Para a determinacdo experimental de A(f) usualmente recorre-se ao seguinte artificio: determina-se
inicialmente s(f), a resposta a degrau para condi¢do inicial nula. Por resposta ao degrau entende-se a resposta
A Vapero =1(f). A seguir determina-se

ds(t)

he) = dt
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Circuitos de primeira ordem lineares com fontes DC

Para circuitos de primeira ordem lineares com fontes DC, a forma da equacio diferencial que descreve o
circuito é

xregime x(t)
. .

xX(t)=

Para 7> 0, X,egime = X(t — ). Para 7< 0, X,egime = X(f — -00). Dada a condi¢do inicial x(1), a solugio da
equacdo diferencial é

—(t-ty)
x(t)- Xregime = [x(29 )= Xregime le
Essa resposta encontra-se representada na Figura 5.10.
x(1) x(1)
para 7< 0 x(to) + + x(to) para 7> 0
i ?
/
|0763 [x(to)' xregime]l i /// : |0763 [x(to)' xregime]l
|
| /
~ 0 0 Y.
—~ > ¢ >
’,/’ to+7T ty ty to+7T
Xregime Xregime

FIGURA 5.10 — Resposta de circuito de primeira ordem com fonte DC.

Equacionamento por inspecao de circuitos de 1* ordem lineares com fontes DC
O equacionamento por inspe¢do baseia-se nas seguintes constatacdes:
1. Todas as formas de onda num circuito de primeira ordem linear com fontes DC sdo exponenciais.

2. Em regime um capacitor € eletricamente equivalente a um circuito aberto (por ele ndo flui corrente) e
um indutor equivale a um curto circuito (a queda de tensdo sobre ele € nula).

Os passos para o equacionamento encontram-se resumidos na tabela abaixo:

Tabela 5.1 — Passos para o equacionamento por inspe¢do de circuitos de 1* ordem lineares com fontes DC

Circuito com capacitor Passo Circuito com indutor
Substituir o capacitor por uma fonte de tensdo Substituir o indutor por uma fonte de corrente
(constante) v(ty) e calcular todas as tensdes e 1 (constante) i;(fy) e calcular todas as tensoes e
correntes de ramos em £, (condi¢des iniciais). correntes de ramos em £, (condi¢des iniciais).
Substituir o capacitor por um circuito aberto e Substituir o indutor por um curto circuito e
calcular todas as tensdes e correntes de ramos ) calcular todas as tensdes e correntes de ramos
(valores de regime). (valores de regime).
Encontrar o equivalente de Thévenin do Encontrar o equivalente de Norton do
subcircuito resistivo e determinar a constante de 3 subcircuito resistivo e determinar a constante de
tempo 7= R,,C. tempo 7= G,,L.
Para 0 <t < oo usar as informacdes acima para Para 0 <t < oo usar as informacdes acima para
esbocgar as correntes ou tensdes de interesse 4 esbocgar as correntes ou tensdes de interesse
(exponenciais), ou escrever suas expressoes. (exponenciais), ou escrever suas expressoes.
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Circuitos de 1* ordem lineares com fontes constantes por partes

O equacionamento de circuitos de primeira ordem lineares com fontes constantes por partes segue os dois
passos abaixo, que consistem essencialmente na reducdo do problema a virios equacionamentos do tipo
discutido na se¢@o anterior para circuitos de primeira ordem lineares com fontes constantes.

1. Dividir o intervalo [#j, e°) em subintervalos [, #,,,) de tamanhos quaisquer (possivelmente diferentes um
do outro) tais que as fontes sejam constantes nestes intervalos.

2. Usar o método da Tabela 5.1, iniciando em #;, e aproveitando a solucdo apenas até f;, ;.
Observagoes:

e Entre os intervalos, a constante de tempo do circuito ndo muda, de forma que o Passo 3 da Tabela
5.1 precisa ser executado apenas uma vez.

e Em razdo da propriedade da continuidade, a tensdo no capacitor (ou a corrente no indutor) nio
sofrerd descontinuidade na transi¢do de um intervalo para o outro. As tensdes e correntes nos ramos
resistivos de forma geral nao serdo continuas.

Exemplo: Para o caso de um circuito com uma fonte constante por partes que altera seu valor em ¢4, f,, ..., 0
procedimento € ilustrado na Figura 5.11. Os intervalos sao [t t,), [#), ) etc.

x( t)' \
x(1o)
Xregime (segundo intervalo) ‘\ shulinied
x(ty) X
- > 1
ty ST \tg
-xregime (primeiro intervalo) o

FIGURA 5.11 — Determinagéo da resposta de um circuito de primeira ordem com fonte constante por partes.

Circuitos de primeira ordem lineares por partes

O procedimento sistematico de equacionamento € ilustrado a seguir com base num exemplo. Considere-se
para isto o circuito da Figura 5.12(a). A caracteristica do subcircuito resistivo é dada graficamente na Figura
5.12(b).

j=-c& (0)=2,5[V]
dt =4
+ r' 3
Subcircuito v __C =WuF S5F—aA Sty i
resistivo T \ Pi
. 0 2 325 v[v] O 2 25325 v[V]
(a) (b) (0

FIGURA 5.12 — Circuito de primeira ordem e caracteristica do subcircuito resistivo.
Os passos para o equacionamento sio:

1 Identificac@o do ponto inicial. Neste exemplo o ponto inicial é dado e vale v(0) = 2,5 [V].
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Determinacdo da rota dindmica. A rota dindmica, que é o caminho percorrido no plano i x v, é determinada
com base nas informagdes extraidas da equacdo diferencial para o elemento reativo, no caso
dv

i=-C—.
dt

Dessa equagdo conclui-se que

ﬂ>0 para i <0
dt
ﬂ<O para i >0
dt

Portanto, o sistema evoluird da direita para a esquerda na caracteristica resistiva ixv, percorrendo os
pontos Py, P, e P; como mostrado na Figura 5.12(c).

Obtencdo de uma solugdo v(f) para cada parte linear da caracteristica resistiva substituindo N pelo
equivalente de Thévenin (ou Norton) valido para o segmento. No caso do exemplo tem-se:

Para o segmento PP, tem-se a situacdio da Figura 5.13.

— e
-250 [Q] !
1 T | % [uF)
3,25 [V] _— y —

FIGURA 5.13 — Circuito com o primeiro equivalente de Thévenin para o circuito da Figura 5.12.

Para este circuito v(0) = 2,5 [V]; 7= -62,5 [US]; Viegime = 3,25 [V]. Para o segmento P,P; tem-se a
situagdo da Figura 5.14.

— <

400[Q] ¢
AN
) VA p—

FIGURA 5.14 — Circuito com o segundo equivalente de Thévenin para o circuito da Figura 5.12.

Para este circuito v(fy) = 2 [V]; 7= 100 [US]; Vyegime = 0 [V]; #o = 31,9 [us]. O tempo inicial e a condig¢do
inicial s@o o tempo e a tensdo ao final do segmento anterior.

Um esboco da solugdo v(#) encontra-se na Figura 5.15.

y 3 t V
S V(1) [V]
2.5 e
2
0 | 319 t[10°]

FIGURA 5.15 — Resposta do circuito da Figura 5.12.
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Fenomenos nao-lineares em circuitos de primeira ordem (oscilacoes e biestabilidade)

Para ilustragdo dos fendmenos de oscilacdo e biestabilidade, considerem-se os seguintes circuitos que
consistem do subcircuito resistivo da Figura 4.14 interligado com elementos reativos.

Exemplo: Aqui é discutido o circuito de primeira ordem da Figura 5.16 que funciona como oscilador. O tipo
de oscilag@o produzida é denominada oscilagdo relaxada

caracteristica do subcircuito resistivo:

R; y

—L 1

i

— A /

K » -R/(R:R)
T

- v

— —

FIGURA 5.16 — Circuito oscilador de primeira ordem.

Ry

——F
R1+R2

No capitulo anterior foi mostrado que v, = sar » onde E,, € a tensdo de saturagdo do ampliador

operacional.
A rota dindmica percorrida pelo circuito é determinada a partir da equacao diferencial para o capacitor,
. dv
i=—-C—.
dt
Portanto,

ﬂ>0 para i <0
dt
ﬂ<0 para i >0
dt

A conclusio € a de que o circuito ird oscilar produzindo o ciclo de oscilagdo e a resposta apresentada na
Figura 5.17.

! AV

v

v

“Ym % Yy v

FIGURA 5.17 — Resposta do circuito da Figura 5.16.

A forma de onda de v(f) serd composta de segmentos de exponenciais. Esse formato de onda é conhecido por
"dente de serra".
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Exemplo: Aqui € discutido um circuito de primeira ordem que possui dois pontos de equilibrio estdveis. Tal
caracteristica é denominada biestabilidade. O circuito biestdvel em questdo ¢ o da Figura 5.18. O subcircuito
resistivo é o mesmo do exemplo anterior.

caracteristica do subcircuito resistivo para v,(t) = 0:
R;
Ai
— 1+
i P, AS
+ | > -R/(R:R3)
+ vy

L - >

4 Vm v

R
t R "
Ve( ) 2 ]/R3/ })3

FIGURA 5.18 — Circuito biestavel.

. L . . R
Considere-se inicialmente v,(¢) = 0. Como citado no exemplo anterior, vale vy, = —2 sat -
Rl + R2
A equacdo diferencial para o indutor é:
di
v=—L—.
dt

Usando andlise da rota dindmica para v.(f) = 0, conclui-se que os pontos P, e P; sdo pontos de equilibrio
estdveis, isto é, pequenos deslocamentos em torno destes pontos terdo como consequéncia um retorno do
sistema ao ponto de equilibrio. Pela mesma andlise acha-se o ponto de equilibrio instivel P;.

Com ajuda de um pulso aplicado por meio da fonte v,(f) € possivel fazer que o circuito mude de um ponto de
equilibrio estdvel para o outro, como ilustrado na Figura 5.19.

av

v

o
v
N
<
<

FIGURA 5.19 — Resposta do circuito da Figura 5.18.

Para que ocorra a transi¢do entre os pontos de equilibrio P; e P;, existem valores minimos de A4V e 4t a
obedecer. A transi¢@o inversa € obtida com aplicacdo de um pulso negativo por meio de v,(?).

Exercicios propostos
Exercicio 1:

No circuito abaixo determine o valor do capacitor de modo a ter o circuito da Figura 5.20 oscilando a
frequéncia de 1 [kHz]. Esboce a forma de onda de v(z).
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41kQ] ;

—1L—1F <

. +
(6 [KQ]. 20 [mA]) \O

® T

L 15 [mA
(-6 [kQ]. 10 [mA]) O 5 mA]

FIGURA 5.20

Exercicio 2:
Qual a equagdo diferencial que define v, em funcdo de v, e v, no circuito da Figura 5.21? Considere
inicialmente apenas o ampliador operacional na regido linear. Posteriormente considere o caso geral.

C
||
I

Vo(t)

FIGURA 5.21
Exercicio 3:
Determine o valor de L em fun¢@o dos valores de Gy, G, e C tal que os dois circuitos da Figura 5.22 sejam
equivalentes.

A lc/; :
V(T pC

I T — T

FIGURA 5.22
Exercicio 4:
Sob que hipétese(s) sobre os valores de R;, R, e C os dois circuitos da Figura 5.23 podem ser considerados
equivalentes do ponto de vista de engenharia? (Considere o ampliador operacional na regido linear apenas.)

R,
+ 1 _ R,
I +
| +
v c v % L=RR,C
Ry~ - 1

FIGURA 5.23

Exercicio 5:
Em que circunstincias o circuito da Figura 5.24 ¢ preferivel ao circuito da Figura 5.23?
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+ R,
v :l>__|
C R,
L
FIGURA 5.24

Exercicio 6:
Qual a equagdo diferencial que define v, em fungdo de v, no circuito da Figura 5.25? Considere apenas o

ampliador operacional na regido linear.
—T— 31—

R,

. HH
=I5l
it + J:} : Vo(1)

FIGURA 5.25

Exercicio 7:
Determine todas as correntes e tensdes de ramo dos circuitos da Figura 5.26 para condic¢des iniciais nulas.

1 [kQ] 1 [kQ]
+ — + —
1(z) 1 [uF] -l— 1 [kQ] 1(1) 10 [mH] 1 [kQ]
1 [kQ] 1 [kQ]
v(t) 1 [uF] -|— 1 [kQ] v(t) 10 [mH] 1 [kQ]
AV()
1
0 t
Time
FIGURA 5.26

Exercicio 8:

Na Figura 5.27, i(f) é uma corrente quadrada alternando entre 0 e 0,1 [mA] a cada 0,5 [ms]. Suponha que
com v, = 10 [V], vy € insignificante, pelo que o MOSFET ird funcionar como chave. Suponha que os
tempos necessdrios para o ligamento e desligamento do MOSFET sejam despreziveis. Determine v,(¢) em
regime, isto €, apds o decaimento suficiente da parcela referente a carga inicial do capacitor.

500 [Q]

i(t) 100 [k€Q]

FIGURA 5.27
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6. Circuitos de segunda ordem e ordem superior

De forma geral, a ordem de um circuito dindmico é determinada pela quantidade de elementos reativos de
dois terminais que ele contém. Este também serd o nimero de condigdes iniciais para as equagdes diferenciais que o
descrevem. O circuito sempre serd descrito por um conjunto de equacdes algébricas e diferenciais do tipo:

Ai(t)=0 da Lei de Kirchhoff das correntes
ATe(t) —v(t) =0 daLei de Kirchhoff das tensdes

f (v,v,i',i,t, uy (1)) =0 das defini¢cdes dos elementos de circuito

onde uft) é a contribuicdo das fontes. O método de equacionamento usado até agora, que resulta nestas
equacdes, ¢ denominado método geral de andlise de circuitos.

Indutores acoplados

Além dos elementos de circuito dindmicos de dois terminais apresentados no capitulo anterior, existem
alguns elementos de circuito dindmicos de significado pratico com mais de dois terminais. Este é o caso dos
indutores acoplados, que aparecem na pratica quando bobinas compartilham o mesmo nicleo, por exemplo
em transformadores (ndo ideais). Aqui serd considerado apenas o caso de dois indutores acoplados.
Situagdes com mais indutores acoplados sdo comuns e tratados de forma semelhante.

H

) |

FIGURA 6.1 — Dois indutores acoplados.

Vi

+
el M —

— ==
+

Um conjunto de dois indutores acoplados é um elemento de circuito controlado por corrente, no qual os

fluxos s@o dados por
(1) . Ly M || @)
[(02(0} Po= 0 [M laj{iz(f)}

L é chamada matriz de indutdncia e M de indutdncia miitua. Ly, e Ly, sao as autoindutancias. O sinal de M
dependerd do arranjo fisico das bobinas. Pela lei de Faraday sabe-se que o fluxo ¢ para a bobina j estd
relacionado com a tensdo nos terminais por

9;(1)=v;(1).
[vl(t)}z[Ln M} i(7)
0| |[M Ly ih®

{z}(n}:{m FMH“”}:W@)
L0)| [Ty Ty l[v@®) .

A matriz 7"é chamada de matriz de indutdncia reciproca.

Dessa forma

e no caso de L ndo singular
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Um par de indutores acoplados é representado pelo simbolo mostrado na Figura 6.2. A mesma figura
apresenta um circuito eletricamente equivalente aos indutores acoplados.

i M -
1 i
K4
+ + Ly\-M Ly-M
Vi V2 %
M

FIGURA 6.2 — Simbolo e circuito equivalentes para dois indutores acoplados.

Energia armazenada num par de indutores acoplados

Considere-se um intervalo de tempo [0, 7] e os seguintes valores de corrente nos tempos 0 e 7: i;(0) = i,(0) =

0’ ll(D = Il’ lZ(D = 12'
A energia entregue ao conjunto de indutores acoplados no intervalo considerado sera:

T T
W= J'[vl )iy (1) + v (1)in (1)) dt = J'{L“il (O)iy (6)+M [iy (0)in (1) + 15 (0 () |+ Lyols ()i (t)}dt =
0 0

1 . s . 1, L, M|,
=E[L“zlz(T)+2Mzz(T)zl(T)+L22122(T)]=51T(T)L¢11 LQZ}(T)

W € a energia armazenada no campo magnético e deve ser positiva para qualquer #(7) # 0. Dessa forma, a matriz de
indutancia precisa ser positiva definida, o que significa que as restricdes para que isso ocorra, a saber:

Ly >0,M> < Lj{Ly,, e portanto Ly >0,

sdo restrigdes fisicas para o par de indutores acoplados.

Relacao com transformadores ideais

Por verificacdo, pode-se constatar que um par de indutores acoplados pode ser representado
equivalentemente por:

n=n;n;

i L ir
+ +
Vi Lm 1%

FIGURA 6.3 — Circuito equivalente de um transformador real (dois indutores acoplados).

O circuito da Figura 6.3 € descrito pela equacio
|:Vl(t):|: Ld+Lm n_le |:l:l(t):|:|:Lll M:||:ll(t):|
O] | a7, a7, O] M Ly [0

Quando L; -0 e L, — ootem-se o transformador ideal. Isto aconteceria se o nicleo (comum) tivesse
permeabilidade magnética infinita. A indutincia L; € chamada indutdncia de dispersdo e L,, é chamada

indutdncia de magnetizagdo.
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Método geral de analise

Este método as vezes também recebe o nome método "tableau". Para rever o método geral de andlise,
considere-se inicialmente o seguinte exemplo.

Exemplo: Aqui serdo revistos os procedimentos de equacionamento de circuitos dindmicos apresentados até
este ponto do texto. Considere-se para tal o circuito da Figura 6.4.

i3 La 1:n i5 R
i6 . . i4
1 1]
Vinsen(ax) c

I

FIGURA 6.4 — Exemplo de circuito para discussdo do método geral de andlise.

Apés a obtencdo de um digrafo conectado para este circuito, obtém-se com a aplicagdo a LKC:
Ai(t)=0,

onde A é a matriz de incidéncia reduzida do digrafo conectado e i o vetor das correntes de ramo. Da lei de
Kirchhoff das tensdes tem-se para os vetores das tensdes nodais e das tensdes de ramo (e e v
respectivamente):

Ale(t)—v(t) =0
Das definicdes para os elementos de circuito de cada ramo resultam as seguintes equacdes dos ramos:
nv ()=, (1) =0
() +nip(#)=0
v3(t) = Li3(t) =0
C\'/4(l) —i4(l) =0
Vs(t) —Rls(t) =0
ve (1) =V, sen(awr)
Introduzindo a letra D para denotar o operador d/dt, estas equacdes dos ramos podem ser colocadas na forma

(MoD +M)v(t)+(NogD+N)i(t) =u (1) , (6.1)

onde neste exemplo

| Osa
“r ®= {Vm sen(a)t)}

contém a contribui¢cdo da fonte independente.
Devem agora ser anotadas as condicdes iniciais:
® atensdo inicial no capacitor v4(0) =V e
® acorrente inicial no indutor i3(0) =1 .

Caso o circuito da Figura 6.4 contivesse resistores, indutores e capacitores variantes no tempo, as equacgoes
dos ramos correspondentes seriam:

v3(t) = L(t)i5 (1) — L(t)i5 (t) = 0
C(t)y (1) +C(tWwy (1) —ig(1) =0
vs(1)—R(1)i5(r) =0

C(®), R(t) e L(r) seriam funcdes conhecidas no tempo. (O mesmo aconteceria com suas derivadas.) Dessa
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forma, o conjunto de equagdes resultantes para o circuito continuaria sendo linear e da mesma ordem do
circuito invariante no tempo, mas com coeficientes variantes no tempo. (Por isso ndo haveria condigdes
iniciais adicionais.)

No exemplo acima, é possivel reconhecer o seguinte procedimento (algoritmo) de equacionamento que é
denominado mérodo geral de andlise.

Dados:
¢ Diagrama de circuito com nés numerados e dire¢des de referéncia para as correntes.

e Equacdes de ramos para cada elemento de circuito.

Passos do equacionamento segundo o método geral de andlise

e Passo 1: Escolha um né de referéncia, trace um digrafo conectado para o circuito e determine a
matriz de incidéncia reduzida A.

e Passo 2: Aplique a lei de Kirchhoff das correntes.
e Passo 3: Aplique a lei de Kirchhoff das tensdes.

e Passo 4: Determine as equagdes dos ramos e coloque-as no formato da equacio (6.1).

Resultado:
O resultado do procedimento descrito serd um conjunto de equagdes do tipo:
0 0 A i e(t) 0
-AT I 0 v@®) [=] 0
0 M0D+M1 N0D+N1 l(t) Mf(t)

ou

0 A [e(t) 0
MoA"D+M AT NyD+N, _i(t)} ) |:”f (t)}
Para circuitos nfo-lineares variantes no tempo as equagdes do método geral de andlise estardo na forma:
Ai(t)=0
Ale(t)—v(t)=0
FOV, i tup () =0

ou
Ai(1) =0

FA e, AT e(t), i tup () =0
Este tipo de equacionamento seria obtido no exemplo anterior caso L=L(i;) e/ou C=C(v,). A situacdo ¢é

ligeiramente mais complicada se houver indutores nio controlados por corrente ou capacitores nao
controlados por tensdo, pois nestes casos os ramos correspondentes serdo descritos por:

Capacitor ndo controlado por tensdo: Indutor ndo controlado por corrente
Jclae.ve)=0 fr(@r.ip)=0
dc ) =ic® dr(t)=vy(t)

Em ambos os casos serd necessario introduzir a varidvel (carga ou fluxo) e as equagdes adicionais indicadas
acima.
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Analise nodal

A andlise nodal pode ser entendida como uma particularizagdo do método geral de andlise para circuitos
conectados cujos ramos contenham fontes de corrente independentes ou elementos de circuito controlados
por tensdo. Outros elementos de circuito ndo sao admitidos.

Definem-se inicialmente os vetores das tensdes e correntes dos ramos que ndo contenham fontes
independentes, respectivamente:

vi(t) i(t)
wt)=| .. e i(t)=
vp(t) ip(t)

Como todos estes ramos contém elementos controlados por tensdo, é possivel escrever as equagdes dos
ramos na forma:

i(t)=(YoD+Yy v(t)=Y,v(t), (6.2)
onde Y, é chamada de matriz de admitdncia dos ramos.

As contribui¢des das fontes independentes sdo colocadas no vetor

ir(t)
if(1)=
lf(n-1)(1)
onde iz € a soma de todas correntes independentes entrando no né k. n € o nimero de nés do circuito
conectado. (Esta convencdo de sinal para as correntes independentes € oposta a convengdo adotada para as

correntes de ramo na determinagdo da matriz de incidéncia do circuito.) Na montagem de ir 0 né de
referéncia ndo € considerado.

2

Define-se agora um digrafo associado a um circuito reduzido. O circuito reduzido é obtido a partir do
circuito inicial abrindo-se todas as fontes de corrente independentes. Se o digrafo deste circuito reduzido for
conectado, o circuito certamente tera solucio, mas isso é uma condi¢ao suficiente e nao necessaria.

Seja A a matriz de incidéncia reduzida deste ultimo grafo, entdo para o circuito ndo reduzido valem

Ai(t) =iz (1)

Ale(t)-v(1)=0.
Combinando-se essas equagdes com as equagdes dos ramos escritas anteriormente em (6.2), obtém-se
(AY,AD)e() =i 7 (1), 6.3)
ou
Yye(t)=i (@)
com
Y, =(AY,AT).

(6.3) € um conjunto de (n-1) equagdes e (n-1) incognitas, cuja dimensionalidade depende apenas do niimero
de nds do circuito (original).

E possivel demonstrar que a matriz Y, de dimensdo (n-1) x (n-1) pode ser construida da seguinte forma
diretamente (por inspe¢do) a partir do grafo do circuito reduzido:

e 0 j-ésimo termo da diagonal é a soma das condutancias que chegam ao né i;
e o termo ij é o somatdrio, com sinal oposto, de todas as condutdncias que interligam os nds i e j.

No caso de circuitos ndo-lineares, a formulacdo resulta em (n-1) equacdes ndo-lineares com (n-1) incégnitas.
AglATe()]=if (1)

Aqui g(.) é a funcio vetorial que caracteriza os b ramos com elementos de circuitos controlados por tensdo.
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Analise nodal modificada

A andlise nodal modificada ¢ um método de equacionamento derivado da andlise nodal numa tentativa de
generaliza-lo. Serdo admitidos todos os possiveis tipos de elementos de circuitos.

Pode-se resumir o método da andlise nodal modificada da seguinte forma. Quando um elemento de circuito ndo
¢ uma fonte de corrente independente nem um elemento controlado por tensdo, encara-se a corrente daquele
ramo como proveniente de uma "pseudo fonte". Ao final da andlise nodal, acrescenta-se ao conjunto de
equacdes uma nova equagdo correspondente ao ramo da "pseudo fonte". Dessa forma, a varidvel de corrente da
"pseudo fonte" fica determinada.

Exemplo: Este exemplo serd usado para apresentar a andlise nodal modificada. Para tal considere-se o
circuito da Figura 6.5.

FIGURA 6.5 — Exemplo de circuito para ilustracdo do método da andlise nodal modificada.

As correntes iy, iy, i s20 associadas a "pseudo fontes", pois os elementos de circuitos nos ramos 1, 2 e 6 ndo
sdo fontes de corrente independentes nem elementos controlados por tensdo. Assim, o digrafo reduzido do

conjunto (para a andlise nodal) é:
. Q. O

FIGURA 6.6 — Digrafo do circuito reduzido associado ao circuito da figura 6.5.

Para o circuito e para o grafo da Figura 6.6, tém-se as matrizes:

iy iy s
G 0 0 1 0 0] nél
Y,=|0 ¢p 0|, A,=|-1 0 0| né2
0 0 Gs 0 1 1| né3

0 -1 —-1| no4
Além disso
—ig
ip()=|—i
—i,
As equagdes relativas ao circuito reduzido da andlise nodal modificada sdo portanto:
1 0 0f|Gs 0 0|1 =1 0} ¢ —ig (1)
-1 0 0||0 CD O (|0 0 1|le(t)|=|—j()
0 1 110 0 G50 0 T1]|lez(® —iy (1)
Y,

n

A matriz Y, pode também ser montada diretamente conforme descrito na se¢do sobre andlise nodal:
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Y,=|-G3 Gj 0
0 0 Gs+CD
Desta forma o conjunto de equagdes obtidos até este ponto é:

G3€1 (l) - G3€2 (t) + i6 (t) =0
~Gse,(t) +Gaey () +iy (1) =0
Cé3 (1) + Gsez () +iy (1) = 0

Para os ramos que contém elementos de circuito que ndo sdo fontes de corrente independentes nem
elementos controlados por tensao, as equacdes adicionais sio:

[ez(f)} _ {Ln M :||:l:1(t):|
es() | | M Ly ||i@)

el(t) = Vf (t) .

Formas canonicas para circuitos lineares

O conjunto de equagdes que descreve um circuito dindmico linear invariante no tempo (exceto pelas fontes)
sempre pode ser colocado na forma de um conjunto de equagdes algébricas e um sistema de equacdes
diferenciais lineares ordindrias de primeira ordem do tipo

x(t) = Ax(t)+u(t) ou x(t) = Ax(t)+ Bu fontes (©)
Essa forma é chamada de equagdo de estado ou forma de estado. O vetor x tem dimensdo igual a ordem do

circuito e é chamado vefor de estado ou simplesmente estado. A qualquer tempo todas as varidveis do
circuito sdo combinagdes lineares das componentes de x € u (ou de X € Upppyey)-

Na primeira expressdo, o vetor u(f) incorpora a contribuicdo das fontes independentes. Na segunda
expressdo, Bug,u.,(t) incorpora a contribui¢do das fontes independentes, das quais as componentes do vetor
Uponies(1) 830 0s valores de correntes e tensdes fornecidas pelas fontes independentes (como fung¢do do tempo).

Uma outra forma de representacdo € uma equacdo diferencial da ordem do circuito, na forma:
Y0 +a, YV 0+t ay P O +agy 0 = £ (1) (64)

onde o termo for¢ante f{f) incorpora a contribuicdo das fontes independentes.

No caso particular de circuitos lineares de segunda ordem, a equagdo (6.4) pode ser escrita como:
YO +2ayn)+By@) = f Q).

Os pardmetros e S sdo muito convenientes para estudo e caracterizagdo do comportamento destes circuitos,
como serd visto mais adiante.

Exemplo: As formas de representacdo acima serdo obtidas a seguir para um circuito RLC paralelo, isto é, um
circuito onde um resistor (R), um indutor (L) e um capacitor (C) estdo ligados em paralelo. Este circuito é
mostrado na Figura 6.7.

As equagdes que descrevem o circuito da Figura 6.7 sdo:
. 1
Cv(t) +Ev(t) +ip (1) =i, (1)

v(t) = Li; (1)
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1) §

i(1) CD L % == C R (1)

FIGURA 6.7 — Circuito RLC paralelo.

Fazendo as substituicdes adequadas, chega-se a forma

PN IF IR U I
lL(t)+R—CzL(t)+E1L(t) = Ic i (1).

Adotando-se x; =i ,x, =i; obtém-se a equagio de estado

X () =x () 0 1 0
x)= 1 1 |x@+] 1 |ig(®)

3o (1) = ——— 1 () ——— o (1) i (1) -
2 ! 20N e LC RC LC

LC RC

Uma equagdo de estado
x(1) = Ax@®)+ Bu(t),x€ R™ ue R™, A e R, Be R™™
com condi¢do inicial x(#y)possui a solucéo (dnica)
t ~
(1) = M7 x(10) + jeA(t_t ) Bu(i)di (6.5)
I

O primeiro termo € a resposta do circuito a entrada nula. O segundo termo € a resposta do circuito com
condigdes iniciais nulas. A validade desta solug@o pode ser verificada por substitui¢do na equacdo de estado.

Teorema da superposicao para circuitos lineares dinamicos

Teorema
A resposta de um sistema linear x(f) = Ax(:)+u(t) a u(t) = aug (1) +buy) ()¢ dada por
x(7) = axqy (1) + bxpy (t) onde xgy(t) € a solugdo para u(t) =ug(t) e x)(t) € a solugdo para
u(t) = ug) (1) ;

Demonstragdo

Considerando inicialmente as respostas a u(f) =u()(t) e u(t) =u)(r) t€m-se:
X(l) (t) = AX(D (t)+u(1) (l) (66)
X(z) )= A.X(Z) (t)+u(2) (1) 6.7)

Multiplicando-se (6.6) por a e (6.7) por b e somando-se as duas equagdes resultantes tem-se:

Cl)t(l) (t) + bX(Z) (l) = an(l) (t) + au(l) (t) +bA.X(2) (l) +bM(2) (t)
ou

x(1) = Ax(t) + auy) (1) + buo) (1) .

-73 -



Andlise de circuitos: um enfoque de sistemas

Teorema da substituicao
Teorema

Na interligac@o de dois subcircuitos com uma porta, que interagem apenas através dos terminais que
t€ém em comum, qualquer um dos dois circuitos pode ser substituido equivalentemente (do ponto de
vista elétrico) por uma fonte que reproduz o histérico de tensdo ou corrente nos terminais de
interligacao.

O teorema da substitui¢@o vale para circuitos lineares ou nao. Sua aplicacio ¢ ilustrada na Figura 6.8. Afirma-se
que o valor de todas as varidveis internas do circuito N, bem como as varidveis na porta, serd numericamente
igual nos trés casos da figura. A demonstragdo ¢é feita equacionando-se os trés circuitos equivalentes com o
método geral de andlise e comparando-se os conjuntos de equacgdes obtidos, que serdo equivalentes.

O p (D)

+ + +

& o > W

N1 Vi Vz(t) N2 Nl V1 Vz(t) @

&

HON NO,
N0,

N ow b (D

5

FIGURA 6.8 — Ilustracdo do teorema da substitui¢cdo.

Comportamento qualitativo de dx/dt = Ax para circuitos de segunda ordem

A evolugdo de um circuito linear em fung¢do apenas das condicdes iniciais é determinado por uma equacao
diferencial do tipo x(¢) = Ax(t) . Caso a matriz A tenha dois autovetores 77;,7); (linearmente independentes),

a solucdo desta equacdo diferencial serd dada por

x(0) = (ke )y + (ko |, 6.8)
onde 771,77, sdo tais que
si7; = An;;i=12

s; e s, sdo autovalores de A. Esta solucdo corresponde ao primeiro termo da solucdo (6.5) e pode ser
verificada por substituicio.

Observagaes:
1 Os autovalores de A sdo as raizes do seu polindmio caracteristico 2 +2ah+ B.

2 Com base na solucdo (6.8) é possivel esbocar trajetérias no plano x; X x,, as vezes também chamado
plano de fase. Existem seis comportamentos qualitativos distintos e mais dois casos degenerados. Os
casos degenerados sao:

e aqueles nos quais det(A) = 0, isto é, hd autovalores em zero;
e aqueles nos quais hd dois autovalores iguais sem autovetores linearmente independentes.

3 x =0 é o dnico ponto de equilibrio para x(r) = Ax(t) se e sé se det(A) # 0. No caso degenerado

det(A) = 0 o conjunto com infinitos pontos de equilibrio € descrito por xja;| + xpa,, =0.
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Tabela 6.1 — Comportamento qualitativo de dx/dt = Ax para sistemas de segunda ordem

Nome

Autovalores (no plano complexo),
condicoes

Comportamento qualitativo no
plano x; X x,

No estavel

Reais distintos no semiplano esquerdo
do plano complexo

a>0

ﬂ<0{2

N
\

N6 instavel

Reais distintos no semiplano direito do
plano complexo

a<0

ﬂ<0{2

Ponto de sela

Reais, um no semiplano direito, o outro
no semiplano esquerdo do plano
complexo

B<0

Centro

Complexos conjugados, no eixo
imagindrio
a=0

B£>0

Foco estavel

Complexos conjugados, no semiplano
esquerdo

a>0

ﬂ>a2

Foco instavel

Complexos conjugados, no semiplano
direito

a<(

B>a’
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Os seis casos de comportamento qualitativo contemplados aqui estdo resumidos na Tabela 6.1. O
comportamento assintético é obtido com a varidvel tempo tendendo a infinito (ou menos infinito). Nessa
situacdo, apenas um dos modos (uma das exponenciais) da solucdo (6.8) ¢ relevante e a dire¢@o da trajetdria
¢é definida pelo autovetor correspondente. Portanto, cada uma das assintotas (retas inclinadas) nas figuras da
tabela 6.1 tem sua dire¢do definida por um dos autovetores 77; ou 77;.

O caso degenerado onde hd dois autovalores iguais sem autovetores linearmente independentes, mas
det(A) # 0, pode ser entendido como caso limite de uma sequéncia de circuitos com autovetores unitarios
cujo produto escalar estd cada vez mais préximo de 1. No limite, ter-se-4 um né (estdvel ou instavel) no qual
a direcdo das assintotas ird coincidir.

Na Figura 6.9 os casos da Tabela 6.1 sdo relacionados aos coeficientes do polindmio caracteristico de A.

A
»

p— oo
@)

- ‘ /
72N N\
7)) %W

o

>

FIGURA 6.9 — Comportamento de sistemas lineares de segunda ordem como funcio dos coeficientes do
polindmio caracteristico.

No caso de circuitos lineares com det(A) # 0 sujeitos a fontes constantes, o ponto de equilibrio ndo mais sera
a origem. O novo ponto de equilibrio x,, serd a solugdo da equagio

0= Axeq + B”fomes

O comportamento qualitativo em torno do novo ponto de equilibrio continuard sendo determinado pelos
autovalores e autovetores de A. Isto pode ser verificado definindo o novo vetor de estado X =x—x,, €

determinando a equagdo de estado nas novas coordenadas:

x(t) = Ax(t)+ Buy,

O,

nres (D ———45 5(1) = AX(1)
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Anadlise de pequenos sinais para circuitos dinamicos nao-lineares

Assim como na andlise de pequenos sinais para circuitos resistivos, também na andlise de pequenos sinais
para circuitos dindmicos parte-se da premissa que além das fontes invariantes no tempo existem fontes
contribuindo com sinais de corrente ou tensdo de pequena amplitude. Por “pequena amplitude” entende-se
uma amplitude tal que os valores dos pontos de operag@o do circuito ndo sofram uma alteragdo significativa.

Suponha-se o caso bastante geral no qual o equacionamento de um circuito dindmico ndo-linear resulta em
um sistema de equacdes do tipo:

Ai(t)=0 da Lei de Kirchhoff das correntes

ATe(t) —v(t) =0 da Lei de Kirchhoff das tensodes

fO,v,1,0i)= ug (1) das defini¢des dos elemento de circuito
onde u/(?) € a contribui¢do das fontes.

Partindo da hipétese de que os sinais sdo de pequena amplitude, busca-se equacionar separadamente o ponto
de operacdo (contribui¢do das fontes constantes), usando andlise DC, e a contribui¢do do sinal, usando
andlise de pequenos sinais. A andlise € feita em trés passos:

e determinam-se os pontos de operagdo (pontos de equilibrio do circuito dindmico);
e estuda-se a estabilidade dos pontos de operagdo de interesse;

e calculam-se as tensdes de ramo e correntes de ramo de pequenos sinais usando um circuito de
pequenos sinais obtido por linearizag@o.

Determinacio dos pontos de equilibrio do circuito dinimico (pontos de operacio)

Estes sdo pontos nos quais v =17 =0. Cada um é caracterizado por uma tripla de vetores (Eg, Vy, Ip). Estes
vetores sdo obtidos a partir de

AIQ =O
T —
A EQ —VQ =0

onde U(f) contempla a contribuicdo das fontes DC apenas. Este € um sistema de equagdes algébricas que
caracteriza um circuito resistivo obtido a partir do circuito dindmico original no qual foram feitas as
seguintes substituicoes:

e indutores substituidos por curto circuitos;
e  capacitores substituidos por circuitos abertos;
e fontes de corrente (independentes) de pequenos sinais por circuitos abertos;
¢ fontes de tensdo (independentes) de pequenos sinais por curto circuitos.
Para a andlise de pequenos sinais, serd considerada a seguinte decomposi¢ao:
e(t)=Ey +e(t)
i(t)=1g+i()
v()=Vy + v(t)

e(t),i(t),v(t) sdo as contribuicdes das fontes de pequenos sinais aos potenciais dos nds e as correntes e
tensodes de ramos. Dessa forma, tem-se:
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Ai(H)=0
ATe)-v@) =0
FEW)Vo +50).i (0.1 +T () = u (1)

A linearizacdo € obtida aproximando-se f'da seguinte forma:

. HE . HEN d ., ;:;. ~ d .; ,:,. ~
FOhvii)= f(ivii) MCAAAARY SICARARRY) 5+
(0Vp.0.1) dv dv
(0Vy.0.15) (0Vp,0.0p)
df(v,v,i,i 2 odf(vvii >
L AOii) 5 i) l
di oy, 4 oy,01,)

Como £ (0, VQ ,0, IQ) = Uf (1), tem-se

. P d .7 0 :7 ] ~ d .7 0 :7 ] ~
f(V,V,l,l)EUf(l)+f(v—‘_}ll) V+M v+
Vo l0vp.0.1p) dv (0.0,
d .7 > :7 j 7 d .7 > :7 ] i
+f(V\jll) H_f(V\./ll) ;
di (0V.0.1) di (0.V,.0.1)

Com essa aproximacdo obtém-se o sistema de equacdes para determinar [(1),9(1),é(t) :

Ai(1)=0

ATe)-v(1)=0

d—f s+ 4 \7+d—f: z~+£ =il ()
dv (0.Vy.0.15) dv (0.V.0.1,) di (0.V.0.1) di

(0.Yp.0.1)

onde i () contempla a contribui¢do das fontes de pequenos sinais apenas.

Comportamento qualitativo de circuitos nao-lineares proximo a pontos de equilibrio

Pode-se demonstrar que o comportamento qualitativo de circuitos ndo-lineares de segunda ordem numa
vizinhancga suficientemente pequena de um ponto de equilibrio ou operagdo é determinado pelos autovalores
da matriz A do circuito linearizado em torno daquele ponto. Esse resultado para circuitos ndo-lineares de
segunda ordem pode ser generalizado para circuitos de ordem arbitraria. Contudo, a andlise de estabilidade é
inconclusiva sempre que um dos autovalores da matriz A possui parte real nula. Por isso, ndo deve ser usada
neste caso. O exemplo a seguir ilustra uma aplicacdo para um circuito de segunda ordem.

Exemplo: Para o circuito ndo-linear da Figura 6.10, determine os pontos de equilibrio e o comportamento
qualitativo em torno de cada um deles.

iD + iD :i(V)

Y

I
= Vc

E = C <
-|_ - 0 V=V

FIGURA 6.10 — Circuito dindmico com diodo tunel.

-

A tensdo no capacitor, v(f), e a corrente pelo indutor, i;(#), serdo escolhidas como as varidveis de estado. As
duas equacdes que definem v(?) e i (f) sdo:

-78 -



Andlise de circuitos: um enfoque de sistemas

. Iy » . )
Ve ZE{—Z(VC)-‘:-ZL} = filve,iL)
;1 . )
i =Z(E—R1L —ve) = fr(ve,ir)
Os pontos de equilibrio sdo determinados por:
0= filve,ip) (6.9)

0=f5(vesiy) (6.10)

Isso equivale a considerar o circuito resistivo resultante do circuito original com indutores substituidos por
curto circuitos e capacitores por circuitos abertos. (Pois indutores em regime comportam-se como curto-
circuitos, e capacitores em regime comportam-se como circuitos abertos.) O circuito com estas modificagdes
€ mostrado na Figura 6.11.

FIGURA 6.11 — Circuito resistivo associado ao circuito dindmico da Figura 6.10.

Os pontos de equilibrio sdo definidos pelos pontos de intersecdo das caracteristicas do resistor nio linear
(equacdo 6.9) e do subcircuito linear no retangulo tracejado da Figura 6.11 (equacdo 6.10). A determinag@o
dos pontos de equilibrio pode também ser feita graficamente, o que € ilustrado na Figura 6.12.

N ip (VeosIigs)
E/R P N
ip=1(v)
N

............ v (VeoaIig2)

............... > (VCQb ILQI)
\ >
0 E v=vc

FIGURA 6.12 — Determinacio dos pontos de equilibrio do circuito da Figura 6.10.

Cada um dos trés pontos de equilibrio (os trés pontos de intersecdo mostrados na Figura 6.12) pode ser
analisado usando-se o circuito linearizado, cujas equacgdes para o j-ésimo ponto de equilibrio serdo:

~ d s ) ~ d ) ] ird
i = ify (ve i) o+ fl(V.C i) A
KL K
7 d ’ ] ~ d s ] v
i = If> (Ve »ip) Te + fz(V.c ip) i
e w100 K O
ou
_Z\,(Vc) I(VC Trpi) 1
0j-lcoi) ~ v
Vo = Vo +—i
C C C C L
¥ 1. R -
LTl
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Considerando-se os valores numéricos C = 2 [pF], L =2[nH], R = 1,2 [kQ], tem-se:
5 510" o) by oy 5000 rp

(f} €7 WVegj-leg)) [f]. 6.11)
i -5.10° -6.10'" J\L

Se a caracteristica do diodo tinel (Figura 6.10) for tal que as derivadas de i (v¢) nos pontos de operagdo
sejam

PO Wgrteon=8 MST, 70 ey tepn=—4IMS1, 00 01 =3mS]

entdo o comportamento em torno dos pontos de operacio 1 e 3 serd de né estdvel e de ponto de sela no ponto
de operacdo 2. Para essa constatag¢do, basta a determinacio do polindmio caracteristico ou dos autovalores
da matriz do circuito linearizado (equacdo 6.11) e consulta & Tabela 6.1.

Oscilacao nao-linear

Considere um capacitor e indutor ligados em série, acoplados a um circuito nio-linear resistivo N na forma
da Figura 6.13.

i =10
+ L
Subcircuito +
v

resistivo ve(t)

FIGURA 6.13 — Circuito de segunda ordem.

O conjunto ¢ descrito pelas seguintes equagdes diferenciais:

e =="5=fite.in)

ve ()= V()

ip(t)= = fr(veip)

onde v(i) é a caracteristica do subcircuito resistivo. No caso de se ter v(0) =0, o ponto de equilibrio do

circuito serd dado por vy = VCQ =0eip=1 Ly = 0.

Com a escolha das varidveis de estado x; = v¢ e x, = i, pode-se analisar a natureza do ponto de equilibrio
determinado acima usando o circuito linearizado em torno de Q. A equacdo linearizada é:

Ax(t) _ df(VC,lL) df(V‘C,lL) Ax
dVC dlL
Veg o)
onde Ax=x—[Vc, I, le
o L
df ve,ip)  df(ve,ip) - =A
dve diy 1 1| &

R N EI
Lo
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Os autovalores de A s@o as raizes de seu polindmio caracteristico
v 1
- A= +—A+—.
L LC

onde V' =— . As raizes valem
i
L ILQ

Portanto, havera raizes complexas conjugadas quando

R L
v'|<2\/;

Raizes complexas conjugadas sdo aquelas de interesse para o movimento oscilatério. Portanto, caso
v'(0) <0, pode-se conseguir um foco instdvel ou um né instdvel, dependendo dos valores de L € C. No

N z

entanto, a medida que as trajetérias no plano de fase divergem, a linearizacdo ndo € mais valida. Se o
subcircuito ndo-linear passar a ser dissipador para valores maiores de i;, as trajetdrias irdo limitar-se a uma
regido em torno da origem. Observando a equacdo diferencial para i; verifica-se que isto ocorre se v(i) tiver

sinal adequado e for suficientemente grande em médulo. As condi¢des de ocorréncia de oscilagdo sdo:

v(0)=0

vV (0)<0

V(i) = o
[—>o0

V(i) — —o
i——o0

O plano de fase tipico para um circuito com estas caracteristicas € mostrado na Figura 6.14, que apresenta
trajetorias partindo de vérias condi¢des iniciais.

; 2N

2 o\
L 7 =\
e \

I L

N~

—

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 x

FIGURA 6.14 — Plano de fase do oscilador de Van der Pol.
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z

Exemplo: Um oscilador famoso é o oscilador de Van der Pol. Ele é obtido com uma escolha do tipo

. 3 . . L .
V(i) = 8(1 4 —ij . Nesse caso, as equacdes diferenciais para o circuito da Figura 6.13 serdo:
. ir
Ve (t) =—-L (6.12a)
¢ c

0 =%[vc (t)—%iz +€iLj (6.12b)

Essas duas equacdes sdo equivalentes a equagdo de estado de Van der Pol. Para verificar isso, determina-se a
equacdo de estado equivalente nas novas varidveis de estado

X1 = LClL
Xy = LClL

Derivando (6.12b) em relacdo ao tempo, obtém-se:
_ 1 . N :
lL(t) = Z(Vc (t)_glLlL +€lL) .
Substituindo-se agora (6.12a) resulta:

LCiy (1) =—i; (t)—Ceiziy +Ceiy

Denotando-se C¢ = ¢ e usando a definicdo das varidveis de estado x; e x,, obtém-se a equagdo de estado
conhecida como equacgdo de Van der Pol:

).CIZXZ
o= it -
Xp = H\l=x1 o =X

O comportamento no plano de fase para g = 1 € o mostrado na Figura 6.14.

Exercicios propostos

Exercicio 1:

a) Equacione o circuito da Figura 6.15 utilizando o método geral de andlise.

b) Equacione o circuito da Figura 6.15 utilizando andlise nodal modificada.

¢) Encontre o ponto de operacédo do circuito.

d) Linearize as equagdes do item (b) em torno do ponto de equilibrio encontrado no item (c).

G,

G, é§
s

e/(1) Ly, Ly © ()41l

ve(?) = g (1)

FIGURA 6.15

Exercicio 2:

a) Suponha que os ampliadores operacionais do circuito da Figura 6.16 s@o ideais e operam na regido
linear. Adote v, e v, como varidveis de estado e determine a equacio de estado do circuito.

b) Tomando v; =0, qual o ponto de equilibrio o circuito?

c) Este ponto de equilibrio € estdvel?
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d) De que tipo ¢ este ponto de equilibrio? Esboce o comportamento (qualitativamente) no plano de fase.
e) Afirma-se que o circuito ird funcionar como um filtro linear. Discuta a veracidade dessa afirmacao.

R
R C
R R
— {1
vi(®)
- —+
= V(1)
FIGURA 6.16

Exercicio 3:

a) Escreva equacdes de estado para cada um dos circuitos da Figura 6.17 usando andlise nodal, o método
geral de andlise ou alguma forma de equacionamento por inspegao.

b) Escreva uma equagio diferencial de segunda ordem para cada um dos circuitos e encontre e S.

c) Para diversas condi¢des iniciais, esboce trajetdrias no plano de fase para e[f) = 0 (ou if(?) = 0).

11Q]

FIGURA 6.17
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Exercicio 4:

Considere um circuito dindmico linear cuja resposta ao degrau unitdrio é y(¢) =(3— 272 - e HI(r) . Qual a

resposta deste circuito ao sinal representado na Figura 6.18?

\ u(t)

o X
FIGURA 6.18

Exercicio 5:

Considere um circuito dindmico linear cuja resposta ao impulso é y(¢) = (e_2t —e HI@#). Qual a resposta

deste circuito ao sinal representado na Figura 6.18?

Exercicio 6:

Considere o circuito da Figura 6.13. Pesquise (ou projete) algumas caracteristicas v X i que fardo que o
circuito funcione como oscilador.

Exercicio 7:

Para que valores de R a resposta do circuito da Figura 6.19 a condi¢des iniciais ndo nulas serd uma oscilagdo

amortecida?
|1[NKH 1 [MQ]
——— 1 [MQ] 1[UF]

1[UF] _”__ I_

1 [MQ] R

FIGURA 6.19
Exercicio 8:

Para o circuito da Figura 6.20 faca o seguinte:

a) Determine o ponto de operagdo Q.

b) Desenhe o circuito equivalente de pequenos sinais.

¢) Determine a tensdo de pequenos sinais v, () como fungéo de i;(¢). Na sua opinido, para que amplitudes

de i,(f) o modelo de pequenos sinais fornece resultados razoaveis?

Dados: = 0,64 [mA/V*]; V,;, = -4,0 [V].

47 [kQ] 1470 Q14 + )
ip LI
0,1 [WF] .
J_ + 1Rl
i\(f)=i, cos (15000 1) ves ? 18 [V]
I 10 kQI = -
FIGURA 6.20
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7. Transformada de Laplace e resposta em frequéncia

A transformada de Laplace é uma ferramenta matemadtica, cujo mérito principal, do ponto de vista de
engenharia, € sua utilidade para transformar sistemas mistos de equacdes algébricas e diferenciais lineares
em sistemas de equagdes algébricas.

A transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma fungdo f: [0, c0)—>R ¢ definida por:

oo

F(s)= J' Fe ™ dr
0

onde s é um argumento complexo. A transformada de Laplace de f existird se a integral que a define
convergir para pelo menos um valor de s. Condicdes suficientes para que isso acontega sio:

® f{) integravel localmente;1 e
e f(r) de ordem exponencial.”

A transformada de Laplace ¢ um mapeamento de fun¢des do dominio do tempo para o dominio complexo, e
a transformada inversa de Laplace € a inversdo deste mapeamento. A seguinte notagdo é usual: F(s) = L[f(1)],
ou para a transformada inversa de Laplace f(f) = L'I[F ()]

Transformadas de Laplace de algumas fun¢des importantes encontram-se na Tabela 7.1.

Tabela 7.1 — Transformada de Laplace de algumas fun¢des importantes

Funcio f{7) Transformada de Laplace F(s)
Impulso unitdrio Xr) 1
Degrau unitario 1(7) 5!
Rampa unitéria t 57
1t 1
(=Dl (s+a)"
e cos(ar) st+a
[s+(a+ jo)l[s+(a— jo)]
e " sen(ar) %
[s+(a+ jo)l[s+(a— jo)]

Exemplo: Determine a transformada de Laplace de f(r) = e“

Pela definicao tem-se

a
! Uma fungio serd integrdvel localmente se j| f (t)| dt < oo para todo oo >a > 0.
0
* Uma fungio serd de ordem exponencial se existirem constantes reais e positivas K, f, > 0 e um real «tais

que |f(t)| < Ke™ para todo 1 > t,.
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e 2 e—(s—a)t |°<3 1
F(s)= I e dr = j e gy = = .
5 e —(s—a)|0_ (s—a)

Esta expressdo de F(s) em principio € vélida para Re(s) > Re(a), mas F(s) é adotada em todo plano
complexo, exceto no ponto s = a. Tal continuagiio da fun¢do é denominada "continuacdo analitica" e é
rotineiramente adotada.

Algumas propriedades da transformada de Laplace

1 Unicidade: a transformada de Laplace de uma func¢do f{r) é tinica, e a transformada inversa de Laplace
de F(s) também € unica.

2 Linearidade: L[afi(t)+ bf5(t)] = aL[fi(1)] + bL[f>(5)].
3 Ldf(t)/ldt] = sF(s)-f(0.)

t
4 L j f(D)dr]=5"F(s)
0_
t
5 L[ Fu-oh@dr=(/ W0 1 = FOHE)
0_

A transformada de Laplace e 0 método geral de analise de circuitos

z

O resultado do método geral de andlise para um circuito linear invariante no tempo € um conjunto de
equacdes do tipo:
-AT I 0 vo) |=] 0

0 MOD+M1 NOD+N1 l(l) Mf(l)

ou do tipo

0 A 'e(;)}_ 0
| MgATD+M AT NeD+N; i) ] [up®]

Estes sdo conjuntos de equagdes diferenciais de primeira ordem e equagdes algébricas. (As condic¢des iniciais
s@o as correntes pelos indutores e tensdes nos capacitores no tempo inicial.) Aplicando-se a transformada de
Laplace a ambos os lados das equagdes matriciais acima, obt€ém-se os seguintes conjuntos de equagdes
algébricas respectivamente.

[0 0 A E(s) 0

—A" 1 0 (lvol=| o0
0 MOS+M1 NOS+N1 I(S) Uf(S)‘l‘Ui

[ 0 A E(s)] 0
| MoATs+ MAT Nos+ Ny | 1(s) | |Up()+U; |
Em ambos os casos vale

U; = Mov(0_) + Nyi(0_)
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v(0_),i(0_) s@o os valores iniciais das tensdes e correntes de ramos, definidas pelas condi¢des iniciais nos

capacitores e indutores presentes no circuito. Portanto, U; contém a contribui¢cdo das condigdes iniciais.

Os sistemas de equagdes em s acima terdo solugdo se e sé se

0 0 A

. 0 A
—A 1 0 ou T T
MyA" s+ M A Nos+ N
0 M0S+M1 N0S+N1

tiverem determinantes nao identicamente nulos.

Assim serd possivel determinar as transformadas de Laplace das tensdes e correntes de ramo e das tensdes
nodais. Aplicando-se a transformada inversa de Laplace, obtém-se as respectivas fun¢des no tempo. Para
realizar a transformada inversa de Laplace com auxilio de tabelas de transformadas, como a Tabela 7.1,
normalmente é necessdrio expandir as solugdes obtidas em fragdes parciais (ver Apéndice A).

No caso do método da andlise nodal ou da andlise nodal modificada, as equagdes originais para o circuito
também podem ser transformadas em equacdes algébricas em s, de forma semelhante a apresentada para o
método geral de andlise.

A transformada de Laplace e equacoes de estado

Quando a equacdo de estado de um circuito é conhecida, pode-se aplicar a transformada de Laplace para
determinar sua solugdo de forma muito semelhante aquela utilizada na secdo anterior. Dada a equacdo de
estado

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) onde x € K™, ue K™, A e R™, Be R™"
aplica-se a transformada de Laplace e obtém-se
sX(s)—x(0_)=AX(s)+BU(s)
ou
X(s)=(sI—A) ' BU@s)+(sI — A) ' x(0_).

Funcao de transferéncia

Via de regra nem todas as varidveis de um circuito t€m interesse direto como "varidveis de saida" do
circuito. Considerando o caso mais comum de uma varidvel de saida y(f) apenas e uma Unica varidvel de
entrada u(f), tem-se, em adi¢@o a equacgdo de estado, a seguinte equacao de saida:

y(t) = Cx(t)+ Du(z) ,
onde C € R™ D e R. No dominio s tem-se:
Y(s)=CX(s)+ DU (s).
Dessa forma, existe uma relagdo direta entre Y(s) e U(s) para condi¢des iniciais nulas dada por:
Y(s)=[C(sI—A)"'B+D1U(s) = G(s)U (s). (7.1)

Esta funcdo G(s) recebe o nome de fungdo de rede ou fungdo de transferéncia. Uma fungdo de transferéncia
descreve de forma completa a caracteristica de transferéncia entre dois pontos de um circuito dindmico. No
caso de um circuito resistivo, uma caracteristica de transferéncia é uma caracteristica algébrica envolvendo
diretamente as duas varidveis de interesse. No caso de um circuito dindmico linear invariante no tempo, tal
caracteristica € uma caracteristica algébrica que relaciona as transformadas de Laplace das duas varidveis de
interesse.

No caso de muitas entradas e muitas saidas, Y(s) e U(s) s@o vetores e G(s) € uma matriz denominada matriz
de transferéncia.
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Exemplo: A titulo de exemplo, considere-se o circuito de segunda ordem da Figura 7.1.

v(t)

FIGURA 7.1 — Circuito ativo de segunda ordem.

Este circuito pode ser descrito pela equagdo de estado

R O 1
v () _| RC RC || n1(D) 4 _E v (8)
1-/2(l) 1 Vz([) 'L/—‘
S e 0 |22 0 | u@
0] RC 0
A
Assim
S+— L - 1 _1 1
V. = =
ol e R Re s R R o
2t — s 0 s2+is_ AV = sv— 0
RC RC RC RC RC
1
——
RC
2 |Vi(s)

|:Vl(5):|: |
o)) 5, 1 1) (Lj
S +RCS—(RCJ RC

Caso a varidvel de saida de interesse seja y(f) = v,(f) tem-se C=[0 1], D=0¢

Pode-se constatar que as raizes do polindmio do denominador de G(s) em ambos o0s casos sdo

2122'—L—(‘ktdg)-

2RC

Estas raizes coincidem com os autovalores da matriz A deste circuito e permitem concluir que o ponto de
equilibrio do circuito para v{(f) constante serd instdvel. Uma vez que uma das raizes € real positiva e a outra é

-88-



Andlise de circuitos: um enfoque de sistemas

real negativa, o ponto de equilibrio é um ponto de sela, com comportamento no plano v, X v; de acordo com
o que foi visto no Capitulo 6.

Da relacdo entre equacdo de estado e funcdo de transferéncia conclui-se que:

e Uma funcdo de transferéncia serd sempre uma fung@o racional. (Excec¢des ocorrem quando o
circuito linear envolver atrasos puros no tempo, também chamados atrasos de transporte. Este caso
ndo serd tratado aqui.)

® O conjunto das raizes do polindbmio do denominador da func¢do de transferéncia serd sempre um
subconjunto do conjunto de autovalores da matriz A da equagdo de estado do circuito.

* A funcdo de transferéncia € ttil na determinacao da resposta de um circuito com condigdes iniciais
nulas.

As raizes do numerador da fun¢@o de transferéncia sdo denominadas zeros da fungdo de transferéncia. As
raizes do denominador da funcao de transferéncia sdo denominadas polos da fungdo de transferéncia.

Exemplo: Determine a resposta do circuito da Figura 7.2 ao degrau unitdrio 1(#). Considere condi¢do inicial
nula e ampliador operacional operando na regido linear.

R C

vi(n) = 1(1)

FIGURA 7.2 — Circuito integrador-inversor.

Para este circuito tem-se:
V (s)= —LV (s)
¢ sRC

Considerando a transformada de Laplace para 1(¢) dada na tabela 7.1, obtém-se:

1

V,(s) =~ 5 .
s“RC

Consultando novamente a tabela de transformadas de Laplace conclui-se que:

1
v,(t)=———1 .
o (1) RC

Admitancia e impedancia
Para resistores lineares invariantes no tempo vale
V(s)=RI(s) ou I(s)=GI(s)
onde R € a resisténcia e G a condutincia.
Para capacitores lineares invariantes no tempo com condi¢des iniciais nulas vale
I(s)=sCV(s).
Para indutores lineares invariantes no tempo com condi¢des iniciais nulas vale

V(s)=sLI(s).
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Como no dominio s para todos estes casos a relacdo entre as transformadas de Laplace de tensdo e corrente é
algébrica, define-se V(s)/I(s) como a impedancia e I(s)/V(s) como a admitdncia de um elemento de circuito
linear invariante no tempo. Esses conceitos sdo muito tteis, entre outras aplica¢des, no equacionamento por
inspecdo de circuitos lineares.

Exemplo: Determine a resposta do circuito da Figura 7.3 ao impulso e ao degrau unitdrio. Considere
condig¢do inicial nula, R = 100 [kQ] e C = 0,1 [uF].

R
|
|_.
C
|+
} V(1)

FIGURA 7.3 — Circuito de primeira ordem.

Considerando que o ampliador operacional estd sendo usado na configuracdo inversora pode-se escrever:

1
1 1
V,(s) impedanciadeR//C  rTC 1 e
Vi(s)  impedanciadeR R 1+sCR __HL
RC
Usando-se os valores numéricos dados obtém-se:
Vo(s) _ 100
Viis)  s+100
A resposta ao impulso sera:
vo(t) = L“[—ﬂ 1 =-100e"".
s+100
A resposta ao degrau unitario sera:
vty = L0 gl L e
s(s+100) s (s+100)

Soluc¢ao da equacao de estado no dominio do tempo e no dominio transformado
Como foi visto no Capitulo 6, a equagdo de estado

x(1) = Ax(t)+ Bu(t) ,xe R, ue K™, A e R, Be R™"
com condig¢do inicial x(fy) possui a solugdao

t
x(1) = M0 x(19) + J'eA(H ) Bu(f)di .
)

Por outro lado, ja foi mostrado que a transformada de Laplace de x(¢) é data por
X (s) = (s — A x(ty )+ (sT— A BU(s) .

Por comparag@o das duas solugdes (em ¢ e s), verifica-se que

M = L [(s1-4)7].
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Solucdes em regime estacionario para entradas senoidais

A resposta de um circuito linear invariante no tempo com fung¢@o de transferéncia

G(s)= 4G)

a uma entrada u(t) = m.sen(ax) é calculada como sendo

n(s) wm

d(s) s+ ®

Expandindo em fra¢des parciais e considerando-se apenas circuitos estdveis (raizes de d(s) no semiplano
esquerdo), obtém-se:

Y(s)=G(s)U(s) =

_ _n(s) om  q a
Y($5)=G(s)U(s) = 40) 2 1 = s+ja)+s—ja)+Z(S)’

onde 2{s) é uma soma de fragdes parciais cujas transformadas inversas de Laplace sdo fun¢des que tendem a
zero a medida que o tempo cresce. (Isso ocorre porque todas as partes reais de raizes de d(s) sdo negativas
por hipétese.)

Em regime estaciondrio, isto é, para ¢ suficientemente grande, pode-se pois escrever:
y(t) = aje " +ae’ .

Os valores a, e a, podem ser calculados pelo método dos residuos para expansdo em fracdes parciais:

wm . mG(—jw
a=G(s)——— (s+ jo) __mGCjo)
ST+ s=—jw 2./
wm . mG(jw
02 :G(S)ﬁ(S_Ja)) :#
ST+ s=jo 2]

Lembrando que G(j®) ¢ uma func¢io complexa e considerando que
G-jo)|=|G(jo)| e £G(-jw)=-£G(jw)
tem-se
—ila+£G(ja)] | il a+ZG(jo)]
2j

W(t)=mG( ja )< =m|G( jw)|sen[ at + £G( jo)] . (7.2)

Conclui-se que a resposta de qualquer circuito linear estdvel a um sinal de entrada senoidal serd também um
sinal senoidal, possivelmente de amplitude diferente e defasado do sinal de entrada. A variacdo de amplitude
e a mudanga na fase dependem tao somente de G(j@).

Diagrama de Bode

Na sec¢do anterior, verificou-se que G(j@) determina como sinais senoidais sdo afetados por um circuito em
regime estaciondrio. Diagramas de médulo e fase de G(jw) em funcdo da frequéncia acabam-se revelando de
grande utilidade prética por este e por outros motivos. Quando tracamos o diagrama de 20 loglG(jw)l X we
ZG(j@) X o usando em ambos os casos a escala logaritmica para @ damos a este diagrama o nome de
diagrama de Bode, em homenagem a Hendrik W. Bode, que nas décadas de 1940-1950 foi o primeiro a usar
as técnicas de esbogo apresentadas nesta segdo.

Em alguns lugares da literatura, o diagrama de Bode ¢ entendido exclusivamente como o diagrama de
resposta em frequéncia do circuito ou do sistema, isto € do ganho IG(jw)| e da fase ZG(ja) acrescidas a um
sinal de entrada senoidal, conforme indicado na equacao (7.2). Neste texto, o diagrama de Bode é entendido
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simplesmente como o grifico de 20 loglG(jw) X we ZG(jw) X @ usando em ambos os casos a escala
logaritmica para @ A diferenca entre os dois entendimentos ¢ sutil, porém relevante. No primeiro caso ndo
faz sentido tracar o diagrama de resposta em frequéncia para circuitos instaveis, pois ndo existe sinal
senoidal de regime na saida de um circuito instdvel submetido a uma entrada senoidal. No segundo
entendimento, ndo se comete qualquer absurdo tragando o diagrama de Bode para sistemas instaveis. De
fato, tal diagrama podera ser uma ferramenta util em varias situagdes.

No diagrama de Bode, usam-se graus, [°], para a fase de G(j@). O valor 20 loglG(j®@) é medido na
pseudounidade decibel, [dB], que pode ser entendida como uma unidade de ganho relativo.

Regras para o esboco do diagrama de Bode

O diagrama de Bode pode ser esbocado usando-se as assintotas de médulo e fase de G(jw). Para algumas
consideracdes sobre essas assintotas, considere-se inicialmente uma fun¢do de transferéncia G(s) dada por:

H(s+al-)

G(s)=—bo——

Todos os zeros e polos desta funcdo de transferéncia sdo reais. Entdo tem-se:

j—“’+1] - 2201og[|bk|
a; X

12
by

|

20log|G(jw)| = ZZOlog(|ai|
i

ZG(jw)= {Zé(ja)+ai)_ —{Zé(jawrbk )}

i k

Contribui¢des dos termos no numerador e denominador de G(s) t€m sinais trocados, mas com excecao disto
sdo de mesma natureza. Considere-se, pois, inicialmente apenas a contribui¢cdo de médulo (ou magnitude) de
um dos termos do tipo (s + a) do numerador.

2ozog(|a|ﬂ +1]| = 20l0g|a| + 20l0g| <% +1
a a
Para valores baixos de frequéncia a assintota é
20l0gla| +2010g| 22 + 11— 20l0g|d|
a w—0
Para valores elevados de frequéncia a assintota é
20l0gd| +20l0g[?Z +1———2010g|a| + 20108 =
a D=0 |a|

Para o ponto @ = a tem-se o seguinte valor (exato) para o0 médulo:

;EB+1
a

20 zog(|a| j =20log|a|+2010g V2 =20 log|al +3

De posse dessas consideracdes, pode-se tragar um grafico de assintotas. Na Figura 7.4 encontra-se o gréfico
de assintotas para a contribuicdo de médulo de (s + 2) sobre o qual encontra-se superposta a caracteristica
real (em linha pontilhada).

A contribuicdo dos termos do denominador € determinada de modo idéntico, exceto pelo sinal.
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45

40

35
30 /
25

20

liw+2| em [dB], curva real e assintotas

10" 10° 10' 10°

w em [rad/s]
FIGURA 7.4 — Assintotas e valor real da contribui¢do de médulo de (s + a).

Para a contribuicdo de fase, o raciocinio é semelhante. Considere-se a contribuicdo de fase de um dos termos
do tipo (s + a) do numerador:

Caso a > 0: Casoa<0:
4(ja)+a)W>Oo 4(]0)+61)W)1800
Z(ja+a)=45° Z(jlal+a)=135°
Z(Ja)+a)m>900 Z(‘]a)+ Q)WQOO

De posse destas consideragdes, pode-se tracar um gréafico de assintotas para esta contribuicdo de fase. Na
Figura 7.5 encontra-se o grafico de assintotas para a contribuicdo de fase de (s + 2) sobre o qual encontra-se
superposta a caracteristica real (em linha pontilhada).

100

90

80

70

60

50 /
40

30

20

10

fase de (jw+2) em graus, curva real e assintotas

- 0 1 1 2
10 10° 10 10
w em [rad/s]

FIGURA 7.5 — Assintotas e valor real da contribui¢do de fase de (s + a).

A contribuicao dos termos do denominador € determinada de modo idéntico, exceto pelo sinal.
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Exemplo: Esboce o diagrama de Bode de
G(s) = IR
(s+3)(s+10)

As assintotas de magnitude podem ser esbogadas como explicado anteriormente. A contribuicio de cada
um dos termos de G(s) encontra-se esbogada na Figura 7.6.

60

N
o

n
o

o

N
o

magnitude em [dB] (assintotas p/ polos e zeros)
L .
o

-60 0 2 3
10 10 10 10 10 10
w em [rad/s]
(s+1)

FIGURA 7.6 — Assintotas de magnitude para os termos de G(s) =——————.
(s+3)(s+10)

Podem-se tragar assintotas de magnitude na versdo alternativa da Figura 7.7, que é obtida consolidando o
termo de contribuicdo DC (para baixas frequéncias).

60

N
o

n
o

o

n
o

magnitude em [dB] (assintotas p/ polos e zeros)
N .
o

60 0 2 3
10 10 10 10 10 10
w em [rad/s]

(s+1)

FIGURA 7.7 — Assintotas de magnitude em versdo alterativa para os termos de G(s) =—————.
(s+3)(s+10)

Somando-se as contribui¢cdes em magnitude, obtém-se as assintotas de magnitude consolidadas mostradas na
Figura 7.8. Na mesma figura a caracteristica real ¢ mostrada com linha pontilhada.
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A
o

A
5

A\
\

-60
1 0 1 2 3

107 10 10 10 10 10
w em [rad/s]

)
=)

4]
a

magnitude em [dB] (curva real e assintotas consolidadas)

FIGURA 7.8 — Assintotas consolidadas de magnitude (linha sélida) e caracteristica real (linha pontilhada)
(s+1)

para G(S) = m .

Também as assintotas de fase podem ser esbocadas como explicado anteriormente. A contribuicdo de cada
um dos termos de G(s) encontra-se esbocada na Figura 7.9.

100

80

60

40

20

assintotas de fase (em graus) para polos e zeros
o

10° 10" 10° 10’ 10° 10°

w em [rad/s]

(s+1)

FIGURA 7.9 — Assintotas de fase para os termos de G(s) =——————.
(s+3)(s+10)

Somando-se as contribui¢des em fase, obtém-se as assintotas de fase consolidadas mostradas na Figura 7.10.
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Na mesma figura a caracteristica real ¢ mostrada com linha pontilhada.

40

20 G

fase em graus (curva real e assintotas consolidadas)

_1 OO 2 1 1 2
10 10 10° 10 10 10°
w em [rad/s]

FIGURA 7.10 — Assintotas consolidadas de fase (linha sélida) e caracteristica real (linha pontilhada) para
G(s) = _ G+ .
(s+3)(s+10)

Para polos e zeros complexos conjugados é mais dificil obter um esbogo razodvel do diagrama de Bode.
Considere-se para efeito de estudo o caso de um circuito com par de polos complexos conjugados:’

2
_ w, _ 1
G(s)= > 5T 25
§ +2§a)ns+a)n — 2+7S+1
2

), )y

As seguintes restri¢des sdo aplicaveis: 0<&<1, @, >0.

Para s = jotem-se:

G(j@)=7——
W 2lw
1——2 +j—=
w, Wy
Para a contribui¢io em fase, podem-se fazer as seguintes consideragdes:

ZG(](O)W}OO
2G(jw,)=-90°

2G(jo)———-180°
W—>0

3 A . . - A L.
Os parametros £ e @, relacionam-se com & e S usados na parametrizagio de polindmios caracteristicos de
circuitos de segunda ordem por meio de £, = e @, = ().
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Ao contrario do que acontece com os polos reais simples, a transicio de fase de 0 a —180 graus pode ndo ser
suave. Conforme mostrado no grafico da Figura 7.11, a transi¢do pode ser bastante abrupta para valores
pequenos de & Assim sendo, as assintotas indicadas na Figura 7.11 (linha cheia) podem nfio ser uma boa
aproximagdo da caracteristica real (linhas pontilhadas para £=0,1; 0,2; 0,8), dependendo do valor de &

fase em graus, curva real e assintotas

-160

-180

10" 10° 10’ 10°

w em [rad/s]

FIGURA 7.11 — Assintotas de fase (linha sélida) para um par de polos complexos conjugados e
caracteristicas reais (linhas pontilhadas) para & = 0,1; 0,2; 0,8.

Para a contribui¢cdo em magnitude vale:

2
2010g|G( jw )| = 20log (1 —”’—ZJ )
wn

n
Para valores baixos de frequéncia a assintota é

2
~20log (1—‘”—2} jxel

n

Para valores elevados de frequéncia a assintota é

2
~20log| 1= |+ 200 40102
@Dy @n @z |w"|
Para o ponto w= @, tem-se o seguinte valor para o0 médulo:
w? 2¢w
—20log l—— [+ =-20log(2¢)
w, oM

W=,

As assintotas de magnitude (traco s6lido) juntamente a caracteristica real (para valores de £=0,1; 0,2; 0,3)
(linhas pontilhadas) encontram-se na Figura 7.12. Como no caso da fase, as assintotas podem ndo ser uma
boa aproximag?o da caracteristica real para valores pequenos de &

O valor méximo de IG(j@)l ocorre em

0 =w,\1-2£2, 0353%:0,7071
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20

magnitude em [dB], curva real e assintotas
A
o

-100
10 10 10 10
w em [rad/s]

FIGURA 7.12 — Assintotas de fase (linha sélida) e caracteristica real (linha pontilhada) para um par de polos
complexos conjugados.

Neste ponto tem-se

2
~20log| 1-> .20 = 20l0g(2E1- 282 ).
a)n wﬂ 2
W=w,\1-2&

Reparametrizando G(s) com a parametrizagcdo (Q,, a») discutida no Apéndice B, constata-se que um circuito
com alto fator de mérito Q, possui picos de ressonincia acentuados e estreitos.

Exercicios propostos

Exercicio 1:

Usando a definicdo, determine a transformada de Laplace das fungdes abaixo:
a) f(H=e'+2e7

b) fO)=1-e'+e cos3t

c) f(t)=t3+t2+1

Exercicio 2:

Mostre que L[f(z-a@)] = e “L[f(1)]. Considere a> 0, e f(£) = 0 para t <0.

Exercicio 3:

Dada a resposta a impulso /(r) = 2e™" + ¢ deum circuito, determine sua fun¢do de transferéncia.
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Exercicio 4:
Para os circuitos da Figura 7.13
a) ache as fungdes de transferéncia de u(¢) para y();

b) determine as respostas dos circuitos a impulso e a degrau .

1[Q] 1] 1 [Q] L [F]
(1)
| ' | '
u(t) 1 [H] 1[Q] YO u() 1 [H] 1[Q] y(1)
- r’"i -
rm=2[Q]
| 1 [F]
it [|
v I +
u(t) 1 [H] 1[9Q] y(1)
A4 )
Im = 2 [Q] V,,,il
FIGURA 7.13

Exercicio 5:
Para o circuito de segunda ordem de Sallen e Key da Figura 7.14:

¢) ache a funcdo de transferéncia de u(f) para y();

d) determine as respostas do circuito a impulso e a degrau .

10 [nF]

22 [kQ]

u(r)

FIGURA 7.14
Exercicio 6:

Esboce os diagramas de Bode das fun¢des de transferéncia abaixo:

a) G(s):25s—+5
sT+2s5+5

b Gls)—105+10)
(s+3)(s+10)

0 G(s)=—U=D

(s—=3)(s+10)
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Exercicio 7:
a) Determine uma equagdo de estado para o circuito da Figura 7.15. Use R = R,.
b) Usando a transformada de Laplace, resolva a equagdo de estado para v(f) = 1(¢).
c¢) Encontre a fun¢do de transferéncia de v(f) para v,(¢).

Ry

1 uF
Mo it 1|“F
1 MQ I_
1 MQ "
+ vo(1)
vi(t)
B FIGURA 7.15
Exercicio 8:
Determine as fungdes de transferéncia de u(f) para y(f) dos circuitos da Figura 7.16.

C

I ¢

I ||
1

R,
R
R c
+ _| R c
| - N ——¢
u(t) + +
- (0 u(t) R
- 2 -
FIGURA 7.16

Exercicio 9:
Considere o circuito da Figura 7.17, onde a fungdo de transferéncia (s—2)/[(s+2)(s+2)] deve ser

entendida como ganho de tensdo de um subcircuito.

R

10 [kQ]

- (s-2)

+ (s+2)(s+2) +

+ 10 [kQ]
i) Ho
L
FIGURA 7.17
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a) Para R =10 kQ, encontre a fun¢do de transferéncia de v«(7) para v, (7).

b) Plote o diagrama de Bode da fun¢@o de transferéncia encontrada no item a.

¢) Utilizando a transformada de Laplace, encontre a resposta a degrau do circuito para condigdes iniciais
nulas.

d) No circuito da Figura 7.18, o contetido do bloco pontilhado é o mesmo do bloco pontilhado no circuito
da Figura 7.17. Determine o valor de Z; tal que em regime a corrente i(f) esteja em fase com o sinal v{(?)
e tenha o mesmo valor numérico que este.

+ v
vi() = sen(?) Csi * [;] Z

L
FIGURA 7.18

Exercicio 10:

Qual a fun¢do de transferéncia do circuito da figura 6.167
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8. O critério de Nyquist

O critério de Nyquist é um critério pratico para a andlise da estabilidade de circuitos (e outros sistemas
dinamicos) lineares realimentados, de ordem qualquer. O critério faz uso da funcdo de transferéncia do
circuito (antes da realimentacdo) e é uma aplicacdo de engenharia do principio do argumento. Por isso, a
discussdo do critério serd precedida de um revisdo do principio do argumento, um resultado bastante
conhecido da andlise complexa.

O principio do argumento
Conceito

Um ponto serd denominado um ponto circundado por um caminho fechado no plano complexo se e
s6 se o ponto estiver contido na regido interior ao caminho.

Teorema (Principio do Argumento)

Seja F(s) uma funcdo complexa de varidvel complexa (isto é, F: C — () analitica sobre um
caminho fechado / no plano complexo e dentro da regido por ele circundada (isto é, na regido
interior a0 caminho), exceto em um ndmero finito de pontos no interior de /. Entdo / mapeado por
F(s) circundard a origem N vezes,

N=Z-P, (8.1)
onde:
° Z € o numero de zeros de F(s) no interior de /.
U P € o nimero de polos de F(s) no interior de 7
. N € positivo se o circundamento da origem for no mesmo sentido de 7
. N é negativo se o circundamento da origem for em sentido contrario ao de /.

llustragdo: Para fins de ilustracdo, considere-se um caminho fechado 7/ no plano complexo sendo mapeado
para o plano complexo pela fung@o F(s), conforme mostrado na Figura 8.1.

F(s)

SN

r F(sy)

F(s2)

jd F
0 \\/53 9{ (S3)
52

FIGURA 8.1 — Um caminho fechado I" sendo mapeado por uma fungéo F(s).

O mapeamento direto € tinico. O mapeamento inverso pode ndo ser, o que acontecerd por exemplo no caso
de
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1
C(s+b)(s+a)

F(s)

Neste caso F(s) terd o mesmo valor para dois valores diferentes de s.

llustragcdo: O porqué da validade do principio do argumento pode ser entendido com base no exemplo a
seguir. Considere-se a fun¢do de transferéncia

F(s) =M.
(s+b)(s+a)

A fase de F(s) sera dada por
LF(s)=4L(s+2)—ZL(s+b)—L(s+a)
ou
LF(s)=y-a-p
usando a notagdo
y=L(s+z),a=~L(s+a),f=L(s+D).

A situacio € ilustrada na Figura 8.2.

(B
bogN | ..

FIGURA 8.2 — Um caminho fechado /" e os polos e zeros de uma func¢do racional F(s).

Ap6s uma volta completa pelo caminho fechado I o 4ngulo ¥ terd variado de 360°, pois o ponto z estd no
interior do caminho. O mesmo teria acontecido para qualquer contribui¢do de fase de outros zeros ou polos
no interior de /. Para os polos e zeros fora da regido circundada por 7, a contribui¢do de fase ndo terd
variado de 360°. No caso deste exemplo teremos para a uso na expressdo (8.1) os seguintes valores: Z= 1, P
=0eN=Z-P=1.

Numa demonstragdo do principio do argumento o arrazoado usado na ilustragcdo acima é formalizado.

Contando o nimero de circundamentos

Para contar o nimero de circundamentos de um ponto de interesse, tragca-se uma semirreta qualquer deste
ponto ao infinito. Conta-se entdo o nimero de intersecdes do mapeamento F(/) com esta reta, observando o
sentido das intersecdes (hordrio ou anti-horario).

O procedimento € ilustrado na Figura 8.3. Nesta figura, o ponto -0,2 do eixo horizontal é circundado duas
vezes no sentido hordrio. (A semirreta inclinada da direita € interceptada duas vezes em um s6 sentido, e no
caso o sentido € o hordrio.) O ponto -0,37 do eixo horizontal é circundado zero vezes, pois a semirreta da
esquerda ¢ interceptada duas vezes, mas em sentidos opostos.
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0.5

0.4

0.2

0.1

-0.1
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-0.3
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0.4 -03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6

FIGURA 8.3 — Contando circundamentos.

O critério de Nyquist

O critério de Nyquist ¢ uma aplicacdo de engenharia do principio do argumento ao caso da estabilidade de
circuitos e outros sistemas realimentados. Para tal aplicag@o ¢ inicialmente preciso definir o caminho fechado
I"adequado. Para o critério de Nyquist, este caminho é a chamada curva de Nyquist.

A curva de Nyquist

A curva de Nyquist € um caminho fechado no plano complexo que engloba todo o semiplano complexo
direito, percorrendo também o eixo imagindrio. No eixo imagindrio, a curva de Nyquist contorna as
singularidades da fun¢@o analisada.

Exemplo: Seja dada a funcdo de transferéncia

Als) = (s+a)

—#,asto,bio,cio.
s(s“+b7)(s+c¢)

A curva de Nyquist para A(s) é mostrada na Figura 8.4.

R

(s+a)

FIGURA 8.4 — Curva de Nyquist para A(s) = — -
s(s“+b7)(s+c)
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O diagrama de Nyquist

O diagrama de Nyquist € a representacdo grafica do mapeamento da curva de Nyquist no plano complexo
pela fungdo em andlise. No caso do exemplo dado, este diagrama seria o mapeamento A(/), sendo 7 o
caminho fechado mostrado na Figura 8.4. Para a construcdo do diagrama de Nyquist, o esboco prévio do
diagrama de Bode da fung@o A(s) pode ser proveitoso. O diagrama de Bode € util para esbogar a parte do
diagrama de Nyquist oriundo dos segmentos da curva de Nyquist sobre o eixo imagindrio. Muitas vezes, o
esboco do diagrama de Bode é bem mais simples do que a determinagdo algébrica de pontos relevantes do
diagrama de Nyquist em nimero suficiente para permitir seu esboco com qualidade razoavel.

O critério
Teorema

Uma funcdo de transferéncia de um dos tipos

ou G(s) _ﬂ

G(s) = L)
1+ KA(s)

= m ou G(S)

1
1+ KA(s)

¢ estavel se e somente se o diagrama de Nyquist de A(s) circundar o ponto -1/k no sentido contrario
ao da curva de Nyquist tantas vezes quantos polos A(s) tiver no semiplano complexo direito.

Neste texto, optou-se pelo sentido anti-hordrio como sentido padrdo para a curva de Nyquist. Contudo, o
enunciado do teorema € tal que o sentido hordrio também poderia ser usado. Neste caso, bastaria contar
corretamente os circundamentos do ponto -1/k pelo diagrama, considerando a relagdo existente entre o
sentido do circundamento e seu sinal no codmputo do total de circundamentos. Um enunciado alternativo para
o teorema de Nyquist € o seguinte.

Teorema (enunciado alternativo)

Seja P o numero de polos de uma funcdo de transferéncia A(s) no semiplano complexo direito.
Entio uma funcdo de transferéncia de um dos tipos

G(S):ﬂ ou G(s)=; ou G(g:ﬂ
1+ kA(s) 1+ kA(s) 1+ KkA(s)

terd Z = N + P polos no semiplano complexo direito, onde N é o nimero de circundamentos do
ponto -1/k pelo diagrama de Nyquist de A(s) no sentido da curva de Nyquist, e P é o nimero de
polos de A(s) no semiplano complexo direito.

Aplicacao a circuitos

A seguir serdo considerados alguns exemplos de aplicag@o do critério de Nyquist a circuitos.

Exemplo: Considere a configuracdo inversora da Figura 8.5 e o circuito equivalente dado, que inclui um
modelo dindmico para o ampliador operacional empregado.

vo(t) V,'(t)

FIGURA 8.5 — Circuito com ampliador operacional na configurago inversora e modelo equivalente.

Para o circuito equivalente na Figura 8.5, tem-se:
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{Zl“) }A(s)
V (s)= Z5(s) | Z1(8)+2Z5(s)
(s)=—
Z
1(8) 1+ { Z(s)

Z(5)+Zy(5)
Conhecidas as funcdes Z(s), Z,(s) e A(s), pode-se estudar a estabilidade do circuito valendo-se do diagrama
de Nyquist de Z; (s)A(s)/[Z(s)+Z, (s)].

V. (s).
}A(S)

Exemplo: Estude a estabilidade de

Gy A
1+ kA(s)
dado
A(s) = ,a>0.
s(s+a)
A curva de Nyquist para este exemplo é dado na Figura 8.6.
3
r
0
—»
f R

FIGURA 8.6 — Curva de Nyquist para A(s) =1/[s(s +a)].

Esta curva de Nyquist pode ser dividida em 4 setores:

1° setor: de s — joo até jO*

2% setor: s = &/ com £ — 0 e @variando de 90° a —90°

3% setor: de s =j0 até até s — -joo

4° setor: s = Re’® com R — o e @variando de -90° a-90°

Para o 2° setor tem-se:
1
je -

1
A(s)| = lim — - = lim
2 650 ge? (gel? +a)  e-0 ge

Isto corresponde ao arco da Figura 8.7.

FIGURA 8.7 — Parte do diagrama de Nyquist de A(s) =1/[s(s+a)] referente ao setor 2.
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Para o setor 4, tem-se:

A(s)|

= lim - - im — .
setor 4 R_>°°Re‘/9(Re'19+a) R—oo RZeJZH

Isto corresponde ao arco da Figura 8.8. No caso de funcdes de transferéncia A(s) estritamente préprias (isto
¢é, com mais polos do que zeros) este setor sempre serd mapeado para o entorno da origem.

3 l para o setor 4
0

i .
FIGURA 8.8 — Parte do diagrama de Nyquist de A(s) =1/[s(s+a)] referente ao setor 4.
Para os setores 1 e 3, tem-se:

1 _—a)z—jaa)_ 1 , a

== =- -
setores 1e3 j(()(](()+a) 6()4+a26()2 (()2+a2 (()3+a2(()

A(s)|
Nestes setores os limites sdo obtidos como sendo:

. 1 . . a
lim A(s) === Jj.sign(@) lim —
®—0 setores 1e3 a =0 @

Informacdes extraidas de um esbogo prévio do diagrama de Bode de A(s) podem ser tteis no esbogo dos
segmentos do diagrama de Nyquist correspondentes aos setores 1 e 3.

O esbocgo do diagrama de Nyquist completo é o dado na Figura 8.9.

3

-1/d*

FIGURA 8.9 — Diagrama de Nyquist de A(s) =1/[s(s+a)].

Do esbogo da Figura 8.9 conclui-se que o circuito serd estdvel para todo k positivo, pois neste caso o ponto -
1/k ndo é circundado nem uma tnica vez. Para todo k negativo, o ponto -1/k seré circundado uma vez, o que
significa que para todo k negativo o circuito serd instavel.

Exemplo: Utilizando o critério de Nyquist, determine os valores de R para os quais o circuito da Figura 8.10
¢ estavel.

R
10 kQ
(1-5)
(s+1) (s+2) N
+ 10 kQ
viD) V(1)
1

FIGURA 8.10 — Circuito linear de segunda ordem.
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Definindo
1-s

A= e

a relacdo entre entrada e saida do circuito da Figura 8.10 pode ser escrita como

R R
V,(s)=| - V.(s)— V A
o) ( e ke O(S)j ®
—KA(s)
V. (§) = ———22 .
O = ka1
com
" 10k2

A curva de Nyquist para A(s) é dada na Figura 8.11.

3

r
0

3

FIGURA 8.11 — Curva de Nyquist para A(s) = S el .
(s+D(s+2)
No eixo imagindrio A(s) vale:
- jw —4a* +2 . co(—5+a)2)

A(jo) = =
o’ +3jo+2 2-0°)+90°  (2-0’) +90°

As frequéncias para as quais acontecem cruzamentos do diagrama de Nyquist com o eixo imagindrio sdo as
solugdes de:

—4@* +2
2.2 > =0
Q-w ) +%w

2

Os pontos de interse¢do com o eixo imagindrio sio:

Re[A(jw)] =

ou

. . AJY2(=5+1/2) .
SmaglAjI/2)] =+ j S =70,47
meslACEII2) Ty oy

As frequéncias para as quais acontecem cruzamentos do diagrama de Nyquist com o eixo real sdo as
solugdes de:
-5+ )

=0
(2—a)2)2+9a)2

SmaglA(jo)] =

ou

w=0; =5
Os pontos de interse¢do com o eixo real sdo:
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. —45+2 1
ReAE5))=——F——=—
(2-5°+9.5 3
Re[A(jO)] =1/2
Finalmente tem-se o seguinte limite:
lim A(jw)= jo*
W—>too
E agora possivel esbogar o diagrama de Nyquist para este exemplo. O diagrama encontra-se na Figura 8.12.'

05

04

03

02

01

0F-

01

Parte imaginaria de A(s)

-0.2F

. L I L | I
0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06
Parte real de A(s)

FIGURA 8.12 — Diagrama de Nyquist para A(s) =————.
(s+D(s+2)

O ntimero de circundamentos do ponto -1/K serd
1 1
e N=2para ——<—-——<0;
3 K

. N:Opara—oo<—i<—l.
K 3

Por isso, o circuito serd estdvel para K < 3, ou R < 30 [kQ].

Propriedades de simetria do diagrama de Nyquist

Como para funcdes de transferéncia racionais com coeficientes reais valem as propriedades
|G(jw)|=|G(—jw)| e £G(jw)=-£G(-jw),

o diagrama de Nyquist de uma fun¢@o de transferéncia serd sempre simétrico em relagdo ao eixo real.

! Alternativamente se poderia esbocar o diagrama de Nyquist com ajuda de um esboco prévio do diagrama
de Bode do circuito, que é uma representacdo polar de A(s), s = ja
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Exercicios propostos

Exercicio 1:
Utilizando o critério de Nyquist, determine os valores de R para os quais o circuito da Figura 7.17 € estavel.

Exercicio 2:
Utilizando o critério de Nyquist, determine as rela¢des entre os valores de R, e R, para os quais o circuito da
Figura 7.15 € estdvel.

Exercicio 3:
Determine os valores de R para os quais o circuito da Figura 8.13 serd estavel. Considere os casos:

s+1
2 A(S)_s(s+5)
b) A(s)=2s;1
s“(s+5)
¢) A(s)=2s;1
(s”—2s+5)
10 [kQ]
A(s) N
+ 10 [kQ]
vi(t) Vo(t)
L

FIGURA 8.13

Exercicio 4:

Estude a estabilidade do circuito da Figura 8.5 (amplificador inversor) em funcdo dos valores de
k=R /(R +Ry), isto &, determine a(s) faixa(s) de valores de k para os quais o circuito € estdvel. Use o

seguinte modelo realista para o ganho A(s) do ampliador operacional:

Als) = 6 7 8
(s+6.100)(s +2,4.107 )(s +2,4.10°)

Exercicio 5:

Refaca o estudo do exercicio 4 para o amplificador ndo inversor da Figura 4.7.
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9. Regime permanente senoidal

Foi demonstrado no capitulo anterior que, em regime permanente, as tensdes e correntes num circuito linear
estavel submetido a entradas senoidais sdo também sinais senoidais (da mesma freqiiéncia). Dessa forma, as
informagdes relevantes para cada sinal no circuito passam a ser apenas sua amplitude e fase. Essas
informagdes podem ser convenientemente representadas por fasores.

Fasores
Fasores sdo nimeros complexos que representam sinais senoidais com as seguintes convengdes:

e aamplitude do sinal é representada pelo médulo do fasor;

e a fase do sinal (tendo como referéncia o sinal cossenoidal com fase nula) é representada pela
fase do fasor.

Dessa forma, o sinal
v(t) =V, cos(wt+LV)
serd representado pelo fasor
V= Vmej .

Dado um fasor V, o sinal no tempo pode ser determinado se a freqiiéncia @ for conhecida. A expressdo para
este calculo é:

v(t) = Re[ Ve ™| = Re[V,,, e/ /1= RelV,

@)y

ncos(at+Z2£V).

As leis de Kirchhoff das correntes e tensdes sdo também vélidas em termos de fasores. Por isso, dada a
matriz de incidéncia A do grafo conectado de um circuito em regime permanente senoidal, vale:

Ait)=0 < Al =0
vin=Alet) oV =ATE

onde I, V e E sdo os fasores que representam os sinais i(¢), v(¢) e e(f) em regime senoidal respectivamente.

Fasores e elementos de circuito lineares

Para elementos de circuito lineares, valem as relacdes da Tabela 9.1.

Tabela 9.1 — Elementos de circuito lineares de dois terminais e fasores.

Elemento de circuito | Dominio do tempo | Dominio s Regime permanente senoidal
Resistores: v(t) = Ri(1) V(s)=RI(s) V=RI

Indutores: v(t) = Li(t) V(s)=sLI(s) V= joLl
Capacitores i(t) = Cv(t) 1(s)=sCV(s) I = joCV

As impedancias, definidas no dominio s como uma funcéo da freqiiéncia generalizada s, podem, portanto, ser
calculadas para o regime permanente senoidal tomando-se j@ no lugar de s. As impedancias complexas jal
e 1/(jaC) sdo também denominadas reatancias.

Representacio grafica de fasores

Para resistores, indutores e capacitores, a representacdo grafica dos fasores corrente e tensdo é mostrada na
Figura 9.1.
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. I=jawCV
V=jaLl
I V=RI ‘\0/
1 14
(a) (b) (c)

FIGURA 9.1 — Fasores de tensdo e corrente para resistores (a), indutores (b) e capacitores (c).

Equacionamento de circuitos em regime permanente senoidal

Nos equacionamentos de circuitos usando o método geral de andlise, andlise nodal e andlise nodal
modificada, o caso especial do regime permanente senoidal é também obtido substituindo-se s (ou o mais
precisamente o operador D) por ja Portanto, para o método geral de andlise, as equagdes serdo do tipo:

0 0 A E 0
AT I 0 Vi=| 0
0  joMg+M, joNy+N| 1| |U;

ou

0 A E 0
joMAT + M AT joNg+N, | 1] |Us
onde E, I e Uy sio vetores complexos (de fasores).

Para a andlise nodal, a equacdo serd do tipo:
[AYb(ja))AT]E =1y ouY,(jo)=I;

onde E e I sdo vetores complexos (de fasores) e ¥, (j®) € uma matriz complexa de admiténcias.

Poténcia em regime permanente senoidal

A poténcia instantanea fornecida a um elemento de circuito ou subcircuito com dois terminais e impedancia
Z é p(t) = v(1)i(t). Para um circuito em regime permanente senoidal tanto v(¢) quanto i(¢) sdo sinais senoidais:

v(t) =V, cos(awt+£LV) (9.1a)
i(t)=1,,cos(awt+ZI) (9.1b)

Considerando que o periodo dos sinais é 27@, a poténcia média vale

2rl @

P, = zﬂ j p(t)dt = %lem cos(LV — /1) = %I,%liﬁe(Z) - %1,31 |Z|cos(£2) (9.2)
T

A grandeza cos(£LV —ZI)é denominada fator de poténcia e a diferenca de fase (LV —ZI) entre o sinal de

tensdo e o de corrente é freqilentemente representado pela letra grega ¢. Por isso identifica-se
corriqueiramente "o cos(¢)" com "o fator de poténcia".

A expressdo (9.2) para a poténcia média pode ser reescrita de forma mais simples usando-se o conceito de
valor eficaz de um sinal periédico de periodo T.

Definicdo

O valor eficaz V4.4, de um sinal periédico v(f) com periodo 7 é
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T
1
Veﬁcaz = Fjvz (Hdr .
0

Considerando que para tensdo e corrente dados em (9.1) resulta

\% 1
% 1 ou ]

eficaz = \/E eficaz =ﬁ >
pode-se reescrever (9.2) como

P, =1%. . Re(Z).

eficaz

Existem autores que representam um sinal senoidal pelo fasor

jiZV
V= Veﬂcaze J .
Esta convencdo ndo é adotada neste texto.
Poténcia complexa
Definicdo
A poténcia complexa € definida por
1«
P=—VvI"

Com essa defini¢ao tem-se

V.1 V.1
P= mszOS(ZV—ZI)'Fj mzmSen(ZV_é[)sz+jQ.

P,, a parte real da poténcia complexa, é denominada poténcia ativa e coincide com a poténcia média. Q, a
parte imagindria de P, € denominada poténcia reativa.

Em sistemas de poténcia € usual definir-se o tridngulo de poténcia mostrado na Figura 9.2.

P

Pm
FIGURA 9.2 — Triangulo de poténcia.
O moédulo de P é também denominado poténcia aparente. Tanto P quanto Q geralmente t€m como unidade o

Volt-Ampere, [VA], e para Q as vezes também se emprega o Volt-Ampere reativo, [VAR]. O Watt, [W], é
empregado para a poténcia ativa.

Para buscar uma interpretagdo fisica para a poténcia reativa, considere-se novamente a expressio para a
poténcia instantanea:

p@®)=v(@®)i(t) = %lem cos(LV = ZI) [1 +cos2(wr + ZI)] —%lem sen(LV —ZI)sen2(wt+ ZI) .
Ao integrar p(#) para determinar a poténcia média, o primeiro termo de p(f) ird contribuir com

m-m

%V I, cos(£LV —ZLI)

enquanto o segundo termo ndo ird contribuir, pois seu valor médio é nulo. De fato
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2rl @

%lem sen(LV —ZI)sen2(wt+ £I)dt =0.

Por outro lado a amplitude de

%lem sen(LV — ZI)sen 2(awxt + £I)

[¢N

%lem sen(£LV —ZI).
Este valor coincide com a poténcia reativa definida anteriormente. Portanto, a poténcia reativa pode ser
entendida como uma poténcia que é transferida para a impedancia Z e novamente de volta para o circuito,
tudo dentro de um mesmo periodo. Do ponto de vista energético, este tipo de parcela € indesejdvel, pois nao
haverd realizagdo de trabalho, embora recursos de geracdo e transmissdo sejam necessdrios para
disponibilizar poténcia reativa para a impedancia Z.

A conservagdo de poténcia entendida no Capitulo 1 como resultado do teorema de Tellegen vale também
para a poténcia complexa.

Otimizacao da transferéncia de poténcia

Uma problemadtica de interesse pratico ¢ a determinagdo da relacdo ideal entre as impedancias de um gerador
e da sua carga, visando maximizar a disponibilidade de poténcia na carga. Considere-se para tal estudo o
circuito da Figura 9.3.

Z, = Re+jX,
e
1

E=Ep () [] Z

FIGURA 9.3 — Fonte senoidal e carga em regime permanente.
A poténcia ativa disponibilizada para a carga Z; da Figura 9.3 é
1 * 1 2
P, =E&)te(Eg1 )—ERg i

O primeiro termo € a poténcia média fornecida pela fonte e o segundo termo € a poténcia dissipada em Z,, a
impedancia da fonte. Convencionando a fase de E, como nula, pode-se escrever

gm Yy m gim:

1 1. 5
B = Egnly 00(£D) = Ry I

Considerando agora o problema

1 1 2
max P, =max | —FE, I cos(LI)——R,I; |,
1,21 " Im,AI[Z gl 0S(£1) 28 mj

tem-se que (para E,, € R, dados) o maximo de P,,em ZI € obtido para ZI =0 . Isso ocorre quando

Sm(Z)=-Sm(Z,) .

Portanto,

1 1 2
max P, =max P, =max| —E, I, ——R,I, |.
Lz " on,0 "o, [2 gmom- 58 mj
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Um gréfico tipico da fun¢do quadratica a ser otimizada é mostrado na Figura 9.4.

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 \

-0.1

-0.1 0 01 02 03 04 05 06 07 08
Im

0.9

FIGURA 9.4 — Grifico tipico de G Egnlm = Ry I,ij .

O valor 6timo de [, pode agora ser facilmente determinado, pois

P, 1
= Ean Rl = 0= 1, =2

m g

Esse valor de I, serd conseguido se
Re(Z;)= %e(Zg) .

Assim a condi¢@o para mdxima disponibilizacao de poténcia da fonte na carga é
&
Z L= Z g
E o valor da mdxima poténcia média transferida serd

2
_Egm

Pﬂ‘l
8R,

Circuitos trifasicos

Em circuitos de poténcia, o uso de correntes/tensdes alternadas senoidais € particularmente interessante pelos

seguintes motivos:

e tensdes/correntes alternadas podem ser convertidas facilmente usando transformadores (ndo ideais), que

sdo dispositivos eficientes e de baixa manutencao;
e geradores de corrente alternada sdo de construgdo relativamente simples, pois:
¢ enrolamentos de alta tensdo ficam no estator (parte fixa do gerador);

¢ tensdes induzidas sdo oscilantes por natureza.
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Circuitos trifasicos s@o circuitos de tensdo alternada de interesse pratico por motivos adicionais expostos
mais adiante. Trata-se de circuitos alimentados com trés tensdes senoidais de mesma amplitude, defasadas
entre si de 120 graus.

Um circuito trifdsico simples é mostrado na Figura 9.5. O tipo de ligacdo usado ali é chamado ligacdo
estrela-estrela, pois ha um ponto (terminal) em comum, tanto para as fontes quanto para as cargas. Quando
os pontos comuns (das fontes e das cargas) estdo interligados, chama-se a ligacdo de estrela-estrela com
neutro. Caso contrario, chama-se a ligag@o de estrela-estrela sem neutro.

> a

FIGURA 9.5 — Circuito trifdsico na ligagao estrela-estrela.

O diagrama dos fasores de tens@o para a fonte trifdsica ligada em estrela € mostrado na Figura 9.6.

FIGURA 9.6 — Diagrama de fasores de tensdo para fontes trifasicas ligadas em estrela.

As tensdes E,, Ej, e E. sdo denominadas fensdes de fase. Por definicdo

2 Ar

Eb:Eaej3 EC:Eaej3
As tensdes V,,, V., € V,. sdo denominadas tensées de linha. Do diagrama de fasores, conclui-se que:
V., = E, 143230° =3V, 230°
V., =3V, £150°
Ve =3V, £270°

Circuitos trifdsicos sdo particularmente interessantes, pois, usando bobinas convenientemente dispostas, é
simples criar um campo girante, o que barateia a construcdo de motores elétricos. Além disso, com carga
trifasica balanceada ou equilibrada (isto €, cargas iguais nas trés fases) t€m-se as seguintes vantagens adicionais.

e Vantagem 1: Para fins de transmissdo sdo necessdrios 3 fios apenas, em vez de 6 para um conjunto
equivalente de trés circuitos independentes de uma sé fase.

- 116 -



Andlise de circuitos: um enfoque de sistemas

e Vantagem 2: O torque no gerador € constante, o que significa nivel reduzido de vibracdo mecanica.

A seguir demonstraremos estas duas afirmacdes.

Demonstragdo da vantagem 1
Para um circuito trifdsico tem-se
E,+E,+E.=0.
Dessa forma, para as correntes por uma carga balanceada (como a do circuito da figura 9.5) vale

LayBp Lo g,

ZL 2y Zp
Este valor zero de corrente corresponde a corrente que fluird pela conexdo tracejada (o neutro) da
Figura 9.5. A conclusdo é que o fio em questdo € desnecessdrio. Assim, demonstramos que a
alimentacdo de uma carga trifdsica balanceada pode de fato ser feita com apenas trés fios. A
"economia” dos outros dois fios ocorreu com a defini¢do de um né (referéncia) comum para as trés
fontes.

Demonstragdo da vantagem 2

Para as poténcias instantaneas fornecidas em cada fase tem-se:

. 1v?
Py () = e, (1)i, (1) =EZ—L|[COS(4ZL)+COS(260I—AZL)]

2
V,

pp() =ep (i () = 1 Y cos(£Z; )+ cos(Za)t -Z7; —4—7[]
2|z, 3
1V,;2 87

Pe() =e ()i (t) = ——| cos(£LZ; ) +cos| 2at — £Z; ——
2|z, 3

O valor total da poténcia instantanea fornecida pela fonte a carga é, portanto:

2

3V
p(t) = pa () + pp () + p (1) == cos(£Z;)
2|z,

Este valor € constante. Como torque no eixo 7(¢) e poténcia fornecida por um gerador se relacionam
por meio de
pt)=1(Hw,

conclui-se que uma carga trifdsica balanceada fard que o gerador trabalhe sob condi¢des mecénicas
favordveis, pois poténcia e torque instantaneos serdo constantes.

Além da ligacdo em estrela, cargas trifasicas e fontes podem também estar ligadas em delta, como mostrado
na Figura 9.7 para a carga. As correntes [, I, e I. sdo denominadas correntes de fase. As correntes nos ramos
ab, ca e bc sdo chamadas correntes de linha.
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FIGURA 9.7 — Circuito trifdsico na ligagdo estrela-delta.

Da lei de Kirchhoff das correntes sabe-se que
Ty =1ap + 14
Iy =1Ipa +1pc
Io=1cq+1gp

Da definicdo das impedancias obtém-se:

Vab . = Vca Ib =Vbc
»Lea »Lhe

Zy Zy Zy

Ly =

Portanto,
3v 3V
I, = [ i (1430" —14150")=—m400
Zy Zy

3v 3V
I, = u(— 1230° +12270° )= 2m £ 1200
L Zy
3v
I.=22m 4 2400
Zy

De posse dessas expressdes, € possivel estabelecer uma equivaléncia (elétrica) entre cargas ligadas em
estrela e delta na forma da Figura 9.8.

37, 5z, Zy

Z
SZL ZL
FIGURA 9.8 — Equivaléncia delta — estrela para cargas trifdsicas balanceadas.

Pode-se derivar uma relagdo semelhante de equivaléncia entre fontes trifdsicas ligadas em estrela e em delta.

Se a impedancia Z; da linha de transmissdo for relevante, ela pode ser considerada diretamente no caso da
carga ligada em estrela. A impedancia da linha de transmissdo pode ser vista como ligada em série com a
impedancia de carga da fase (Z;); portanto, basta somar a impedancia da linha de transmissdo com a da carga
para obter a impedancia que de fato estd presente em cada fase do gerador (Z; + Z;).

No caso da carga ligada em delta, pode-se transformar a carga balanceada (Z; em cada fase) numa carga
estrela equivalente de valor Z;/3. Dai procede-se como no caso da carga estrela. O gerador estard "vendo"
uma carga estrela com impedancia por fase de (Z; + Z;/3). Isso, por sua vez, é equivalente a uma carga delta
com valor (3Z; + Z;).
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Exemplo: Para o circuito da Figura 9.9 calcule a poténcia e uma compensacgdo de fator de poténcia.

53 [mH]

20 [Q]

i0 =J =J
E, =180e’", E, =180e 3 , E.=180e¢ 3 , =260 [rd/s]
FIGURA 9.9: Exemplo de circuito trifdsico com carga em estrela sem neutro.

Para o equacionamento do circuito trifisico acima, basta considerar um fase, pois trata-se de um circuito com
carga balanceada. O circuito de uma fase correspondente € o da Figura 9.10.

E, C*) ] Z

FIGURA 9.10 — Uma fase do circuito da Figura 9.9.

Dos dados do problema tem-se
, , i,
Z; =20+ j(2760)0,053 =20+ j20= 20726774,
E Jjo _ir
1, :Z_a:180—eﬁ:6’36e ]A.
L ZOﬁeJA
Portanto, a poténcia complexa por fase vale:

* * i 7D 7D
P:%VI :%Eala =%180ef°.6,36e% =572,4ejA.

Os valores totais sdo
— T —
P, = 3.572,4.cos(A) =1214 [W]

0=3.572, 4.sen(%) —1214 [VA]

2
O fator de poténcia é cos(%) = BN Sua correcdo é conseguida colocando-se em paralelo com a carga de

cada fase uma admitancia Y,,,,, adequada (Figura 9.11).

A admiténcia a ser acrescentada deve ser tal que o fator de poténcia se torne um, o que € alcangado se Y.,
for igual ao oposto da parte imagindria de Y;.

-1
i 1 1
Y; =| 2072 %% =Y, =—j Y= i
L [ € j comp JZO\/E sen( A) 140
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+
Ea <'> Ymmp ] YL = ]EL

FIGURA 9.11 — Uma fase do circuito da figura 9.9 com compensacio de fator de poténcia.
Isso é conseguido com um capacitor cujo valor € determinado da seguinte forma

o1 .
Ycomp:JE:JaCZ>C = 66,3 [uF]

1
©40.2.7.60

Portanto, a compensag@o é conseguida ligando-se em paralelo com a carga em estrela um conjunto de trés
capacitores em estrela com 66,3 [¢F] cada um. Alternativamente, usando a equivaléncia estrela-delta da
Figura 9.8, podem-se usar trés capacitores de 66,3/3 [uF] cada um ligados em delta. Nesse caso, a tensdo
sobre os capacitores serd maior; o valor da capacitincia requerida serd menor. Os diagramas de circuito para
as duas ligagdes equivalentes encontram-se nas Figuras 9.12 e 9.13, respectivamente.

66,3 [4F]

06,3 [4F]

22,1 [1F]

FIGURA 9.13 — Circuito da Figura 9.9 com compensacao de fator de poténcia em delta.

Cargas trifasicas desbalanceadas

Uma carga trifdsica genérica na ligacdo delta € mostrada na Figura 9.14. Para essa carga, tem-se:

3,307 3v,£150°

ab »Lea »Lbe

Zab an

3v,,£270°
Z

C
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FIGURA 9.14 — Circuito com carga trifdsica genérica ligada em delta.

A conclusdo € que o diagrama dos fasores de corrente apresentar-se-4 "repuxado” em fungdo de diferencas
entre as impedancias Z,;, Z,. € Z,.

»
»
1,

FIGURA 9.15 — Circuito trifisico com carga genérica ligada em estrela com neutro.

Para a ligacdo de uma carga desbalanceada em estrela com neutro (Figura 9.15), tem-se:
E E E

I,=—%1,=—b 1 ==

Zan an ch

A corrente pelo neutro é dada por Iy =—([,+1,+1.)#0. Por isso, além do diagrama de fasores de
corrente "repuxado”, haverd uma corrente de neutro ndo nula.

Para a ligacdo de uma carga desbalanceada em estrela sem neutro, haverd ainda um diagrama de fasores de
tensdo "repuxado" em razdo da auséncia do neutro. O equacionamento pode ser feito como mostrado a
seguir.

Da lei de Kirchhoff das correntes tem-se:
I,+1,+1.=0
Da lei de Kirchhoff das tensdes e da defini¢do das impedancias tem-se:
Zala =Zply =V
- Zala + ZCIC = VC(l
—Zde+Zply =V
Assim
Zolg =Zply =V
—Z (=g =1p)+Zply, =V,

Za _Zb Ia _ Vah
Zc Zb+ZC Ib Vbc.
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Exercicios propostos

Exercicio 1:
Qual o fasor que representa o sinal v,(¢) do circuito da Figura 7.15 em regime permanente senoidal, quando
v(t) = cos 5¢? Considere R, = R,.

Exercicio 2:
Qual o fasor que representa o sinal v{(f) do circuito da Figura 7.15 em regime permanente senoidal, quando
v(f) = cos (t+ 0,2)? Considere R, = R;.

Exercicio 3:

Para o circuito da Figura 7.18, o contetido do bloco pontilhado é o0 mesmo do bloco pontilhado no circuito da
Figura 7.17. Determine o valor da impedancia Z; para que em regime permanente senoidal a corrente i(f) € o
sinal v,(#) sejam representados pelo mesmo fasor (exceto pelas unidades).

Exercicio 4:

Esta questdo trata de uma carga trifidsica balanceada alimentada por um gerador trifdsico defeituoso.
Determine os fasores I, I, 1. para a situagdo da Figura 9.16, na qual E, e E, sdo parte de uma fonte trifdsica
ideal.

FIGURA 9.16

Exercicio 5:

Esta questdo trata de uma carga trifisica balanceada (a carga por fase é Z;, impedancia da linha € Z)) que estd
sendo alimentada por um gerador trifisico defeituoso conforme indicado na Figura 9.17. Determine os
fasores I',, I';, I'. para a situag@o abaixo, na qual E, e E, sdo parte de uma fonte trifdsica ideal:

 S— >

FIGURA 9.1
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Exercicio 6:
Considerando os dois circuitos da Figura 9.18, deduza a relagado existente entre os fasores I,e I'y, I, e I, I. e
I'.. Considere E,, E;, E. um gerador trifdsico perfeito.

FIGURA 9.18
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10. Circuitos com varias portas de acesso; reciprocidade

Em capitulos anteriores circuitos resistivos com uma porta de acesso foram representados como indicado na
Figura 10.1.

h(v,i,t)=0
FIGURA 10.1 — Circuito resistivo com uma porta de acesso.
Para circuitos resistivos lineares, sempre existe o equivalente de Norton e o de Thévenin (Figura 10.2).
i i
> o1
+ + R

v GD if1) [] R W) C+>

.—‘
FIGURA 10.2 — Equivalentes de Norton e Thévenin.
Para o equivalente de Thévenin vale
v(t) = Ri(t)+vy (7).
Para o equivalente de Norton vale

i) = Gv(t) +if (1).

No caso de uma classe muito abrangente de circuitos dindmicos com uma porta de acesso, uma representacio
na forma de estado pode ser escrita como:

x(1) = flx(0),u(t),1], x(0)=xg
w(t) = glx(0),u(r),1]

onde x é o vetor de estado, f € uma funcdo vetorial, u € a varidvel tensdo v (ou corrente i), e w € a corrente i
(ou tensdo v). Para o caso de circuitos lineares invariantes no tempo (exceto as fontes independentes, que
podem ser variantes no tempo), esta equagdo de estado serd do tipo:

x(t) = Ax(t) + Bju(t) + Byu (@), x(0)=x
w(t) = Cx(t) + Dju(t) + Dou g (1)

onde u; representa a contribuicdo das fontes independentes. Para condigdes iniciais nulas, uma representagdo
equivalente no dominio s é:

W(s) =[C(sI = A)"' B+ D1 U(s) +[C(sI = AY "' By + Dy 1U 4 (5)
A 238

V(s) Z(s) 1(s) Vi(s)

ou ou ou ou

1(s) Y(s) V(s) 1,05)
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Z(s) pode ser vista como uma impedancia equivalente do circuito. Alternativamente Y(s) pode ser vista como
uma admitincia equivalente do circuito. Essas no¢des permitem a generalizagdo do conceito de equivalente de
Norton e Thévenin para o caso de circuitos lineares dindmicos, como mostrado na Figura 10.3.

I(s) I(s)
~— 1+
+ + s

V(s) GD I(s) ]Y(S) V(s) Vf(s)CD

—

FIGURA 10.3 — Equivalentes generalizados de Norton e Thévenin.

Circuitos com duas portas de acesso

Circuitos com duas portas de acesso podem ter trés ou quatro terminais (Figura 10.4).

i] i2
O~ 0O
: : O," .0
' + +

Vi "2 .v_’ ‘v_‘
- 1 2
O oF ©
(a) (b)

FIGURA 10.4 — Circuitos com duas portas de acesso, com (a) e sem (b) terminal comum.

No caso de circuitos resistivos, a descri¢do continua sendo do tipo f(v,i,#) =0 , mas agora com os vetores

relab el el

Como no caso de circuitos com apenas uma porta de acesso, muitos circuitos dindmicos possuem uma
representacdo na forma de estado do tipo

x(t) = f[x(t)9u(t)y t]» X(O) = -x()
w(t) = gx(t),u(),1]
onde x é o vetor de estado. Nos circuitos com duas portas de acesso, os vetores u(f) e w(f) terdo dimensdo

2x1. Para u(t) e w(t) pode-se ter os seguintes casos (além daqueles obtidos por troca das componentes dentro
destes vetores):

_VI il_
1. w= , u=|.
V2 12 |
i vy |
2. w= .l , U= !
12 V2 |
- i
3. w= .1 , U= !
L2 V2 |
4. w= ,

i
V2
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5' W=|:‘il:|, M=|:V?:|
I 1
6. W:|:V?:|’ u:|:VI:|
— I

Para o caso de circuitos lineares invariantes no tempo (exceto as fontes independentes, que podem ser
variantes no tempo), a equagao de estado é:

x(t) = Ax(t)+ Bju(t) +Buy ), x(0)=xg

w(t) = Cx(t) + Dyu(t) + D2uf (1)
onde u; representa a contribui¢do das fontes independentes do circuito. As possibilidades para as
componentes dos vetores u(f) e w(f) sdo aquelas discutidas acima. Para condi¢des iniciais nulas, uma
representacio equivalente no dominio s é:

W(s)=[C(sI~A)™ B+ Dy1U(s)+[C(sI ~A)™ By + Dy1U 1 (s)

Se para um circuito linear especifico tivermos uma representacdo controlada por corrente, isto é
V] ihl_.
w= =V, u = . =1,
\¥) )

W(s)=V(s) =[C(sI~A)" B+ DM (s)+[C(sI ~A)" By +Dy1U £ () = Z()I(5)+Vigperso (5)

V(S)Z[Zn(s) ZIZ(S):|I(S)+|:Vabertol(s):| (10.1)
221(8)  z22(5) Vaberio2($)

entdo vale

Com base na expressdo (10.1), pode-se desenhar o diagrama do circuito equivalente da Figura 10.5 usando
os elementos da matriz Z(s), que também é denominada matriz de impeddncia do circuito.

II(S) Va/bim‘\ul(s) VabertoZ(S) IQ(S)
> A - —
+ o +
zn(s)
Vi(s) Va(s)
Zi2(S)Ix(s) 21(s)Ii(s)

FIGURA 10.5 — Circuito equivalente para circuitos controlados por corrente.

De forma andloga para um circuito linear especifico com representacio controlada por tensdao
I Vi
w= , U=
i V2
-1 -1
W(s)=1(s)=[C(sI—A) " B +DIV(s)+[C(sI =A)" By +Dy]U ;(s) = Y($)V () + L1 (5)

Icuro( )
I(S)z{yn(s) y12(S)}V(S)+[ oy \5 ] (102)

tem-se

yll(s) Y22 () Icurtoz (s)

Com base na expressio (10.2), pode-se desenhar o diagrama de um circuito equivalente usando os elementos
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da matriz Y(s), também denominada matriz de admitdncia do circuito.

No caso da representacdo controlada por corrente e quando V,...,1(5) €V, pe00(s) forem nulos, as

impedancias z;1(5), 212 (5),221(S) € 255 (s) podem ser interpretadas como impedancias de circuito aberto,

pois
Vi Vi V. V.
Zn(s)=[—1 Zp(s)=—+ Zzl(s)=1—2 2 (s)=—%
H,=0 21L=0 Ll,=0 21=0

211(8), 297 (s) sdo denominadas impeddncias das portas € zy,(s),251(s) sdo denominadas impedancias de

transferéncia. No caso da representacdo controlada por tensdo, existe uma interpretacdo semelhante para as
admitancias (de curto circuito).

Além das representacdes controladas por corrente ou tensdo nas quais se trabalha com matrizes de
impedancia ou admitincia respectivamente, existem as formas hibridas e de transmissao caracterizadas pelas
matrizes H(s), H'(s) e T(s), T'(s) respectivamente, definidas abaixo para o caso U;= 0.

{Vl(s)} :{h“(s) hlz(s)}{ll(s)}
15(s) Iy (s)  hyy(s) || Va(s)
[h(”}z[h'n(s) h'12(5)}[vl(s)}
V2 (S) h'21(s) h'22(s) 12(5‘)
{‘G(S)}:{m(ﬂ tlz(S)M VQ(S)}
II(S) t21(s) lzz(s) —Iz(S)
[Vz(s)}{fn(s) f'12(s)}{vl(s)}
—12(5‘) t'21(s) t'22(5‘) Il(S)
A conversio de uma representacio na outra nem sempre é possivel. Por exemplo a conversdo 7(s) = 7" (s)

s6 € possivel se det[7T(s)] ndo for identicamente nulo. O caso do transformador ideal ilustra o fato de que, as
vezes, algumas representacdes das listadas acima inexistem para um dado circuito.

Exemplo: Verificaremos que circuitos com duas portas de acesso, controlados por corrente e com terminagao
em uma das portas, possuem a mesma descricdo de circuitos com uma porta de acesso. Para tal, considere o
circuito da Figura 10.6.

Il (s) Vaherm] (S) Vabe/rti(s) 12 (S)
- <
— NS AN,
220(8)
Vi(s) va(s) [] Zuts)
221(8)1i(s)

FIGURA 10.6 — Circuito controlado por corrente com terminagdo na porta 2.

Os dados do problema sio:

Vo (s)=—Z; ()5 (s)
{Vm} _ {m(s) le(S)}{Il(S)}r Vaberto, (5)
Va(9)] L2108 20() JL12() | | Vaberto, (5)

Substituindo a primeira expressao na segunda obtém-se:
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{ Vi(s) }{zms) 212(8)}{11@)} Vaberto, (5)
_ZL(S)I2(S) ZZI(S) Z22(3) I (s) Vabertoz(s)

L@ =[-Z15) =20 ] " [ 2211+ Vabero, ()
E finalmente
6 ={m10 =226 + O] 20O 1O =22 (216 + 222 Vaertoy )+ Vaers, )

que ¢é a descric¢do de um circuito com uma porta de acesso controlado por corrente.

Circuitos com multiplas portas de acesso

A generalizagdo dos conceitos expostos acima para circuitos com mais portas de acesso € simples.
Suponhamos inicialmente que para o circuito em estudo exista uma representaciio na forma de estado:

x(1) = flx(0),u(t),1], x(0)=xg
w(t) = glx(0),u(r),1]

onde x é o vetor de estado. Os vetores u(f) e w(f) terdo dimensdo mx1, onde m € o nimero de portas. Nesses
vetores estardo distribuidas as tensdes e correntes nas portas.

Para circuitos dindmicos lineares, uma representagdo controlada por corrente continuard tendo o formato
V()= Z()(S)+Vaperio () 5
e uma representacdo controlada por tensiao continuard tendo a forma
1) =YV (s)+1 00 (5) .

A dimensdo das matrizes de impedancia e admitancia serd mxm.

Reciprocidade
Definicdo

Um circuito de duas portas reciproco € um circuito que contém exclusivamente elementos de dois
terminais lineares invariantes no tempo (resistores, capacitores e indutores lineares), indutores
acoplados e transformadores ideais.

Observagdo
Fontes e giradores sdo exemplos de elementos de circuitos ndo admitidos num circuito reciproco.
Teorema da reciprocidade
Para um circuito reciproco e cada representag@o associada (existente) vale:
21(8) = 212(5)
¥21(8) = y12(s)
hyy (s) = =hy5 (s)

h'a1(s) = =h'15(5)
Observagoes

1) Para circuitos compostos apenas por resistores lineares invariantes no tempo, o teorema da
reciprocidade vale também no dominio do tempo.

2) Para circuitos reciprocos det(7) = det(7") = 1.
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Exemplo: O teorema da reciprocidade pode simplificar o equacionamento de circuitos. Para um exemplo
ilustrativo considere-se o circuito reciproco da Figura 10.7.

%0

—

+
Vi

A0k

Z3

—
+

V2

®

FIGURA 10.7 — Exemplo de circuito linear reciproco.

Neste caso, a lei de Kirchhoff das tensdes na formulagdo nodal resulta nas equagoes:
Vi($) = Zi ()11 (s) = Z3 ()1 (s) + 12(5)] =0
Va($) = Zy(s)15(s) = Z3(s)[11(s) + I(s)] = 0

das quais obtém-se a descri¢do controlada por corrente:

[Vas)} _ [Zl(s)+ Zy(s)  Z3(s)

V2(S) Z3(S) Zz(S)+Z3(S)

Hil(s)} ou V(s)=Z(s)I(s)
I, (s)

O mesmo resultado pode ser obtido por inspecdo usando-se o teorema da reciprocidade e a interpretagdo dos
elementos da matriz de impedancia Z(s):

Vi Vi
=" =Z(D+Z3(5)  zp()=-  =Z3(5) =29 (5)
Lr,=0 215=0
V.
20 () == =Zy(s)+Z3(s).
By

J4 para o circuito da Figura 10.8, o equacionamento usando a lei de Kirchhoff das tensdes na formulacdo
nodal € andlogo, mas o equacionamento por inspecdo é (conceitualmente) diferente, pois o circuito nio é

reciproco.
2O ENONIIOE

—p P
+ +

ii(1) A

®

FIGURA 10.8 — Exemplo de circuito linear ndo-reciproco.

Vi V2

Usando a lei de Kirchhoff das tensdes na formulagdo nodal resulta
Vi(8)= Zy ()11 (8) = Z3 ()21, () + 1 ()] = O
Vo () =Zy(5)I5(5) = Z5 ()2 (s)+15(s)]=0

Destas equagdes obtém-se uma descri¢do controlada por corrente (claramente nio reciproca):
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[Vl(s)} =[Z1(s)+2Z3(s) Z5(s) }[ll(s)

VZ(S) 223(5‘) Zz(s)+Z3(S) 12(5‘):| ou V(S)=Z(S)I(s)

O mesmo resultado pode ser obtido diretamente por inspe¢do usando-se a interpreta¢do para os elementos da
matriz de impedancias, mas o teorema da reciprocidade ndo pode ser aplicado:

Vi Vi V-
1) == =Z{()+2Z5(5) zp(s)=—H  =Z5(s) # 2p1(5) =—=
L,=0 215=0 Ll1,=0
V. V.
ZZI(S):_ :223(S) 222(5‘):— :Zz(S)+Z3(S).
Llr,=0 215=0

Exercicios propostos

Exercicio 1:

Determine os equivalentes generalizados de Norton e de Thévenin para os circuitos da Figura 10.9.

R,
+ > .\ R,
R1 | + R
!
) C % L
v
R3- Vf(t)
1 ]
R, 1[S]
+ — %
R,

v o) > < = C

FIGURA 10.9

Exercicio 2:

Determine as representagdes possiveis para os circuitos das Figuras 10.10 e 10.11. Quais destes circuitos sdo
reciprocos?

tl(t) (k] ir(t) tl(t) (k] ir(1)
vi(t) 1 [uF] I || (kQ]  va(1) vi(t) 10 [mH] % || (kQ]  va(1)
i) 1IKQL k) 1k (1)

+ —>—|:.:|_ —{1 <«
vi(t) 1 [WF] _|_ 10 [mH]

FIGURA 10.10

Vva(t)

1 [kQ]
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i RS e

+ - +
vi(t) R, > < J— c
1

i\ R, Ly n=n;:n, R,

Vi Va

FIGURA 10.11
Exercicio 3:

Determine as representacdes possiveis para os circuitos das Figuras 10.10 e 10.11 ligados em paralelo, dois a
dois, conforme diagrama da Figura 10.12. Quais destas interconexdes sdo circuitos reciprocos?

&

N,

Ny

FIGURA 10.11
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Apéndice A — Fracoes parciais

Uma funcio racional

=)

G(s) 46s)

com grau do denominador maior do que o grau do numerador pode ser expandida em fracdes parciais na
forma

a a
G(s)=—— . +—N (A.1)
s—rl s—rN
quando as raizes ry, ..., ry de d(s) forem simples, e na forma
a a a ani a
G(s)=—1—+— =2 Tt L L S, (A.2)
S=H  (s—n) (s_rl)l’ S=Tpy1 S—ry

quando a primeira raiz, r;, de d(s) tiver multiplicidade p (com as demais raizes simples).

Os coeficientes a; sdo denominados residuos. O coeficiente a; do j-ésimo termo em (A.1) ou em (A.2)
relativo a uma raiz simples de d(s) pode ser calculado por

n(s)
a; ={(s—rj) d(s)lzrj )

Para as raizes multiplas de d(s), os coeficientes dos primeiros p termos em (A.2) valem

SRR Ll PR Y| G
YT (P—J')!{dsp_j [(s " d(s)}}w bl

Alternativamente todos os coeficientes podem ser encontrados reescrevendo-se a expressdo expandida em
fragdes parciais, usando o denominador comum e comparando-se os coeficientes do numerador com os
coeficientes de n(s).
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Apéndice B — Fator de mérito

Um conceito bastante tradicional em circuitos € o de fator de mérito definido no contexto da resposta de
circuitos a sinais senoidais (com condi¢des iniciais nulas). A fator de mérito Q de um circuito com elementos
reativos € (por definicdo) o miltiplo 27 da razdo entre a mixima energia armazenada pelo circuito, W, € a
energia W, por ele dissipada num ciclo do sinal.

Q — 2” Wmax
Wa

O fator de mérito € muitas vezes também chamado de fator de qualidade.

Circuito RL série
Seja I =1 mej 4l 4 fasor corrente de freqiiéncia @ [rd/s] num circuito RL série (Figura B.1).

I

L

FIGURA B.1 - Circuito RL série.

A energia dissipada num ciclo vale

2
27 o 7l
Wy = 1 eficaz™ = -
A méxima energia armazenada serd
1.2
Woax = 3 LI, .
Portanto,
L 2
—LI
Q=272'Wmax=27'[2 m:a)_L
Wa a2 R
-m
w

Circuito RC série

£0°

Sejam Vo =V, mej el=1 mej “I' o5 fasores de tensdo e corrente de freqiiéncia w [rd/s] no circuito RC

série da Figura B.2.

FIGURA B.2 — Circuito RC série.

A energia dissipada num ciclo vale

2
2r 2 Elm
Wy = IeficazR =
A méxima energia armazenada serd
1 2 | )
W onax 5 CVen = 5 Cci,,

Portanto,
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%Cli
Q=27sz“x=27z2(” -
Wd 7[]31 wRC
—2R
[

Circuito RLC série

O diagrama do circuito RLC série para o qual serd determinado o fator de mérito encontra-se na Figura B.3.

I=1,e/“
+
14 K ¢ L

FIGURA B.3 — Circuito RLC série.

A relacdo entre tensdo e corrente vale
1
V(s)=(L+—+R)I(s).
sC
Em regime permanente senoidal (s = j@) valerd, portanto
. 1
V=((oL+——+R)I .
joC

Quando o circuito da Figura B.3 estiver conectado a uma fonte de tensdo senoidal, o médulo do fasor de
corrente terd um maximo em freqiiéncia para @ = a). Essa freqiiéncia é chamada de fregiiéncia de
ressondncia. Nesta freqiéncia

. 1 > 1
L=———>=w)y=—.
/% jaC “ LC

Na freqiiéncia de ressonéncia, a energia armazenada serd igual a

) 1 2
Wmax:ELIm: 2C1m'
2(00
Portanto,
1 2
22 Ci,, | 1 LI,% L
@, @,
Qy =27 02 = ,ouainda Q :271'ZT:L
ﬂlm wORC Elm R
0)0 a)o

A quantidade Q, tem relacdo direta com a resposta em freqiiéncia. Para verificar isso, vamos determinar as
freqtiéncias a direita e a esquerda de @), nas quais a poténcia média dissipada 1 gﬂcazR cai a metade do seu
valor mdximo (que ocorre em «p). Estes sdo chamados de pontos de meia poténcia. Nessas freqiiéncias, o

médulo do fasor corrente cai a (1/+/2 ) vezes seu valor maximo. Para tais freqiiéncias tem-se

ja)L+'L = a)L—L =R,
joC oC

com as duas possibilidades

1 1
— —@L=R e w,L-——=R.
CUIC a)zc

Dai calcula-se
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o —RC ++/(RC)> +4LC 0 RC++/(RC)> +4LC
= c = .

2LC 2LC

Como @, —w; = R/ L conclui-se que

1 wyL ,
0, = oL _ 0

_C()()RC_ R _COZ—CUI

Circuito RLC paralelo

O diagrama do circuito RLC paralelo para o qual serd determinado o fator de mérito encontra-se na Figura
B.4.

=1,/

+

V=Vmejzv L 3 = C G

FIGURA B.4 — Circuito RLC paralelo.

A relacdo entre corrente e tensdo vale

1
I(s)=(sC+—+G)V(s).

sL

Em regime permanente senoidal (s = ja) valerd, portanto

1
I=(joC+——+G)V

JjoL

Quando o circuito da Figura B.4 estiver conectado e uma fonte de corrente senoidal, o médulo do fasor de
tensdo terd um maximo em frequéncia para @ = ). Esta € a freqiiéncia de ressondncia. Nessa freqiiéncia

1 1
JjooC =— = a)g =—.
joyL LC

Na freqiiéncia de ressondncia, a energia armazenada serd igual a

1 2 1 2
W nax =ECV’" = 5 Vi
20)0 L
A energia dissipada num ciclo vale, em termos de V,,
27 o 7Z'Vm2
W, = —VeﬁmZG =—G
20 Wy
Portanto,
1
1 2
2V ayc 2L G
=27 = , ou ainda =27 =
Qo 2 G Qo 5 pNTe
m G m
(O g
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Também neste caso a quantidade Q, tem relagdo direta com a resposta em freqii€ncia. Para verificar isso,
vamos determinar as freqiiéncias a direita e a esquerda de @) nas quais a poténcia média dissipada Ve?”icazG
cai a metade do seu valor maximo (que ocorre em ap). Nessas freqiiéncias, o mdédulo do fasor tensdo cai a

(1/ x/E ) vezes seu valor maximo. Para tais freqiiéncias tem-se

joC +L = a)C—L =G,
joL L
com as duas possibilidades
1 1
—-0C=G ¢ 0,C—F=GC.
oL o, L

Dai calcula-se

—LG ++/(LG)> +4LC o LG ++(LG)? +4LC
€ = .

“@= 2LC 2LC

Como @, —@; =G/ C conclui-se que

wyC 1 0]
Qp=—r—= 0

G a)OLG_ W) — W,

Parametrizacao Q, oy

No caso do circuito RLC série (Figura A.3), a funcao de transferéncia de v(f) para i(¢) é

Gys)="&W 1 =(ij d =(lj >
VO (e Lyg (L R 1L 2+ 51 g
sC L' LC 2

No caso do circuito RLC paralelo (Figura A.4) a funcdo de transferéncia de i(f) para v(¢) é

G (s)=V(s) = ! =(lj s =(lj s
! I(s) (sC+iL+G) ¢ s2+gs+L—1C ¢ s2+Q@
S 0

s+ag

Em ambos os casos, as quantidades Q, e a) podem ser entendidas como parametros da familia dos circuitos
RLC série ou paralelo. Esses parimetros relacionam-se diretamente com os parimetros & e [ usados no
estudo de circuitos dindmicos no Capitulo 6. As expressdes que definem o e B em funcio de Q, e @’ sdo
obtidas por inspegdo

[0
a=—0,ﬁ=a)§.

209

Estendendo o conceito, pode-se utilizar uma parametrizacdo (Qy, @) para denominadores de funcdes de
transferéncia de circuitos de segunda ordem em geral. Porém, neste caso, existem algumas diferencas
importantes entre a parametrizacdo (Qy, @) e a parametrizacdo (¢, f). Na parametriza¢do (@, f) ndo se
estabeleceu restrigéio sobre o sinal dos pardmetros. Na parametrizagdo (Qo, @), casos com & e [ negativos
(portanto, Qp e @)’ negativos) ndo fazem sentido, pois a parametrizacdo (Q,, @) estd vinculada a uma
interpretacdo fisica do fator de mérito e da freqiiéncia de ressonancia. Esta interpretacdo demanda valores
positivos para Qy e a’. Do ponto de vista de estudo do comportamento de um circuito de segunda ordem no
tempo e no plano de fase, a parametrizacéo (&, f) leva vantagem, em razdo da relagdo mais simples dos
pardmetros com as raizes do denominador da fungdo de transferéncia, que sdo as quantidades que
determinam o comportamento do circuito.
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Indutor
acoplado, 66
controlado por fluxo, 53
controlado por corrente, 53
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Neutro, 116
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concavos, 18
controlado por corrente, 11
controlado por tensdo, 11
convexos, 18
linear, 1, 2
ndo linear, 11
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