
Universidade Estadual de Campinas

Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computação

Receptores Iterativos para

Canais de Acesso Múltiplo Ruidosos com

N Frequências eT Usuários

Autor: Manish Sharma

Orientador: Prof. Dr. Jaime Portugheis

Tese de Doutorado apresentada à Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computação como parte
dos requisitos para obtenção do título de Doutor
em Engenharia Elétrica. Área de concentração:
Telecomunicações e Telemática.

Banca Examinadora

Prof. Dr. Jaime Portugheis (Orientador).......... DECOM/FEEC/UNICAMP
Prof. Dr. Paul Jean Etienne Jeszensky...................................... PTC/EPUSP
Prof. Dr. Getúlio Antero de Deus Júnior................................... EEEC/UFG
Prof. Dr. Reginaldo Palazzo Júnior........................... DT/FEEC/UNICAMP
Prof. Dr. Max Henrique Machado Costa ........ DECOM/FEEC/UNICAMP

Campinas, SP

23 de Setembro de 2010



FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA ÁREA DE ENGENHARIA E ARQUITETURA - BAE - UNICAMP

Sharma, Manish
Sh23r Receptores iterativos para canais de acesso múltiplo

ruidosos com N frequências e T usuários / Manish
Sharma. –Campinas, SP: [s.n.], 2010.

Orientador: Jaime Portugheis.
Tese de Doutorado - Universidade Estadual de

Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computação.

1. Telecomunicações - Modelos matemáticos. 2.
Acesso múltiplo por divisão de código. 3. Códigos de
controle de erros. 4. Teoria dos grafos - Processamento
de dados. 5. Entropia. I. Portugheis, Jaime. II.
Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computação. III. Título.

Título em Inglês: Iterative receivers for an N frequency T users multiple
access channel with noise

Palavras-chave em Inglês: Telecommunications - Mathematical models, Code
division multiple access, Error control codes,
Graph theory - Data processing, Entropy

Área de concentração: Telecomunicações e Telemática
Titulação: Doutor em Engenharia Elétrica
Banca Examinadora: Paul Jean Etienne Jeszensky, Getúlio Antero de Deus Júnior,

Reginaldo Palazzo Júnior, Max Henrique Machado Costa
Data da defesa: 23/09/2010
Programa de Pós Graduação: Engenharia Elétrica

ii







Resumo

O objetivo deste trabalho é analisar o desempenho da recepção e detecção conjunta e iterativa para
canais de acesso múltiplo. A análise se concentrou em torno de um canal ruidoso comN frequências
compartilhado porT usuários. Encontramos valores para a capacidade do canal para detecção con-
junta e individual. Embora a eficiência espectral do sistemaseja relativamente baixa, a combinação
deste fator com uma grande faixa de frequências permite altas taxas de transmissão com baixa rela-
ção sinal ruído. O receptor foi modelado como um grafo de fatores e foi analisado através de curvas
EXIT, que também são utilizadas para otimizar os códigos corretores de erro dos usuários. Propomos
alguns sistemas baseados nesta técnica e simulamos a sua probabilidade de erro de bit. Os resultados
indicam que é possível transmitir informação com taxas próximas da capacidade do canal. Tanto o
grafo do receptor como as análises subsequentes podem ser aplicadas para outros canais de acesso
múltiplo, especialmente para sistemas comN símbolos de transmissão ortogonais.

Palavras-chave: Sistemas multiusuário, capacidade de canal, detecção conjunta, processos itera-
tivos, grafos de fatores.

Abstract

The aim of this work is to analyze the performance of iterative joint reception and detection for
multi-user channels. The analysis is centered around anN -frequency MFSK noisy channel shared
by T users. Channel capacity values are obtained for joint and single user detection. Although the
system’s spectral efficiency is low, high rates at low signalto noise ratio are achievable by using a
wide-bandwidth channel. The receiver is modeled as a factorgraph and analyzed by its EXIT charts,
which were also used to analyze the users’ error correcting codes. Some systems are proposed and
simulated to obtain the bit error probability. Results indicate that it is possible to transmit information
with rates close to channel capacity. The proposed receiverand the performed analysis can be applied
to other types of multiple access channels, in particular for systems withN orthogonal transmission
symbols.

Keywords: Multi-user systems, channel capacity, joint detection, iterative processes, factor graphs.
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Capítulo 1

Introdução

A sociedade utiliza alguns sistemas de telecomunicação semfio. O conjunto de padrões de co-

municação sem fio da família IEEE 802 [1], com diversas aplicações, é um exemplo. Há sistemas

com alcance menores tais como o Bluetooth [2] e WUSB (do inglês:Wireless Universal Serial Bus)

[3] tradicionalmente utilizados para conectar dispositivos numa rede local. Estes sistemas tem ficado

cada vez maiores, tanto no número de usuários como em taxa de transmissão. Como exemplo pode-

mos comparar o sistema de telefonia celular digital, implantado no Brasil no final da década de 90

com taxas de 14400 bits/segundo/usuário (padrão IS-95), com o sistema de internet sem fio, implan-

tando nos últimos anos com taxas de até 1 Mbps para o padrão HSPA (do inglês:High Speed Packet

Access).

Os sistemas mencionados tem algumas características em comum. A faixa de frequências utili-

zadas forma um canal que é compartilhado por vários usuáriosao mesmo tempo, denominado MAC

(do inglês: Multiple Access Channel). Os usuários possuem códigos de acesso que permitem que

cada um deles possa transmitir individualmente para um receptor em comum e vice-versa. O canal

altera os sinais transmitidos através da adição de ruído e desvanecimento devido a existência de vários

percursos entre o transmissor e o receptor.

É de se esperar que sistemas futuros permitam que os usuáriostransmitam com taxas ainda mai-

ores. A taxa de transmissão de dados por um canal tem um limiteque depende basicamente da faixa

de transmissão utilizada e da relação sinal-ruído no receptor, como mostrado em [4]. Uma das formas

de se transmitir com taxas maiores é utilizar grandes faixasde frequências de transmissão, ou bandas

ultra largas (UWB - do inglês:Ultra-WideBand).

Entretanto, a utilização de faixas de transmissão muito grandes traz alguns problemas. Um deles

é que o desvanecimento causado pela existência de múltiplospercursos pode não ser constante ao

longo de toda a faixa, podendo ser mais forte ou mais fraco em algumas partes e ainda variar em

função do tempo. Uma forma de solucionar este problema é dividir a faixa maior emN faixas

1



2 Introdução

menores. Podemos considerar nesta situação que o desvanecimento em cada uma dessasN subfaixas

é constante por um pequeno intervalo de tempo, o que simplifica a análise.

O sistema FFH-CDMA (do inglês:Fast Frequency Hopping Code Division Multiple Access)

utiliza esta divisão da faixa juntamente com um padrão de salto entre subfaixas para permitir que

vários usuários transmitam simultaneamente para o mesmo receptor. Alguns métodos de detecção

para este sistema foram elaborados ao longo dos últimos 30 anos. A maioria destes métodos considera

que a saída do receptor é discretizada em dois níveis. Os usuários são detectados individualmente ou

sequencialmente.

Se os sistemas futuros devem permitir a transmissão de dadoscom a maior taxa permissível pelo

canal, eles devem operar perto da capacidade do canal. A capacidade depende do tipo do sinal rece-

bido (contínuo ou discreto) e do tipo de detecção utilizada (individual ou conjunta). É de se esperar

que a capacidade seja maior para o sistema que recebe valorescontínuos e realiza a detecção conjunta

dos usuários.

1.1 Problema estudado e metodologia

Analisaremos um canal com bandaW que sofre desvanecimento seletivo em frequência. Este

canal será dividido emN sub canais com bandaW/N cada. Consideraremos que, em cada um destes

sub canais, o desvanecimento é plano, independente dos outros canais e variante no tempo, isto é, a

banda de coerência do canal é igual aW/N [5]. O desvanecimento em cada um destes canais tem

uma distribuição de Rayleigh.

Este canal é a base do sistema FFH-CDMA [6], na qual se adicionaum código de endereçamento

para que se possa separar os usuários. A tecnologia Bluetooth[2] também é baseada neste canal, mas

com um sistema SFH-CDMA (do inglês:Slow Frequency Hopping Code Division Multiple Access).

A diferença entre o FFH-CDMA e SFH-CDMA está na relação entre a taxa de símbolos transmitidos

e a taxa do código de endereçamento: se a taxa de símbolos é menor do que a taxa do código de

endereçamento, o sistema é SFH; caso contrário, é FFH.

O código de endereçamento utilizado no sistema FFH-CDMA é umasolução do receptor para

permitir o acesso múltiplo, mas ele não é parte integrante docanal. Ele é semelhante a um código

de repetição tendo assim baixa eficiência espectral com o aumento do seu comprimento. Como o

objetivo é transmitir com taxas altas em relação à capacidade do canal, eliminaremos este código e

deixaremos a cargo do decodificador de canal tanto a correçãode erros como a separação das palavras

transmitidas pelos usuários.

Desta forma, podemos dividir o receptor em duas partes: detector conjunto e decodificadores, um

para cada usuário.
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Assim, as perguntas que desejamos responder são:

• Qual é a capacidade deste canal?

• Como podemos construir um detector conjunto para este sistema que utilize os valores contí-

nuos recebidos do canal e valores de probabilidade fornecidos pelos decodificadores?

• Quais classes de código podemos utilizar em conjunto com este detector?

• Como podemos projetar sistemas para este canal, e quão próximos da capacidade podemos

transmitir?

Estas perguntas podem ser respondidas utilizando conceitos da Teoria da Informação. Tendo em

vista o sucesso que algoritmos de propagação de probabilidades (códigos Turbo e LDPC) obtiveram

na decodificação de canal, é de se esperar que a aplicação destes conceitos para a detecção de usuários

no sistema FFH-CDMA traga bons resultados. O detector será modelado como um grafo de fatores.

Através deste modelo podemos obter curvas EXIT [7] (do inglês: Extrinsic Information Transfer) que

serão úteis na escolha dos códigos para o sistema. Esperamoscom isso obter um sistema iterativo

para detecção dos usuários que estão transmitindo através deste MAC.

1.2 Resultados anteriores

1.2.1 Detecção individual, conjunta e cancelamento de interferência

Em [6] o sistema FFH-CDMA foi apresentado juntamente com um primeiro método de detecção

de sinais. O espalhamento espectral é feito utilizando um vetor de endereçamento com dimensãoL

(diversidade) e a mensagem a ser transmitida, ambos com elementos do alfabeto0, ..., N −1. O vetor

de endereçamento é chamado de padrão de salto. Para gerar o sinal transmitido, soma-se módulo

N a mensagem a cada termo do padrão de salto, gerando assim uma sequência de comprimento

L de elementos do alfabeto. Pode-se associar este vetor à uma matriz comN linhas eL colunas.

Cada linha representa uma frequência e cada coluna representa um instante de tempo. A matriz

recebida é obtida através da combinação das matrizes transmitidas. Os valores recebidos desta matriz

podem ser quantizados, representando o uso ou não de uma frequência por um ou mais usuários

em um dado instante. Devido ao ruído, pode haver erros na recepção que causem falsos positivo (o

receptor decide que há usuários ativos numa célula quando não há) ou falsos negativos (o receptor não

detecta a presença de usuários ativos numa célula). A detecção é feita aplicando o inverso do vetor

de endereçamento à matriz, obtendo uma matriz desembaralhada. Este processo pode ser visualizado

na Fig. 1.1. Decide-se pela linha que contém o maior número deentradas. Como há vários usuários,
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é possível que na recepção mais de uma linha esteja completa.Neste caso, escolhe-se aleatoriamente

uma das linhas.

Fig. 1.1: Exemplo de sistema FFH-CDMA

Um método mais elaborado foi apresentado em [8]. Os padrões de salto são obtidos algebrica-

mente, considerando geradores do grupo cíclicoZN , comN = 2k. Isto garante que, se um usuário

sofre a interferência de outro usuário, o interferente o fará no máximo uma vez por linha da matriz.

Assim, se uma linha da matriz desembaralhada está cheia, maso usuário não está transmitindo nesta

linha, há no mínimoL interferentes que preencheram esta linha. Isto permite distinguir quais linhas

são causadas por interferência, e escolher apropriadamente.

Uma outra alternativa foi proposta em [9]. Quando há incerteza sobre qual mensagem foi trans-

mitida para um número de usuários, gera-se todas as possíveis combinações de matrizes candidatas

(considerando as possibilidades para cada usuário) e escolhe-se aquela mais próxima da matriz trans-

mitida. Este algoritmo realiza decisão por máxima verossimilhança (MV) e realiza detecção conjunta,

utilizando matrizes quantizadas. A complexidade deste algoritmo pode ser grande, e por isto uma va-

riante foi proposta em [10]. Neste algoritmo, conhecido comREC (do inglês:Reduction of the

number of candidates), o número de matrizes candidatas a serem comparadas com a matriz recebida

é reduzido.

Métodos de cancelamento de interferência estão presentes em [11]. Quando há ambiguidade na

decisão de pelo menos um usuário, as mensagens já decididas são eliminadas da matriz, e escolhe-se
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a linha com o maior número de elementos restantes.

Os métodos anteriores utilizam saídas quantizadas em dois níveis: presença ou ausência de sinal.

Em [12], uma variante do método anterior considera a saída quantizada em 3 níveis: ausência de sinal,

presença de somente um usuário, ou presença de mais de um usuário. Este método tem desempenho

semelhante ao algoritmo de [9], mas com complexidade inferior e mais estável (convergente). É

apropriado tanto para canais Gaussianos como para canais Rayleigh.

O receptor com saídas contínuas foi estudado em [13], onde ummétodo de detecção de um único

usuário por MV foi apresentado. Neste caso, as saídas do receptor devem ser avaliadas por uma

função não linear. Esta função foi aproximada utilizando redes neurais em [14]. O sistema FFH-

CDMA codificado foi estudado em [15], onde o desempenho do sistema (eficiência espectral) foi

comparado com um limitante para a capacidade do mesmo.

Receptores iterativos têm sido estudados para canais de acesso múltiplo mais simples, como o

canal Gaussiano com dois ou mais usuários. Para este caso, é sabido que alguns conjuntos de taxas

individuais são alcançáveis com detecção sucessiva [16]. Cada usuário tem uma quantidade de in-

terferência que depende da sua ordem na sequência de detecção, pois a contribuição dos usuários já

detectados podem ser retirados do sinal recebido, dada a natureza do canal. A interferência limita a

taxa permissível para cada usuário, o que faz com que os últimos usuários tenham taxas mais altas do

que os primeiros. Para que os usuários tenham taxas iguais, alguns esquemas são possíveis, entre eles

o “Time Sharing”, onde a ordem de detecção e, consequentemente, a taxa dos usuários são trocados

periodicamente, e o “Rate Splitting” [17], onde taxas iguais são obtidas para todos os usuários atra-

vés da um arranjo de potências distintas de transmissão e ordem de detecção. Há dificuldades em se

obter taxas iguais sem detecção sucessiva ou divisão de potências, como indicado em [18]. Métodos

baseados em grafos de fatores tem mostrado resultados promissores [19], obtendo taxas próximas

da capacidade para o canal Gaussiano com dois usuários. Resultados semelhantes para canais não

coerentes com desvanecimento seletivo em frequência não foram encontrados.

1.2.2 Capacidade do sistema MAC

Resultados anteriores para a capacidade de um sistema MAC/FFH-CDMA são na maioria das

vezes obtidos considerando simplificações do sistema, taiscomo detecção de um único usuário ou

quantização da saída. Tratando-se de sistemas multiusuários, o conceito de capacidade de canal deve

ser interpretado como uma região de capacidade

Um primeiro valor para a capacidade de um MAC comT usuários eN frequências foi apresen-

tado em [20], onde foi considerado um sistema sem ruído. Doiscanais foram considerados: um sem

conhecimento de intensidade no receptor, designado canal A, e outro com conhecimento de intensi-

dade, designado canal B. O principal resultado deste artigo éque, dado um valor deN , o canal A
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apresenta um número de usuários que maximiza a capacidade dosistema, enquanto que a capacidade

do canal B é sempre crescente. Não é feita nenhuma consideração sobre a taxa de transmissão in-

dividual de cada usuário. A capacidade apresentada refere-se à capacidade soma dos usuários, isto

é, a soma das taxas individuais de cada usuário é limitada pela capacidade. Mostra-se também que

a capacidade é atingida quando todos usuários utilizam a mesma distribuição uniforme nos símbolos

de entrada.

Em [21], a capacidade de um canal FFH-CDMA é vista como a capacidade de um MAC (embora

não explicitamente). Considera-se a capacidade de um único usuário, considerando os outros como

interferência, e a saída é quantizada em dois valores. A capacidade é atingida quando o usuário

utiliza uma distribuição uniforme dos símbolos de entrada.A capacidade soma, para este caso, pode

ser definida comoT vezes a capacidade individual.

Em [22], é apresentado um limitante para a capacidade individual de cada usuário. O sistema

FFH-CDMA é chamado de OOK FH-CDMA (do inglês:On-Off KeyingFH-CDMA). A saída é

quantizada, e cada uma dasN frequências é considerada como um canal binário cuja capacidade é

facilmente calculada. Efeitos de ruído e desvanecimento são incluídos nas probabilidades de inser-

ção/deleção de sinal. Esta capacidade é chamada de capacidade por dimensão. O limitante para a

capacidade individual é definida como sendoN vezes a capacidade por dimensão. Este modelo é um

limitante para o sistema quantizado pois não considera a dependência estatística existente entre os

sinais presentes em cada uma das frequências.

Em [15], uma abordagem semelhante é feita, considerando queos valores recebidos em cada uma

das frequências são estatisticamente independentes. Entretanto, a saída do canal não é quantizada.

Utilizando as probabilidades de transição do canal contínuo com desvanecimento Rayleigh e ruído

aditivo Gaussiano branco (AWGN - do inglêsAdditive white Gaussian noise) obtém-se uma fórmula

que pode ser numericamente calculada. O resultado é um limitante superior para a capacidade in-

dividual de um usuário. Este limitante (equação (2.23)) é bem próximo dos valores obtidos para a

capacidade real do sistema, como mostramos na Seção 2.3.

1.3 Notação utilizada

Para indicar que uma variável é um vetor ou uma matriz, utilizamos a letra em negrito, como por

exemplox. Os vetores estão em letra minúscula (x) e as matrizes em letra maiúscula (X). A única

exceção é o vetor de sinais recebidoR, que pode vir a ser uma matriz como comentado no capítulo 6.

O i-ésimo termo do vetorx éxi ouxi. Fazemos esta diferenciação em usar tanto o superscrito como

o subscrito para podermos diferenciar por exemplo entre um índice que indica um usuário e o índice

que indica uma frequência. O termo que está na linhai e colunaj da matrizx é referenciado como
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xij. Dada uma variávelbji , um conjunto de variáveis deste tipo é escrito comobji . Este conjunto será

para todoi ou todoj, sendo que isto será definido no contexto.

Uma função de densidade de probabilidade (pdf) é indicada pela letra minúsculap(x), ondex é

a variável aleatória. Podemos abusar desta notação para escreverp(x = x∗), que indica o valor que

a função assume quandox valex∗. Para variáveis discretas, a probabilidade é descrita com aletra

maiúsculaP (x). Em ambos os casos o argumento da função serve para identificar qual é a função. A

probabilidade oupdf condicional é indicada pelo símbolo|. Por exemplo,p(x|y) é apdf dex dado o

valor dey.

Os logaritmos são todos na base natural e são representados por log[], a não ser quando indicamos

o contrário.

1.4 Conceitos básicos

1.4.1 Comunicação através de canais ruidosos

Os sistemas de telecomunicação são utilizados para tentar reproduzir num ponto o valor de uma

variável que existe em outro ponto. Para que isso seja possível, transmite-se uma mensagem do trans-

missor para o receptor, através de um canal. A mensagem é transformada para que tenha um formato

apropriado de transmissão pelo canal utilizado. Em muitos sistemas a mensagem é representada como

uma sequência de bits.

Se o canal fosse perfeito, a mensagem recebida seria exatamente igual à mensagem transmitida,

sempre. Entretanto, os canais utilizados na prática distorcem a mensagem transmitida. Esta distorção

pode fazer com que, na recepção, o valor da mensagem seja trocado por outro, ou que o valor seja

perdido, ou que não se tenha certeza sobre qual mensagem foi transmitida. Nestas situações ocor-

rem erros de transmissão. Se a distorção fosse exatamente a mesma sempre e para cada mensagem

recebida houvesse somente uma mensagem transmitida, o seu efeito poderia ser contornado através

de um mapeamento das mensagens recebidas nas mensagens transmitidas. Entretanto, a distorção é

normalmente causada aleatoriamente. O canal possui então uma probabilidade de transição que nos

diz qual é a probabilidade de recebermos a mensagemy dado quex foi transmitido. Quandoy pode

assumir valores contínuos, o canal possui uma função densidade de probabilidade de transição.

Para diminuir a chance de que a aleatoriedade resulte em erros de transmissão de mensagens,

utiliza-se códigos corretores de erros. Estes códigos adicionam redundância à mensagem transmitida

na tentativa de aumentar a confiabilidade da transmissão. Umcódigo simples seria transmitir o mesmo

bit três vezes, que é um código de repetição. Neste caso, o erro de transmissão ocorreria se houvesse

no mínimo duas trocas de valor do bit. Se a probabilidade de troca de valor forp, a probabilidade de
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ocorrerem dois ou três erros numa sequência de três bits é dada porp3 + 3 · p2(1 − p), que é menor

do quep sep < 1.

A adição de redundância tem o seu custo. No exemplo mostrado,foram necessárias três utiliza-

ções do canal para se transmitir um único bit. Uma pergunta razoável é saber quanta redundância é

necessária e suficiente para se transmitir as mensagens através de um canal. Desta forma, poderemos

transmitir com a maior taxa possível.

A maior taxa de transmissão possível para um canal é limitadapela capacidade do canal, como

mostrado em [4]. A capacidade é um valor que pode ser calculado através da (densidade de) proba-

bilidade de transição de canal, como será revisto na Seção 1.4.3. O problema de projetar um sistema

de comunicação é o problema de tentar transmitir informaçãode forma confiável e viável com taxas

o mais próximas possíveis da capacidade do canal.

1.4.2 Probabilidades

Uma variável aleatóriax que assume um conjunto den valores discretosx1, x2, ..., xn possui uma

distribuição de probabilidadeP (x). O valor deP (x = xi) vale o percentual de vezes em que a

variávelx assume (ou assumiria) o valor dexi dado um número infinito de realizações dex.

Da mesma forma, podemos obter uma distribuição de probabilidade para um par de variáveisx

e y como sendoP (x, y). A distribuição dex, condicionado a um valor dey, é escrita comoP (x|y).
Assim,P (x, y) = P (y) ·P (x|y) = P (x) ·P (y|x). Sey pode assumir os valores discretosy1, y2, ..., yn

e sabemos o valor deP (y), podemos obter o valor deP (x) através da seguinte equação:

P (x) =
n∑

i=1

P (y = yi) · P (x|y = yi). (1.1)

O Teorema de Bayes se beneficia do fato de queP (x, y) pode ser fatorado de duas formas para

obtermos o valor deP (x|y) dado os valores deP (y|x), P (x) eP (y):

P (x|y) = P (y|x)P (x)

P (y)
. (1.2)

A definição de probabilidade apresentada até o momento não pode ser utilizada se as variáveis

assumem valores contínuos. Neste caso, utilizamos a funçãodensidade de probabilidade (pdf - do

inglês: probability density function), indicada pela letra minúsculap(x). A funçãop(x) pode ser

definida como aquela que atende a seguinte equação, para quaisquer valores dea e b, a < b:

z =

∫ b

a

p(x)dx, (1.3)
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ondez é o percentual de vezes em que a variávelx assume um valor entrea e b (inclusive), dado um

número infinito de realizações dex. Quandoa e b tendem respectivamente a−∞ e+∞, o valor dez

deve tender a 1.

Podemos definir aspdf’s condicional e conjunta de mesma forma como foi feito para ocaso

discreto. O Teorema de Bayes, por exemplo, assume o seguinte formato:

p(x|y) = p(y|x)p(x)
p(y)

, (1.4)

quando tantox comoy são variáveis aleatórias contínuas.

Funções determinísticas também podem ser modeladas através de probabilidades utilizando a

convenção de Iverson. Ela é definida pela notação[·], que vale1 se o argumento for verdadeiro e0

caso contrário. A densidade de probabilidade condicional de uma variávelx que vale sempre2y pode

ser escrita então comop(x|y) = [x = 2 · y].

1.4.3 Entropia, informação mútua e capacidade

Uma variável aleatóriax possui uma entropia que pode ser interpretada como uma medida de

incerteza. A entropia de uma variávelx é dada pela função:

H{x} = E {− log [P (x)]} = −
∑

x

P (x) log [P (x)] , (1.5)

ondeE {·} é a função esperança. Considera-se que0 · log 0 = 0. Quando a base do logaritmo for 2,

a medida da entropia será em bits. Pode-se interpretar o valor da entropia como o número médio de

bits necessários para se representar a variável aleatória.

Da mesma forma como probabilidades e densidade de probabilidades, a entropia de uma variável

x pode estar condicionada ao conhecimento de uma outra variável y. Se a variávely pode assumir os

valoresy1, y2,...,yn, a entropia dex, dado o conhecimento da variávely, é dada por:

H{x|y} =
n∑

i=1

P (y = yi)H{x|y = yi} . (1.6)

O valor da informação mútua entre duas variáveis nos diz em quanto se reduz a incerteza de uma

variável, dado o conhecimento da outra. A informação mútua entre as variáveisx ey pode ser escrita

como:

I(x, y) = H{x} − H{x|y} = H{y} − H{y|x} . (1.7)

Para os casos que estudaremos, podemos manipular a distribuição de uma das variáveisP (x),
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que é denominada distribuição de entrada. A relação entrex e y não é manipulável e é definida pelo

problema. A informação mútua é uma função da distribuição deentradaP (x) e assume um valor

máximo. Este valor máximo é denominado capacidade. A capacidade é uma função côncava da

distribuição de entrada [23]

Para o caso ondex e y são variáveis contínuas, as probabilidades são substituídas por funções de

densidade de probabilidade e as somas por integrais. Neste caso o valor obtido aplicando a definição

de entropia pode ser negativo e é denominado entropia diferencial. Entretanto, o valor da informação

mútua e capacidade devem ser positivos e mantém o seu significado de transmissão de informação.

Para uma leitura mais aprofundada sobre o tema, vide [23].

1.4.4 Códigos de bloco

Códigos corretores de erros são utilizados para identificar epossivelmente corrigir erros de trans-

missão introduzidos pelo canal de transmissão. Um dos tiposdestes códigos são os códigos de bloco,

que transformam um conjunto finito deK símbolos (mensagem) num conjunto finito deB símbolos

(palavra código). Estudaremos somente os casos onde os símbolos são binários. Para que seja sempre

possível determinar qual é a mensagem, dada uma palavra código, é necessário queB ≥ K. Como há

2K mensagens possíveis, há2K palavras-código, dentre as2B sequências binárias. A taxa do código

é dada porK/B.

Códigos de bloco lineares podem ser gerados utilizando uma matriz geradoraG comK linhas e

B colunas. A mensagemu pode ser codificada na palavra códigov através da seguinte relação:

v = u · G, (1.8)

onde as operações de soma e multiplicação são respectivamente equivalentes às operações lógicas

XOR eAND1, respectivamente. Se a matriz geradoraG possui o formato[IK |P], ondeIK é a matriz

identidade de postoK, o código é denominado sistemático, porque os primeirosK bits da palavra-

código são idênticos à mensagem. Caso contrário, o código é denominado não sistemático. A matriz

P é denominada matriz de paridade e temK linhas eB −K colunas.

Uma forma de identificar se uma palavra de comprimentoB pertence ao código gerado pela matriz

G é através da matriz de verificação de paridadeH, comB linhas eB −K colunas. A relação entre

G e H é dada porGHT = 0. Por consequência, toda palavra-códigov gerada porG deve satisfazer

v · HT = 0. Se o código for sistemático, a matrizH possui o formato[−PT ; IB−K ].

Para uma leitura mais aprofundada sobre o tema vide [24]

1A operaçãoXOR(a, b) pode ser interpretada como a soma módulo dois dea com b. A operaçãoAND(a, b) vale
um sea e b valem um e vale zero caso contrário
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1.5 Organização da tese

Esta tese está dividida em seis capítulos.

No primeiro capítulo expusemos o problema a ser abordado e a motivação para estuda-lo. Apre-

sentamos os resultados obtidos anteriormente, a notação utilizada e conceitos básicos sobre comuni-

cação através de canais ruidosos, probabilidade, informação e capacidade, e códigos de bloco.

No segundo capítulo apresentamos o modelo matemático do canal e a partir deste obtemos valores

para a entropia das variáveis. Isto nos permite obter o valorda capacidade do canal para alguns

métodos de detecção.

No terceiro capítulo revisamos os conceitos de grafos de fatores e determinamos um grafo de

fatores que permite obter os valores das probabilidades marginais dos bits transmitidos por todos os

usuários dada uma realização do canal e um conjunto de probabilidades conhecidas de antemão sobre

os bits transmitidos por todos os usuários. Revisamos o método de análise através de curvas EXIT e

aplicamo-o ao detector.

No quarto capítulo analisamos os códigos dos usuários. Revisamos três tipos de códigos:

• LDPC (do inglês:Low Density Parity Check),

• LDGM (do inglês:Low Density Generator Matrix),

• RA (do inglês:Repeat Accumulate).

Os dois últimos podem ainda ser subdivididos entre sistemáticos e não sistemáticos. Mostramos

que a partir das equações analíticas que definem curvas EXIT de parte dos códigos podemos obter

curvas EXIT globais. Podemos assim analisar os códigos a partir destas curvas globais ao invés de

utilizar as curvas das partes. Isto possibilita a comparação de classes diferentes de códigos, que foi a

base da escolha em utilizar códigos RA sistemáticos no sistema projetado.

No quinto capítulo otimizamos os parâmetros dos códigos de forma a maximizar a taxa destes,

dada uma curva EXIT do detector. Mostramos que, mesmo sem um código de acesso, é possível

transmitir com taxas próximas do valor da capacidade.

No sexto e último capítulo apresentamos as considerações finais e propostas de estudos futuros

decorrentes deste trabalho.
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Capítulo 2

Modelo do Sistema e Capacidade

Neste capítulo desenvolvemos um modelo para o sistema multiusuário estudado, baseado nos

trabalhos desenvolvidos em [20] e [13]. Uma classe de MAC comT usuários eN frequências foi

investigado em [20]. Dois canais específicos foram estudados. Em ambos os modelos, osT usuários

têm um alfabeto de entrada em comum comN símbolos, o que pode ser interpretado como os sinais

de uma constelação M-FSK (do inglês:Multiple frequency-shift keying). Entretanto, os alfabetos de

saída são diferentes. Para o canal sem conhecimento de intensidade, o símbolo de saída é binário e

indica somente se uma frequência de entrada está sendo utilizada por algum usuário ou não. Este

canal é referido como canal A. Para o canal com conhecimento de intensidade, o símbolo de saída

indica quanto usuários estão utilizando uma certa frequência de entrada. Este canal é referido como

canal B. Em ambos os modelos assume-se que não ocorrem erros devido a ruído ou outras fontes

externas de alteração do sinal.

Consideramos a presença de erros, modelando o canal MAC ruidoso como a concatenação de

um canal B com um canal ruidoso. Para avaliar o desempenho deste MAC ruidoso, consideramos a

capacidade soma, um limitante superior para a soma das taxaspermissíveis para todos os usuários.

Analisamos a capacidade soma para um MAC ruidoso que inclui desvanecimento Rayleigh e

AWGN quando a detecção conjunta é realizada (MUD - do inglês:Multiple user Detection). O

número de dimensões das integrais envolvidas torna o cálculo numérico destas computacionalmente

complexo e inviável atualmente. É necessário utilizar integração por Monte Carlo. Entretanto, os

valores de um limitante superior simples estão bem próximosdos valores encontrados através das

integrais de Monte Carlo. Mostramos que, para este MAC, um produto de distribuições de entrada

uniformes fornece um valor para a informação mútua que é ou a capacidade soma do canal ou um

valor muito próximo desta.

Em alguns sistemas de acesso múltiplo, em vez de realizar a detecção conjunta das mensagens

transmitidas por todos os usuários, o receptor pode detectar somente a mensagem de um único usuá-

13
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rio. Isto é normalmente denominado detecção de usuário individual SUD (do inglêsSingle User

Detection). Para este receptor mais simples, definimos a capacidade soma e a comparamos com os

valores obtidos para o MAC ruidoso. Além disso, provamos quea distribuição uniforme dos símbolos

de entrada é a distribuição que atinge a capacidade do canal neste caso.

2.1 Modelo de canal

O modelo para o canal MAC considerado é baseado no diagrama mostrado na Fig. 2.1. O canal

ruidoso,p(R|c), é derivado do modelo descrito em [13].

1
1
2

1

m1=1

m2=2

m3=5

m4=1

m5=3

p(R|c)

MAC não ruidoso N canais ruidosos paralelos

c R

R0

R1

R4

R3

R2

R5

R6

R7

Fig. 2.1: Canal de acesso múltiplo ruidoso

Há T usuários. Num dado instante, cada um deles independentemente escolhe uma mensagem

dentre um alfabeto comN símbolos. O símbolo escolhido peloj-ésimo usuário émj, um inteiro

entre 0 eN − 1. As mensagens escolhidas por todos os usuários podem ser representadas por um

vetor m = {m1,m2, ...,mT}. Cada símbolo está associado a um chip, uma banda no espectro de

frequências. Cada mensagemmj é convertida num vetorcj com dimensãoN , com termoscn que

valem 1 semj = n ou0 caso contrário.

O elementocjn (um chip) está associado a sinais com duraçãoτ , transmitido com energiaEc = Sτ .

O canal inteiro tem bandaN/τ , dividido emN sub-bandas (chips) com largura1/τ . A energia por

chip está associada com a energia por bit transmitidoEt porEc = Et log2 N .
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Definimos as seguintes formas ortogonais básicas, com duraçãoτ :

xn(t) =
√
2S cos 2π[f0 + n/τ ]t,

yn(t) =
√
2S sin 2π[f0 + n/τ ]t,

(2.1)

ondef0 é uma frequência base en = 0, 1, ..., N − 1.

O sinal que oj-ésimo usuário transmite non-ésimo chip é então dado por:

sjn(t) = cjnxn(t). (2.2)

Inicialmente, podemos considerar que todos os usuários transmitem com a mesma fase. Na recep-

ção, cada usuário sofre um desvanecimento Rayleighαj
n e um atraso de fase aleatórioφj

n (uniforme-

mente distribuído), todos estatisticamente independentes entre si. Há também um único componente

de ruído branco Gaussiano aditivon(t) com densidadeN0. O sinal recebido resultante é:

rn(t) =
T∑

j=1

{cjnαj
n[cosφ

j
nxn(t) + sinφj

nyn(t)}+ n(t). (2.3)

A energia de cada chip é detectada através de filtros casados:

Xn =
1

Ec

∫ τ

0

rn(t)xn(t)dt = κn +
T∑

j=1

cjnα
j
n cosφ

j
n,

Yn =
1

Ec

∫ τ

0

rn(t)yn(t)dt = λn +
T∑

j=1

cjnα
j
n sinφ

j
n,

(2.4)

ondeκn eλn são variáveis aleatórias Gaussianas correspondentes ao ruído, com média zero e variân-

cia igual ad/2, d = N0/Ec. Pode ser mostrado queXn eYn são descorrelacionadas.

Sejacn =
T∑

j=1

cjn o número de usuários que estão utilizando on-ésimo chip. Cada um dos termos

αj
n cosφ

j
n ouαj

n sinφ
j
n é uma variável Gaussiana com média zero e variância igual a1/2. Logo,Xn e

Yn são variáveis Gaussianas independentes com média zero e variância igual a(cn + d)/2.

A saída para on-ésimo chip é obtida somando-se o quadrado deXn eYn:

Rn = X2
n + Y 2

n . (2.5)

A densidade de probabilidade (pdf) deRn, condicionada ao número de usuários ativos non-ésimo

chip, é uma função exponencial emRn com parâmetrocn + d:



16 Modelo do Sistema e Capacidade

p(Rn|cn) =
1

cn + d
exp

[
− Rn

cn + d

]
. (2.6)

Assumindo que todos os usuários utilizam a mesma distribuição de entrada, o número de usuários

ativos por chip tem uma distribuição binomial, dada por:

P (cn) = Φ(cn, T, ζn) =

(
T

cn

)
ζcnn (1− ζn)

T−cn , (2.7)

ondeζn é a probabilidade de um usuário utilizar an-ésima frequência.

É possível agora escrever uma equação que descreve a densidade de probabilidade deRn, des-

condicionado acn:

p(Rn) =
T∑

cn=0

P (cn)p(Rn|cn). (2.8)

Dada as mensagem de todos os usuários, os valores deRn são estatisticamente independentes, e

podemos escrever a seguinte equação para a densidade de probabilidade deR = {R0, R1, ..., RN−1}:

p(R|m) = p(R|c(m)) =
N−1∏

n=0

p(Rn|cn), (2.9)

ondec = {c0, c1, ..., cN−1} é uma função determinística dem.

Entretanto, descondicionado nos valores das mensagens, osvalores deRn não são estatisticamente

independentes. Podemos escrever a seguinte equação para descrever a densidade de probabilidade do

vetorR, com dimensãoN :

p(R) =
∑

c∈Γ(c)

P (c)
N−1∏

n=0

p(Rn|cn), (2.10)

ondeΓ(c) é o conjunto de todos os possíveis valores parac tais que
N−1∑

i=0

cn = T .

Para a detecção de um único usuário, estamos interessados nas formas dep(Rn|mj) e p(R|mj).

Para a primeirapdf, procedemos de forma semelhante à equação (2.8). O número deusuários ativos

varia entre1 eN se o usuário está usando a frequência em questão ou entre0 eN − 1 se não estiver.

Assim sendo, podemos escrever:

p(Rn|mj) =
T−1∑

j=0

Φ(j, T − 1, ζn)
exp

(
− Rn

j+d+δ
nmj

)

j + d+ δnmj

, (2.11)
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ondeδnmj é o delta de Kronecker, valendo 1 sen = mj ou 0 caso contrário. Esta equação foi obtida

em [13] considerando a transformada inversa de Fourier da função característica deRn.

Para o cálculo dep(R|mj) procedemos de forma semelhante à equação (2.10), mas considerando

um subconjunto deΓ(c|mj = mj∗) que contém todos osc que podem ser obtidos dado um valor de

mj = mj∗.

2.1.1 Calculo eficiente dep(R)

A forma comop(R) foi escrita em (2.10) não é apropriada para o cálculo computacional pois o

número de elementos emΓ(c) é próximo aNT . Reescrevendo (2.10), obtemos:

p(R) =
∑

c∈Γ(c)

P (c)
N∏

n=1

p(Rn|cn)

=
T∑

c1=0

{
P (c1)p(R1|c1)

T∑

c2=0

{P2(c2|c1)p(R2|c2)

×
{
· · ·

T∑

cN=0

{
PN

(
cN |

N−1∑

i=1

ci

)
p(RN |cN)

}
· · ·
}}

.

(2.12)

Esta equação pode ser calculada emN passos, calculando a somatória mais interna e armazenando

os seusN + 1 valores, de acordo com as seguintes equações:

c′i =
i−1∑

i′=0

ci′ ,

Pi(ci|c′i) =
(
T − c′i
ci

)
1

N − i

ci
(
1− 1

N − i

)T−c′i−ci

,

fi (c
′
i,R) =

T−c′i∑

ci=0

P (ci|c′i) p(Ri|ci)fi+1 (ci + c′i,R) ,

fN−1 (c
′
i,R) =

T−c′N∑

ci=0

P (ci|c′N) p(RN |cN),

P (R) = f0(0,R).

(2.13)

A funçãofi(·) é definida parai = 0, ..., N−1. O argumento passado são os valores deRi, ..., RN ,

e somenteRi é utilizado diretamente. Os valores dePi precisam ser calculados somente uma vez. Os

cálculos começam comi = N − 1. HáN somatórios com no máximoT termos cada.

De forma semelhante podemos calcular eficientementep(R|mj). O cálculo é feito considerando

as equações anteriores em conjunto com as seguintes, que substituem algumas das equações acima:
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Pi(ci|c′i) =
(
T − c′i − 1

ci

)
1

N − i

ci
(
1− 1

N − i

)T−c′i−ci

,

fmj (c′i,R) =

T−c′i∑

ci=0

P (ci|c′i) p(Ri|ci + 1)fi+1 (ci + c′i,R) ,

P (R|mj) = f0(0,R),

(2.14)

onde alteramos uma das funçõesfi(·) para incluir a influência doj-ésimo usuário cuja mensagem é

conhecida.

2.2 Capacidade soma

A informação mútua entre duas variáveis diz quanto o conhecimento de uma delas nos informa

sobre a outra. A capacidade é o maior valor possível de informação mútua entre duas variáveis

aleatórias. Ela é um limite superior sobre o quanto o conhecimento de uma variável informa sobre a

outra. Para o sistema em questão, as variáveis consideradaspara este cálculo dependem do método

de detecção, que pode ser feito para cada um dos usuários separadamente ou para todos os usuários

conjuntamente. Em ambos os casos, a variável observada é o vetor recebidoR. No caso de detecção

de um único usuário (SUD), deseja-se saber, a partir deR, o valor da mensagemmj que um usuário

transmitiu. No caso da detecção conjunta (MUD), deseja-se saber o valor dem, o conjunto das

mensagens transmitidos por todos os usuários. O método de detecção altera a informação mútua a

ser calculada e consequentemente a capacidade soma, o limite sobre a soma das taxas de todos os

usuários. As diferença no cálculo da capacidade devido ao método de detecção estão indicados na

Tab. 2.1 e detalhados nas seções seguintes.

Tab. 2.1: Diferenças no cálculo da capacidade devido ao método de detecção
Método de detecção SUD MUD

Vetor recebido R R
Mensagem desejada mj m

Informação mútua calculável I(R,mj) I(R,m)
Entropias a serem calculadasH{R},H{R|mj} H{R},H{R|m}
Limite sobre a soma das taxasT ·max [I(R,mj)] max [I(R,m)]

Pdf’s necessárias p(R), p(R|mj) p(R), p(R|m)
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2.2.1 Detecção de um único usuário

Em [13], detecção por máxima verossimilhança foi feita paracada mensagemmj. Isto é, o recep-

tor detecta um único usuário (SUD) em vez de realizar a detecção conjunta de todas as mensagens

{m1,m2, ...,mT}. A taxa máxima na qual qualquer usuário pode transmitir informações corretamente

émax I(mj,R), que é a mesma para todos os usuários. Esta taxa é dada por:

CSUD = max I(R,mj) = max [H{R} − H{R|mj}], (2.15)

onde a maximização é feita sobre a distribuição de probabilidade demj. A capacidade soma é então

dada porCSOMA
SUD = T · CSUD.

Para calcular a informação mútua, precisamos calcularH{R} eH{R|mj}. Não encontramos uma

forma analítica para estes valores. Utilizamos integrais de Monte Carlo e limitantes para obtê-los.

Cálculo por integrais de Monte Carlo

O cálculo deH{R} pode ser feito utilizando integração de Monte Carlo onde se obtém nume-

ricamente o valor deE{− log [p(R)]}. Isto é feito gerando aleatoriamente vários valores deR (de

acordo com a sua distribuição estatística) e avaliarp(R) para cada valor gerado. Utilizando as formas

apresentadas na Seção 2.1.1, isto pode ser feito tanto para obter os valores deH{R} como os valores

deH{R|mj}.

Limitante inferior

Em [25], os valores deRn, dadomj, foram considerados estatisticamente independentes. Esta

suposição simplificou o cálculo das probabilidades de erro ao mesmo tempo em que forneceu uma

boa aproximação para estes valores. Sob esta suposição, podemos obter um limitante superior para

H{R|mj} (um limitante inferior paraCSUD) avaliando numericamente as seguintes integrais:

H{R|mj} ≤
∫ ∞

0

p(Rn|mj = n) log2 [p(Rn|mj = n)]dRn

+(N − 1) ·
∫ ∞

0

p(Rn|mj 6= n) log2 [p(Rn|mj 6= n)]dRn.
(2.16)

Distribuição de entrada que maximizaCSUD

A capacidade é o máximo valor que a informação mútua entremj e R pode fornecer. A única

variável que podemos manipular para tentar maximizar este valor é a distribuição dos símbolos de

entrada, já que a distribuição deR depende exclusivamente de qual mensagem foi transmitida e das

características do canal (que não podemos alterar).
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SejaI = I(mj,R) a informação mútua entre os símbolos de entradamj e a saídaR. Ela pode ser

escrita como:

I =
N−1∑

mj=0

P (mj)

∫

R
p(R|mj) log2




p(R|mj)
N−1∑

mj ′=0

P (mj ′)p(R|mj ′)



dR, (2.17)

ondeP (mj = n) = ζn.

É claro queI é uma função deζ0, ζ0, ..., ζN−1. Sejamfi(ζ0, ζ1, ..., ζN−1) as derivadas parciais∂I
∂ζi

.

Podemos ver de (2.6) que uma permutação nos índices das frequências não altera as densidades de

probabilidade das transições do canal,p(Rn|cn). Logo,fi(ζ0, ζ1, ..., ζN−1) tem a mesma forma para

todoi, exceto por uma troca de índices.

Sendo a informação mútua uma função côncava em função da distribuição de entrada, a capaci-

dade soma pode ser formulada como o seguinte problema de maximização:

L = max
ζ0,ζ1,...,ζN−1

I(ζ0, ζ1, ..., ζN−1)− λ(ζ0 + ζ1 + · · ·+ ζN−1 − 1). (2.18)

Aplicando as condições de Karush-Kuhn-Tucker, sob a hipótese de que a solução não está na

fronteira do espaço da distribuição de entrada, obtemos:

∂L

∂ζ0
= f0(ζ0, ζ1, ..., ζN−1)− λ,

∂L

∂ζ1
= f1(ζ0, ζ1, ..., ζN−1)− λ,

...
∂L

∂ζN−1
= fN−1(ζ0, ζ1, ..., ζN−1)− λ.

(2.19)

Para termos uma solução, deve haver um valor deλ que satisfaz simultaneamente todas as equa-

ções acima. Assim sendo, a solução deve satisfazer:

λ = f0(· · · ) = f1(· · · ) = · · · = fN−1(· · · ). (2.20)

Dado que todos os argumentos são idênticos a um valor, os valores def0, f1, ..., fN−1 são os mes-

mos, pois estamos permutando argumentos com valores iguais. Com a restrição de que
∑N−1

i=0 ζi = 1,

a solução éζ0 = ζ1 = ... = ζN−1 = 1/N .
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2.2.2 Detecção conjunta

Para a detecção conjunta, a capacidade soma pode ser definidacomo o maior valor da informação

mútua entre o vetor recebidoR e o vetor que contém as mensagens de todos os usuários,m:

CMUD = max I(m,R) = max [H{R} − H{R|m}]. (2.21)

Neste caso, não especificamos qual é a taxa máxima que cada usuário pode utilizar. Este valor é

um limite para a soma de todas as possíveis combinações de taxas. Assim,CSOMA
MUD = CMUD.

Para manter o sistema simples, podemos considerar que todosos usuários transmitem com a

mesma distribuição, que ainda não sabemos qual é. Neste caso, podemos obter uma forma analítica

paraH{R|m}, em bits:

H{R|m} =
1

log 2

N∑

n=1

T∑

cn=0

Φ(cn, T, ζn)[1 + log (cn + d)]. (2.22)

Podemos obter o valor deH{R} por integrais de Monte Carlo, como indicado na seção anterior,

ou por um limitante superior.

Limitante superior

Um limitante superior simples paraH{R} pode ser obtido considerando que os valores deRi são

estatisticamente independentes. Neste caso:

H{R} ≤ −N

∫ ∞

0

P (Rn) log2 P (Rn)dRn, (2.23)

já que todos osRi têm a mesma distribuição.

O limitante superior deH{R} pode ser combinado com o limitante superior deH{R|mj} para

obtermos uma aproximação paraCSUD.

Distribuição de entrada que maximizaCMUD

Para o caso de detecção de um único usuário, nos baseamos no fato de que a informação mútua

é uma função côncava em relação à distribuição de entrada dossímbolos. Considerando que todos

os usuários utilizam a mesma distribuição, a funçãoI(m,R) é côncava em relação à distribuição

de m, mas não necessariamente em relação à distribuição comum a todos os usuários. Para casos

simples comN = 2, por exemplo, a informação mútua entrem e R não é côncava paraT > 2. A

complexidade do cálculo da capacidade (feita através de integração por Monte Carlo) torna proibitiva

a aplicação de algoritmos de otimização paraN > 3.
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O limitante superior para a informação mútua, por outro lado, tem cálculo bem mais simples e

fornece valores próximos aos obtidos pela integração de Monte Carlo. Podemos aplicar algoritmos

de otimização para encontrarmos o seu valor máximo em funçãoda distribuição dos símbolos de

entrada do canal. Sejaz a distribuição que maximiza o limitante superior para a informação mútua,

com termoszi (i = 0, 1, ..., N − 1) que indicam a probabilidade de cada um dos usuários utilizarem

a i-ésima frequência. Se os usuários utilizassem todas as frequências com a mesma probabilidade,

todos os valores dezi seriam iguais a1/N , o que caracterizaria uma distribuição uniforme. Definimos

a distância quadrática entrez e a distribuição uniforme como:

distz =
N−1∑

i=0

(
zi −

1

N

)2

. (2.24)

Esta distância só pode valer zero se a distribuiçãoz for igual à distribuição uniforme. Apresen-

tamos na Fig. 2.2 o valor dedistz paraEb/N0 = 20dB e alguns valores deT e N . Podemos ver

que, para a maioria dos pontos ondeT ≤ N , a distribuição uniforme é a distribuição que otimiza o

limitante para a informação mútua. O limitante superior para a informação mútua também possui um

máximo em função do número de usuários, que ocorre para uma quantidade de usuáriosTMAX < N .

ParaEb/N0 = 20dB eN = 8, 16 e 32, o valor deTMAX é respectivamenteT = 6, 12 e 24, o que

reforça a escolha da distribuição uniforme para os símbolosde entrada do canal. Estas duas carac-

terísticas sugerem que este sistema deve operar comT < N e, consequentemente, que cada usuário

utilize a distribuição uniforme nos símbolos de entrada para que se atinja a capacidade ou um valor

muito próximo, que chamaremos de capacidade efetiva.

Para o caso não ruidoso [20], a distribuição que atinge a capacidade é a distribuição uniforme.

Para o caso ruidoso, esta mesma distribuição maximiza o limitante superior para a capacidade quando

T < N . O MUD realiza maximizaçãoa posteriori, escolhendom que maximize a densidade de

probabilidade condicionalp(R|m). Ao usarmos a distribuição uniforme, maximizarp(R|m) equivale

a maximizarp(R,m), a densidade de probabilidade conjunta.

2.2.3 Caso não ruidoso

Para referência, temos o valor da capacidade para o canal nãoruidoso, apresentada em [20]. Neste

caso, a informação mútua se reduz aH{R}, poisH{R|m} = 0. A expressão deH{R} é:

C =
∑

c∈Γ(c)

T !

c0!c1!...cN−1!

1

NT
log2

[
NT

T !/c0!c1!...cN−1!

]
. (2.25)
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Fig. 2.2: Distâncias entre a distribuição que otimiza a informação mútua e a distribuição uniforme.

2.3 Resultados de capacidade

Resultados para a capacidade soma são apresentados nas Figs.2.3 a 2.5 paraN = 4, 8 e 16

frequências. Para obter linhas suaves, em torno de106 vetores aleatórios foram utilizados por ponto

nas integrais por Monte Carlo. As linhas tracejadas indicam olimite superior paraCSOMA
MUD e a apro-

ximação paraCSOMA
SUD das curvas com o mesmo marcador. Também apresentamos, como parâmetro

de comparação, a capacidade soma para o caso não ruidoso.

O limitante superior para a capacidade soma está muito próximo aos resultados encontrados atra-

vés de integrais de Monte Carlo. Este limitante foi calculadousando a distribuição que o maximiza.

Mesmo que alguma outra distribuição resulte num valor maiorpara a capacidade soma nestas situ-

ações, esta ainda seria menor ou igual ao limitante. Sendo estes valores próximos, concluímos que

utilizar a distribuição uniforme é uma boa alternativa. Os pequenos ganhos possíveis não justificam a

utilização de uma distribuição não uniforme, que adiciona complexidade ao sistema.

O limitante superior paraCSOMA
MUD fica mais próximo com um aumento emN , T oud. Isto parece

natural já que, com um aumento emd (diminuição emEt/N0), os valores recebidos estão mais

relacionados ao ruído do que aos sinais transmitidos pelos usuários. Para baixos valores deT e d, a

capacidade efetiva é próxima ao caso não ruidoso. Também podemos observar que há um número

ótimo de usuários que maximiza a capacidade efetiva, um resultado semelhante ao canal A em [20].
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Fig. 2.5: Capacidade soma para N = 16,Et/N0 = 5dB e10dB

O valor máximo ocorre próximo ao máximo do limitante superior, servindo este de referência.

A aproximação utilizada para a capacidade soma da detecção individualCSOMA
SUD está próximo aos

valores encontrados através das integrais por Monte Carlo. Assim, para o caso MAC, a aproximação

fica melhor com um aumento emT .

Mostramos na Fig. 2.6 o valor da capacidade soma paraN = 4, 8 e 16 e paraT = 3, 6 e 12,

respectivamente, para a detecção conjunta (linhas cheias)e individual (linhas tracejadas). Podemos

observar que há taxas que são possíveis com detecção conjunta que não são possíveis com detecção

individual, independentemente da relação sinal ruído utilizada. Isto fica evidente por exemplo para o

caso ondeN = 16: a capacidade soma para detecção conjunta é de 14 bits para umvalor deEt/N0

em torno de 12 dB. Esta taxa não seria possível com detecção individual.

2.3.1 Eficiência espectral

Tendo em vista a proximidade do limitante superior com o valor calculado pelo método de Monte

Carlo, e também o fato de que a capacidade atinge um valor máximo em função do número de usuá-

rios, podemos rapidamente calcular através do limitante uma boa estimativa da eficiência espectral

máxima para vários valores deN eEt/N0. Considerando que os sinais transmitidos tem duraçãoτ
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Fig. 2.6: Vários valores de capacidade em função da relação sinal-ruído.

e que cada um dosN subcanais tem banda1/τ , o sistema inteiro utiliza uma banda (em Hertz) de

W = N/τ . A eficiência espectral é então dada por:

CSOMA

τ

W
=

CSOMA

N
. (2.26)

Apresentamos estes resultados na Fig. 2.7. A partir deEt/N0 = 100dB as curvas praticamente

não variam. Há um limite global para a eficiência espectral emtorno de 1 bit/uso de canal/N .

O formato destas curvas fornece algumas sugestões para o projeto de um sistema MFSK multiu-

suário. Dada uma faixa do espectro com bandaW com desvanecimento seletivo em frequência, é

preciso dividi-la em pelo menosQ subcanais com banda de no máximoδw, ondeδw é a banda de

coerência do canal. Desta forma, podemos tratar cada um dosQ canais como tendo desvanecimento

plano e independente dos outros canais.

Embora os valores da eficiência espectral sejam baixos, a utilização de altos valores deW per-

mitiria a transmissão com altas taxas. Como podemos ver da Fig. 2.7, em alguns casos (como para

Et/N0 = 30dB) há pouca variação entre um sistema comN = 16 frequências e um sistema com

N = 2048 frequências. Entretanto, o sistema com 2048 frequências com certeza será mais complexo.

Se tivermosQ = 2048, por exemplo, podemos atingir eficiências semelhantes utilizando um único
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Fig. 2.7: Eficiência espectral para várias combinações deN , T eEt/N0

sistema comN = 2048 ou utilizando em paralelo 128 sistemas comN = 16. A vantagem de usar

N = 16 é que a complexidade de cada um dos sistemas é menor e cada um deles pode ser imple-

mentado separadamente. Há propostas para sistemas com banda ultra-larga baseados nesta idéia [26].

Estas vantagens práticas estimulam a pesquisa por sistemascom baixos valores deN .

Um valor que usaremos para comparar taxas entre sistemas comdiferentes valores deN eT é a

capacidade normalizada, indicada pela letra,C. Ela é definida pela seguinte equação:

C = CSOMA

T ·log2 N
. (2.27)

Se somente um usuário estivesse transmitindo sem a presençade ruído, o valor deC seria igual

a 1, já que a capacidade soma seria igual alog2 N . O valor da capacidade normalizada pode ser

interpretado como a maior taxa que os códigos dos usuários podem ter.

Para o caso de detecção conjunta, o valor da capacidade normalizada vale:

CMUD =
CMUD

T · k , (2.28)

enquanto que para o caso de detecção individual vale:

CSUD =
CSUD

k
. (2.29)
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2.3.2 Limite para taxas individuais para detecção sucessiva

A capacidade soma só nos informa um limite superior para a soma das taxas de todos os usuários,

isto é,CSOMA ≥ Tx1 + Tx2 + · · · + TxT , ondeTxi é a taxa de transmissão doi-ésimo usuário

em bits/uso de canal. Como estas taxas estão distribuídas entre os usuários é um outro problema.

Uma forma de se obter estes valores individuais é através da detecção sucessiva dos usuários. Isto

é: tenta-se detectar o primeiro usuário. Como ele está transmitindo com uma taxa menor ou igual a

sua capacidade (que neste caso é o valor dado na Seção 2.2.1),conseguimos identificar corretamente

a sua mensagem transmitida. Com o conhecimento desta mensagem, detectamos o segundo usuário,

que tem restrições semelhantes ao primeiro usuário. Entretanto, a capacidade do segundo usuário

é dada pelo máximo (em função da distribuição de entrada) da informação mútuaI(R,m2|m1),

isto é, a informação mútua entre o vetor recebidoR e a mensagem do segundo usuáriom2, dado

o conhecimento da mensagemm1 transmitida pelo primeiro usuário . Este procedimento se repete

até o último usuário, cuja taxa deve ser menor do que o valor máximo deI(R,mT |m1,m2, ...,mT−1).

A soma das taxas é exatamente igual à capacidade soma, evidenciado quando somamos as entro-

pias envolvidas para o cálculo das taxas individuais:

Tx1 + Tx2 + · · ·+ TxT = (I(R,m1) + (I(R,m2|m1)) + · · ·+ (I(R,mT |m1,m2, ...,mT−1))

= (H{R} − H{R|m1}) + (H{R|m1} − H{R|m1,m2})
+ · · ·+ (H{R|m1,m2, ...,mT−1} − H{R|m1,m2, ...,mT})

= H{R} − H{R|m1,m2, ...,mT} = I(R,m)
(2.30)

Os termos intermediáriosH{R|m1,m2, ...,mt}, com t ≤ T , podem ser obtidos com o mesmo

método utilizado para se obterH{R}, modificando-se (2.13) para que se calcule a probabilidade

correspondentep(R|m1,m2, · · · ,mt).

Apresentamos o resultado do cálculo das taxas individuais nas Figs. 2.8 a 2.10. O comportamento

destas curvas é esperado, tendo em vista que o primeiro usuário a ser detectado temT − 1 interfe-

rentes desconhecidos e o último tem conhecimento da mensagem dos outros usuários. A capacidade

soma para detecção de um único usuário é dada porT vezes a capacidade do primeiro usuário a ser

detectado. A soma das diferença entre a capacidade do primeiro usuário e as capacidades dos usuários

seguintes é a diferença entre as capacidades soma SUD e MUD.

A detecção sucessiva não é o cancelamento de interferência.No cancelamento de interferência, o

sinal correspondente à interferência (usuários já detectados) é estimado e subtraído do sinal recebido,

limpando-o para o processamento do próximo usuário a ser detectado. Para realizar tal cancelamento

seria necessário estimar o valor deαj
n para todos os usuários, o que este sistema não faz.
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Fig. 2.8: Limites individuais para detecção sequencial para N=8,Eb/N0 = 25dB.
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Fig. 2.10: Limites individuais para detecção sequencial para N=32,Eb/N0 = 25dB.

2.4 Resumo

Neste capítulo apresentamos alguns resultados de capacidade para canais de acesso múltiplo com

desvanecimento Rayleigh e AWGN. O canal foi modelado como uma concatenação de um MAC não

ruidoso com um canal ruidoso. Para obter estes resultados foi necessário derivar as densidades de

probabilidade que descrevem o canal ruidoso.

Obtivemos como resultado que a distribuição uniforme de entrada atinge a capacidade para detec-

ção individual. Para detecção conjunta, a distribuição uniforme fornece um valor para a informação

mútua que, se não é a capacidade, está muito próxima desta. Mostramos que um limitante supe-

rior simples está próximo dos valores obtidos numericamente. Um limitante inferior simples para

T · CSUD também foi obtido. Através do limitante paraCMUD percebemos que, dependendo da re-

lação sinal-ruído, a eficiência espectral não aumenta de forma significativa com o aumento deN .

Desta forma, um único sistema com muitas frequências pode ser substituído por vários sistemas mais

simples sem grande perda de eficiência espectral.

Obtivemos, através de uma variação das equações desenvolvidas para o cálculo da entropia do

sinal recebido, a capacidade individual de cada usuário para o caso de detecção sucessiva. A ordem

de detecção afeta bastante a taxa permissível para cada usuário, podendo o último usuário a ser

detectado ter um limite de transmissão muito maior do que o primeiro usuário.



Capítulo 3

Modelo e Análise EXIT do Detector

Multiusuário

Neste capítulo iniciaremos a análise EXIT de um sistema composto por detector e códigos. Vamos

primeiramente estudar o detector. A ferramenta que vamos utilizar será as curvas EXIT (do inglês

Extrinsic Information Transfer), ou curvas de transferência de informação extrínseca. Esta ferramenta

consiste em separar um sistema iterativo em blocos mais simples e analisá-los separadamente. Um

dos blocos será o detector. O outro bloco será composto por vários blocos menores que são os deco-

dificadores de cada usuário. Os blocos trocam mensagens entre si que representam a probabilidade

dos bits transmitidos serem iguais a zero ou um. Para gerar uma curva EXIT, precisamos determinar

o quanto de informação sobre os bits transmitidos o detectorpode nos fornecer, dada uma realização

do canal e um conjunto de mensagens vindas dos códigos. Estasmensagens fornecem um valor de

informaçãoa priori sobre os bits transmitidos. Uma hipótese simplificadora permite que estas mensa-

gens sejam geradas aleatoriamente através de uma distribuição Gaussiana com parâmetros definidos

exclusivamente pelo valor de informaçãoa priori desejado. Isto nos permite gerar as curvas EXIT do

detector sem necessidade de considerar os outros blocos.

De posse das mensagensa priori e dos valores de saída do canal, o detector deve gerar mensa-

gens em resposta aos códigos. Estas mensagens são probabilidades marginais dos bits transmitidos.

O cálculo destas mensagens não é simples dada a equação que define a densidade de probabilidade

conjunta dos bits e valores dos canais. Uma forma de calcularestes valores eficientemente é atra-

vés da aplicação do algoritmo soma-produto sobre o grafo de fatores que representa a densidade de

probabilidade.

Para gerar o grafo, a densidade de probabilidade conjunta é quebrada em fatores menores. Cada

um destes fatores tem uma representação simples. A combinação destas representações gera o grafo

que representa a função do detector. A aplicação do algoritmo soma-produto se dá pela passagem de

31
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mensagens através dos ramos do grafo. Devido ao formato do grafo, o algoritmo não tem terminação

natural, mas é em si um processo iterativo. Analisaremos o comportamento do grafo em função do

número de iterações. Em seguida, mostramos alguns resultados obtidos.

Para familiarizar o leitor com alguns dos conceitos, apresentamos nas próximas duas seções uma

breve revisão sobre curvas EXIT e grafos de fatores.

3.1 Revisão sobre curvas EXIT

Curvas EXIT [7; 27] são uma ferramenta para analisar o comportamento iterativo de um sistema.

No problema estudado, o objetivo do sistema é determinar quais são os bits de informação de uma

mensagem que foi transmitida, dada uma observação do canal.O método consiste em separar um

sistema iterativo em poucos blocos (tradicionalmente dois) que trocam mensagens entre si. Obtém-se,

para cada bloco, curvas que relacionam o valor da informaçãomútua entre um conjunto de variáveis

e as mensagens recebidas (informaçãoa priori) e transmitidas (informação extrínseca). O conjunto

de variáveis é usualmente um conjunto de bits, que podem ser bits de informação, bits transmitidos

ou bits passados de um bloco para outro durante o processo de geração dos bits transmitidos. As

mensagens são usualmente as probabilidades dos bits valerem 1 ou 0. As mensagens transmitidas são

denominadas extrínsecas porque a princípio, para um dado bit, a mensagem transmitida não depende

da mensagem recebida.

No caso mais genérico e simples temos dois blocos como mostrado na Fig. 3.1, que trocam

mensagens entre si. Há um conjunto de variáveis que no caso estudado são bits. Dadas as densidades

de probabilidade conjunta das mensagensηAB ou ηBA e das variáveis, é possível obter o valor da

informação mútua entre as mensagens e as variáveis. Este valor valeIAB para as mensagens que

passam do bloco A para o bloco B eIBA para as mensagens que passam do bloco B para o bloco

A. Pode haver um conjunto de mensagens externas vindas de um canalΘ, que fornecem um valor

de informação mútua sobre um conjunto de variáveis (não necessariamente o mesmo conjunto de

variáveis utilizado para se obterIAB e IBA) igual aIΘ que pode estar ligado aos dois blocos ou a

somente um.

Cada bloco realiza operações sobre as mensagens recebidas e gera novas mensagens em resposta.

A distribuição das mensagens que ele gera depende da distribuição das mensagens fornecidas. Desta

forma, temos duas curvas, uma para cada bloco, que relacionam o valor da informaçãoa priori com

um valor de informação extrínseca. A curva do bloco que recebe as informações do canal pode ser

parametrizada pelo parâmetro que define a distribuição das mensagens vindas do canal. A informação

extrínseca de um bloco se torna a informaçãoa priori do outro bloco, possivelmente resultando num

aumento no valor da informação extrínseca deste segundo bloco e assim por diante.
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Fig. 3.1: Sistema iterativo simplificado.

Para se prever o comportamento deste sistema iterativo, as curvas de cada bloco podem ser dese-

nhadas num mesmo plano, mas com os eixos apropriadamente relacionados como mostrado na Fig.

3.2. A informação extrínseca de um bloco torna-se informação a priori do outro bloco. A curvaIAB

depende dos valores deIBA e de um parâmetro do canalΘ1 ouΘ2 (por exemplo a relação sinal-ruído).

O processo iterativo começa na esquerda, quando a informação a priori vale zero. Nesta situação,

pelo menos um dos blocos deve ser capaz de fornecer um valor maior do que zero para a informação

extrínseca. Este valor se torna a informaçãoa priori do outro bloco, que por sua vez deve retornar um

valor de informação extrínseca maior do que o utilizado peloprimeiro bloco. Os blocos se alternam

no processamento das mensagens com o objetivo de aumentar o valor da informação mútua. Se as

curvas se cruzam para algum par de valores deIAB eIBA como quando o parâmetro do canal valeΘ2,

é de se esperar que o processo não consiga passar deste ponto.Por outro lado, se existe um “túnel”

entre as duas curvas como quando o parâmetro do canal valeΘ1, é de se esperar queIBA possa atin-

gir, com a execução das iterações, o valor 1. Isto equivale a dizer que os bits de informação podem

ser determinados corretamente, seja diretamente ou através dos bits aos quais as mensagens trocadas

entre os blocos se referem. Como tantoIAB comoIBA se referem aos mesmos bits, basta que um

destes valha 1 para se determinar os bits.

No caso Turbo, os blocos são os códigos convolucionais componente, e o parâmetro fornecido a

ambos os blocos são os valores do canal, como mostra a Fig. 3.3. No caso de concatenação serial de

códigos, o código externo é o bloco B e o interno é o bloco A, sendo que só este recebe os valores

do canalΘ, como mostra a Fig. 3.4. As mensagens trocadas entre os blocos são probabilidades dos

bits da sequência interna valerem 1 ou 0. O modelo de concatenação serial pode ser utilizado para

representar códigos LDPC, LDGM e RA, como será mostrado a seguir.

Curvas EXIT foram inicialmente obtidas por simulação para códigos convolucionais utilizados em

códigos Turbo [7] sobre canais Gaussianos. Posteriormente, foi possível obter estas curvas analitica-

mente para códigos LDPC e RA, dividindo cada um destes códigosem duas partes como detalhado

em [28] e [29].

A vantagem de usar este método é que as curvas podem ser obtidas separadamente para cada
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Fig. 3.4: Blocos de um decodificador com concatenação serial.

bloco, sem necessidade de se analisar de uma única vez o sistema inteiro, o que adicionaria comple-

xidade à análise. O sistema estudado aqui pode ser divido em dois blocos: detector multiusuário e

códigos, que ainda serão definidos. As mensagens trocadas entre os blocos serão as probabilidades

dos bits transmitidos valerem zero ou um. A curva do detectorpode ser obtida através de simulação.

A simulação exige realizações do canal e um conjunto de mensagens representando as probabilidades

dos bits transmitidos. A realização do canal pode ser geradautilizando as equações da Seção 2.1. As

mensagens provenientes dos códigos devem ser geradas de modo a fornecerem um valor determinado

de informaçãoa priori, para que a curva EXIT possa ser gerada de forma controlada. Amodelagem

destas mensagens é tratada na próxima seção

3.1.1 Modelagem das mensagens recebidas

A modelagem das mensagens apresentado nesta seção foi descrita em [7] e [27].

No caso de códigos binários, as mensagens transmitidas são valores de Log-verossimilhança (LLR

- do inglês:Log-Likelihood Ratio) [30]. Seja um bitb, que nesta seção pode assumir os valores−1 ou

1 representando os valores lógicos0 e 1. Suponha que este bit seja transmitido através de um canal

com ruído aditivo Gaussiano branco. O sinal recebidoz é entãob + n, onden corresponde ao ruído

com distribuição Gaussiana com média zero e variânciaσn = N0/2 (densidade espectral bilateral).

A variávelz tem a seguintepdf:

p(z|b) =
exp −(z−b)

2

2σ2
n√

2πσn

. (3.1)

Podemos obterP (b|z) utilizando o teorema de Bayes:
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P (b|z) = p(z|b)P (b)

p(z)
. (3.2)

O valor LLR deb é o logaritmo da razão entreP (b = 1) eP (b = −1). Quando este valor está

condicionado à variávelz, obtemos:

L(b|z) = L = ln
P (b = 1|z)
P (b = −1|z)

= ln
P (b = 1)

P (b = −1)
+ ln

p(z|b = 1)

p(z|b = −1)
.

(3.3)

Pode-se usar qualquer base para o logaritmo. Por conveniência escolhe-se o logaritmo natural,

pois isto torna mais simples as próximas equações. Considerando que os bits são equiprováveis,

obtemos a seguinte simplificação ao aplicarmos (3.1) a (3.3):

L = µL · b+ nL, (3.4)

ondeµL = 2/σ2
n enL é uma variável Gaussiana com média nula e variânciaσ2

L = 4/σ2
n.

Desta forma,L é uma variável Gaussiana com média e variância relacionadospela seguinte equa-

ção:

µL =
σ2
L

2
. (3.5)

Esta equação nos permite definir a distribuição dos LLR’s através de um único parâmetro,σL.

Assim, as mensagensL tem a seguinte distribuição:

p(L|b) =
exp

[
− (L−b·(σ2

L/2))
2

2σ2

L

]

√
2πσL

. (3.6)

A hipótese assumida para gerar as mensagensa priori é que, sendo elas LLR’s, elas devem ter

uma distribuição Gaussiana que pode ser definida por único parâmetro. Podemos obter o valor da in-

formação mútua entre as mensagensL e os bitsb através da seguinte equação, que é função exclusiva

deσL:

I(L, b) =
1

2

∑

i=1,−1

∫ ∞

−∞

p(L|b = i) · log2
2 · p(L|b = i)

p(L|b = 1) + p(L|b = −1)
dL = J(σL). (3.7)

Para gerar mensagens que resultam num determinado nível de informaçãoa priori, devemos

primeiro determinar o parâmetroσL que gera o valor de informação mútua desejado. Isto pode ser
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feito através da funçãoJ(), que não tem forma fechada mas pode ser aproximada através das seguintes

equações , fornecidas em [28]:

J(σ) =





aJ,1σ
3 + bJ,1σ

2 + cJ,1σ 0 ≤ σ ≤ σ∗,

1− exp [aJ,2σ
3 + bJ,2σ

2 + cJ,2σ + dJ,2] σ∗ < σ < 10,

1 σL ≥ 10,

ondeσ∗ = 1, 6363 e os parâmetros são:

aJ,1 = −0, 0421061, bJ,1 = 0, 209252,

cJ,1 = −0, 00640081,

aJ,2 = 0, 00181491, bJ,2 = −0, 142675,

cJ,2 = −0, 0822054, dJ,2 = 0, 0549508.

(3.8)

A funçãoJ−1() pode ser aproximada através das seguintes equações:

J−1(I) =




aσ,1I

2 + bσ,1I + cσ,1
√
I 0 ≤ I ≤ I∗

−aσ,2 ln bσ,2(1− I)− cσ,2I I∗ < I < 1

ondeI∗ = 0, 3646 e os parâmetros são:

aσ,1 = 1, 09542, bσ,1 = 0, 214217, cσ,1 = 2, 33727,

aσ,1 = 0, 706692, bσ,1 = 0, 386013, cσ,1 = −1, 75017.
(3.9)

Para se gerar valores deL que forneçam um certo valor de informação a priori sobre um conjunto

de variáveis, utilizamos a funçãoJ−1() para determinar qual é o valor deσL necessário. Consequen-

temente sabemos o valor deµL, o que nos permite gerar aleatoriamente o valor deL necessário, de

acordo com a distribuição dada por (3.6).

3.1.2 Relação entre as mensagens transmitidas e o valor de informação

Para obter a curva EXIT de um bloco, precisamos determinar qual é o valor da informação mútua

entre as mensagens de saída e o conjunto de variáveis correspondentes. Este valor pode ser calculado

se tivermos a distribuição das mensagens em função do valor de informação fornecidoa priori e do

valor que as variáveis assumem.

Como mostraremos nas próximas seções, o detector consegue, apartir das mensagens recebidas

e da realização do canal, gerar mensagensη a serem transmitidas para os códigos. A repetição deste

processo várias vezes permite a obtenção das densidades de probabilidade das mensagens transmiti-

das pelo detector quando os bits valem−1 ou1. Não é assumido que as distribuições das mensagens
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transmitidas são Gaussianas. Com as distribuições deη consegue-se obter o valor da informação

mútua entre as mensagens transmitidas e os bits de informação através da seguinte integral:

IE(η, b) =
1

2

∑

i=1,−1

∫ ∞

−∞

p(η|b = i) · log 2 · p(η|b = i)

p(η|b = 1) + p(η|b = −1)
dη. (3.10)

Esta informação mútua é o valor de informação extrínseca gerado. Se as mensagensη forem

LLR’s de b e N valores deη fossem gerados para respectivamenteN bits, o valor deIE pode ser

aproximado através da seguinte somatória [31]:

IE(η, b) = H{b} − H{b|η}
≈ 1− 1

N

∑N
i=1 log2 1 + exp(−biηi),

(3.11)

onde assume-se queP (b = 1) = P (b = −1) = 1/2.

Desta forma, podemos obter uma funçãoIMUD(IA, ET/N0) do detector que associa um valor de

informaçãoa priori IA (que determina a distribuição das mensagens recebidas) comum valor de

informação extrínsecaIE, parametrizado por um valor deET/N0 do canal. O mesmo procedimento

pode ser utilizado para obter a curva EXIT de qualquer bloco,desde que saibamos quais são as

distribuições das mensagens de saída, dado um valor deIA.

3.2 Revisão sobre grafos de fatores

Algumas funções são muito complicadas de serem avaliadas. Como veremos a seguir, a função

que o detector realiza para determinar o valor dos bits não é fácil de ser calculada. Uma maneira de

simplificar este cálculo é representar a função como um grafode fatores [32]. Esta representação,

juntamente com o algoritmo soma-produto, se aproveita do fato que algumas funções globais com-

plicadas podem ser fatoradas em funções locais mais simples. Isto permite que o cálculo da função

global seja feito aproximadamente ou exatamente através dacomputação dos fatores mais simples.

Suponha que haja uma funçãog(x) que pode ser escrita como o produto deu fatores na forma

g(x0, x1, ..., xv−1) =
u−1∏

i=0

fi(xi), ondexi é o conjunto de variáveis que são argumento defi(). Por con-

veniência omitiremos os parênteses ao nos referenciarmos às funções. As funçõesfi são chamadas de

funções locais ou fatores deg(x). Um grafo de fatores é uma forma de representar esta fatoração atra-

vés de um grafo bipartido que contém nós que representam variáveis e nós que representam funções.

A variávelxi está conectada à funçãofi se esta toma a primeira como argumento. Se calcularmos

todas as funções locais, sabemos o valor deg(x).

O algoritmo soma-produto é uma forma de se calcular e transmitir as mensagens entre os nós,
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de forma a calcularg(x). Isto é feito, nos nós-função, através da obtenção dos valores marginais de

fi em função de cadaxi (contida emxi), e através do produto das mensagens de entrada num nó-

variável. Dado um conjunto de elementosx e xi ∈ x, a notaçãox⊥xi indica o mesmo conjuntox

excetuando-se o elementoxi. Formalmente, a mensagemηfi→xj
transmitida de um nó-funçãofi para

um nó-variávelxj é:

ηfi→xj
(xj = x∗j) =

∑

ν(fi)⊥xj

fi(xi|xj = x∗j)
∏

xk∈ν(fi)⊥xj)

ηxk→fi , (3.12)

ondeν(fi)⊥xj indica o conjunto de variáveis que são argumento defi, excetoxj.

Sejaν(xi) o conjunto de todas as funções que tomam a variávelxi como argumento. A mensagem

ηxi→fj transmitida de um nó-variávelxi para um nó funçãofj é dada por:

ηxi→fj(xi = x∗i ) =
∏

fk∈ν(xi)⊥fj

ηfi→xj
(x∗i ), (3.13)

ondeν(xi)⊥fj indica o conjunto de funções que tomamxi como argumento, excetofj.

Um nó possui condições de enviar uma mensagem através de um ramo se há mensagens dispo-

níveis em todos os outros ramos. As mensagens são geradas nasvariáveis que estão conectadas a

somente uma função e se espalham pelo grafo, até que todos os nós tenham calculado todas as men-

sagens de saída, encerrando o algoritmo. Quando, partindo de um nó por um ramo e nunca voltando

pelo mesmo ramo, retornamos ao nó de origem, o grafo possui ciclos. Neste caso, o algoritmo não

tem terminação natural, pois devido a existência do ciclo, uma nova mensagem de saída em um ramo

gerará uma nova mensagem de entrada em outro ramo do mesmo nó,requisitando um novo cálculo

das mensagens de saída e assim indefinidamente. Na prática, oque se pode fazer é determinar uma

ordem de passagem de mensagens e determinar quantas iterações do algoritmo realizaremos, ou parar

o cálculo das mensagens de saída quando estas variam menos doque um valor definido. Além do cri-

tério de parada, pode ser necessário inicializar algumas variáveis para permitir o início do algoritmo.

A ordem com que as mensagens são geradas e passadas depende docronograma estabelecido. O

mesmo grafo pode ter vários cronogramas que podem influenciar na velocidade com que este calcula

a sua função [33].

3.3 Representação do detector como um grafo de fatores

O detector vai utilizar os valores da saída do canal e de probabilidadesa priori sobre os bits

transmitidos para gerar probabilidadesa posteriorisobre estes bits, obtendo assim uma curva EXIT.

O cálculo destas probabilidades é muito complicado, o que nos leva a utilização de grafos de fatores

para modelar a função que o detector realiza.
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Para obter as curvas EXIT do detector, associamosk bits por usuário às mensagensN -árias, onde

k = log2 N . As medidas de informaçãoa priori e extrínseca tem estes bits como referência. Oi-

ésimo bit dot-ésimo usuário é representado porbti, ondei varia entre0 ek − 1. O conjunto de todos

os bits pode ser representado pela matrizb, comT linhas ek colunas. Como todas as mensagens

são ortogonais entre si, a escolha do mapeamento entre bits emensagens não é crítico em relação à

probabilidade de erro de bit. Escolhemos um mapeamento natural. O conjunto de bits de todos os

usuários,b, pode ser associado ao vetorR através das seguintes equações:

mt =
k−1∑

i=0

{bti} · 2i,

ctn = [mt = n] cn =
T∑

t=1

ctn,

(3.14)

onde[·] vale 1 se o seu predicado é verdadeiro ou vale 0 se for falso. Estas equações determinísticas

podem gerar funções de probabilidade utilizando a mesma convenção:

P (mt|bti) =
[
mt =

k−1∑

i=0

{bti} · 2i
]
,

P (ct0, c
t
1, ..., c

t
N−1|mt) =

N−1∏

n=0

{
[ctn = 0][mt 6= n] + [ctn = 1][mt = n]

}
,

P (cn|ctn) =
[
cn =

T∑

t=1

ctn

]
.

(3.15)

Juntamente com apdf dep(Rn|cn), podemos escreverp(R, c, ctn,m, bti) usando a regra da cadeia:

p(R, c, ctn,m, bti) = p(R|c)P (c|ctn)P (ctn|m)P (m|bti). (3.16)

Os fatores (funções locais) desta equação são:

p(R|c) =
N−1∏

n=0

p(Rn|cn),

P (c|ctn) =
N−1∏

n=0

P (cn|ctn),

P (ctn|m) =
T∏

t=1

P (ct0, c
t
1, ..., c

t
N−1|mt),

P (m|bti) =
T∏

t=1

P (mt|bti).

(3.17)
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Os fatores acima podem ser quebrados em fatores menores, um para cada termo do produto. Estes

fatores estão representados nas Figs. 3.5 a 3.8.
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A combinação destes fatores através das variáveis em comum nos permite obter um grafo que

representa a função global, apresentado na Fig. 3.9. Este grafo nos permite, através do algoritmo

soma-produto, computar todos os fatores locais através da troca de mensagens entre os seus nós

como descrito em [32].

3.4 Cálculo das mensagens do detector multiusuário

Nesta seção apresentaremos as funções que descrevem as mensagens que passam pelo grafo. Por

se tratar de um grafo que representa uma densidade de probabilidade, as mensagens passadas pelos

ramos são as probabilidades marginais das variáveis assumirem os valores. De posse da definição

de cada uma das funções locais, as mensagens são diretamenteobtidas a partir das equações (3.12) e

(3.13) do algoritmo soma produto. Os nós que representam variáveis neste grafo simplesmente repas-

sam as mensagens de entrada para os outros ramos de saída, pois nenhuma variável está conectada a

mais de duas funções locais.

Uma propriedade do algoritmo soma-produto é que as mensagens emitidas por um nó através de

um ramo dependem exclusivamente das mensagens que estão entrando nos outros ramos do nó. Por
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Fig. 3.9: Grafo de fatores de um detector para um sistema comT usuários eN frequências.

causa desta propriedade, as probabilidades marginais obtidas geram informação extrínseca, por não

considerar as probabilidadesa priori conhecidas sobre a variável.

3.4.1 Mensagens calculadas no nóP (mt|bt0, bt1, ..., btk−1)

Este nó representa o mapeamento dosk bits do t-ésimo usuário na sua mensagemN -áriamt.

Como os sinais são ortogonais par a par, a escolha do mapeamento não é crítica para a probabilidade

de erro de bit. Desta forma, escolhemos o mapeamento natural, obtendo assim:

P (mt|bt0, bt1, ..., btk−1) =
[
mt =

k−1∑

i=0

{bti} · 2i
]
. (3.18)

Vamos representar este mapeamento pela funçãoε(), que toma como argumento osk bits e retorna

a mensagem, sendoε−1i () a função inversa que faz o mapeamento da mensagemN -ária para oi-ésimo

bit, i = 0, 1, ..., k − 1.

Como há somente um conjunto de bits que gera uma mensagemmt, o cálculo deP (mt = m∗) se

resume em multiplicar as probabilidades dos bits assumiremos valores que geramm∗:
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P (mt = m∗) =
k−1∏

i=0

P (bi = ε−1i (m∗)). (3.19)

Para calcularmos os valores deP (bti) precisamos realizar a seguinte operação:

P (bti) =
N−1∑

mt=0

P (mt)
k−1∏

j=0,j 6=i

P (btj = ε−1j (mt)). (3.20)

3.4.2 Mensagens calculadas no nóP (ct0, c
t
1, ..., c

t
N−1|mt)

A variável ctn pode assumir somente os valores 0 ou 1. A probabilidade destavariável assumir

estes valores, dadas as probabilidades das outras variáveis deste nó, é:

P (ctn = 1) = P (mt = n)
N−1∏

i=0,i 6=n

P (cti = 0),

P (ctn = 0) =
N−1∑

m∗=0,m∗ 6=n

P (mt = m∗)P (ctm = 1)
N−1∏

i=0,i 6=n,m

P (cti = 0).

(3.21)

A probabilidade da variávelmt assumir cada um dosN possíveis valores pode ser calculada

através da seguinte equação.

P (mt = n) = P (ctn = 1)
N−1∏

i=0,i 6=n

P (cti = 0),

P (mt 6= n) =
N−1∑

i=0,i 6=n

P (ctn = 0)P (cti = 1)
N−1∏

j=0,j 6=i,n

P (ctj = 0).

(3.22)

3.4.3 Mensagens calculadas no nóP (cn|c1n, c2n, ..., cTn )

A variável cn nos indica quantos usuários estão utilizando an-ésima frequência. As variáveis

ctn nos indicam se ot-ésimo usuário está utilizando an-ésima frequência. Desta forma temos que

cn =
∑T

t=1 c
t
n, e a probabilidadeP (cn|c1n, c2n, ..., cTn ) é dada por:

P (cn|c1n, c2n, ..., cTn ) =
[
cn =

T∑

t=1

ctn

]
. (3.23)

A partir desta equação obtemos as seguintes:
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P (cn = t∗) =
∑

ctn∈HT

[
t∗ =

T∑

t=1

ctn

]
T∏

t=1

P (ctn)

= P

(
T∑

t=1

ctn = t∗

)
,

P (cin = 1) =
T∑

cn=0





∑

ctn⊥c
i
n∈HT−1

[
cn = 1 +

T∑

t=1,t 6=i

ctn

]
T∏

t=1,t 6=i

P (ctn)





=
T∑

cn=1

P (cn) · P
(

T∑

t=1,t 6=i

ctn = T − cn − 1

)
,

P (cin = 0) =
T∑

cn=0





∑

ctn⊥c
i
n∈HT−1

[
cn =

T∑

t=1,t 6=i

ctn

]
T∏

t=1,t 6=i

P (ctn)





=
T−1∑

cn=0

P (cn) · P
(

T∑

t=1,t 6=i

ctn = T − cn

)
,

(3.24)

ondeHT é o espaço de HammingT -ário1.

Os valoresa priori deP (cn = t∗) já estão disponíveis na entrada correspondente. Precisamos

calcular os valores deP (
∑T

t=1 c
t
n = t∗) eP (

∑T
t=1,t 6=i c

t
n = t∗) (o último somatório possui um termo a

menos que o primeiro). Representando as mensagens de entradareferentes aos nóscin comoP (cin) =

δ(0)P (cin = 0) + δ(1)P (cin = 1)2, podemos obter estes valores através da convolução (representada

por ∗) das mensagens de entrada. Isto pode ser visualizado através do seguinte exemplo com três

entradas:

1Um espaço de HammingT -ário contém todos as2T sequências deT símbolos binários possíveis
2A funçãoδ(x) é um impulso emx
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P (c1n) ∗ P (c2n) = δ(0)P (c1n = 0)P (c2n = 0) + δ(1)(P (c1n = 0)P (c2n = 1)

+P (c1n = 1)P (c2n = 0)) + δ(2)P (c1n = 1)P (c2n = 1),

(P (c1n) ∗ P (c2n)) ∗ P (c3n) = δ(0)P (c1n = 0)P (c2n = 0)P (c3n = 0)

+δ(1)(P (c1n = 0)P (c2n = 0)P (c3n = 1)

+P (c1n = 0)P (c2n = 1)P (c3n = 0) + P (c1n = 1)P (c2n = 0)P (c3n = 0))

+δ(2)(P (c1n = 1)P (c2n = 1)P (c3n = 0)

+P (c1n = 1)P (c2n = 0)P (c3n = 1) + P (c1n = 0)P (c2n = 1)P (c3n = 1))

+δ(3)P (c1n = 1)P (c2n = 1)P (c3n = 1).
(3.25)

A convolução pode ser implementada sequencialmente através do seguinte algoritmo:

z0 = [1 0 0 · · · ],
zt = zt−1 · P (ctn = 0) + [0 zt−1] · (P (ctn = 1).

(3.26)

Podemos descartar todos os valores dezt com índice maior do queT + 1, pois eles serão sempre

iguais a zero. O vetorzT possui os valores deP (
∑T

t=1 c
t
n = t∗). Para obtermosP (

∑T
t=1,t 6=i c

t
n = t∗),

basta repetir o procedimento sem incluir o valor deP (cin).

Aparentemente este cálculo não pode ser simplificado. As mensagens que saem em direção ao

nó cn não precisam ser normalizadas porque, como todas as combinações dectn resultam num valor

válido paracn, o valor resultante deP (cn) satisfaz
∑T

t=0 P (cn = t) = 1. O mesmo não pode ser

garantido sobre a distribuição deP (ctn), cujo valor precisa ser normalizado.

3.4.4 Mensagens calculadas nos nósp(Rn|cn)

Estes nós são responsáveis por calcular a probabilidade dcn assumir um valor, dado o conheci-

mento deRn, ou seja,P (cn|Rn). Estes valores podem ser diretamente calculados através daseguinte

equação:

P (cn|Rn) =
p(Rn|cn)P (cn)

p(Rn)
. (3.27)

Os termos da equação acima estão dados na Seção 2.1. Dado que este valor depende exclusiva-

mente dos valores do canal, ele precisa ser calculado somente uma vez por realização do canal. O

valorp(Rn) normaliza os valores transmitidos para o nó que representa avariávelcn e não precisa ser

diretamente calculado. Para o problema, não é necessário calcular as mensagens em direção ao nó

Rn, já que o seu valor é conhecido na recepção.
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3.5 Resultados

As curvas EXIT do detector foram obtidas simulando realizações do canal e processando o algo-

ritmo soma-produto no grafo que corresponde ao detector. Asmensagens recebidas foram modeladas

como LLR’s com distribuição Gaussiana com parâmetros dados pelo valor de informaçãoa priori

desejado. Uma vez geradas, o detector as converteu em valores de probabilidade utilizando a trans-

formação:

P (b = 1) =
expL

1 + expL
. (3.28)

Para cada curva foram gerados 21 pontos. O valor da informação a priori foi variado de 0 a 1,

com graduação de 0,05 bits. Os passos para gerar a curva em cada ponto foram:

1. definir o valor deσL para obtermos o valor deIA desejado, utilizando a funçãoJ−1();

2. gerar aleatoriamente e armazenar 1 Mbits com valores iguais a -1 ou 1, com mesma probabili-

dade;

3. Gerar aleatoriamente e armazenar 1 milhão de variáveis Gaussianas com média nula e variância

σL

4. obter as mensagens de entrada do receptor ao somar os valores do passo anterior com o os bits

multiplicados porµL;

5. agrupar os bits e mensagens gerados em grupos deT usuários ek = log2 N bits por usuário;

6. para cada grupo deT ·k bits, converter os bits em mensagensN -árias e posteriormente no vetor

c correspondente;

7. para cadac obtido no passo anterior, gerar um vetorR de acordo com as estatísticas do canal e

a relação sinal ruído desejada;

8. para cada grupo deT · k bits e o seuR, processar o algoritmo soma-produto no grafo, obtendo

assim 1 milhão de mensagens de saídaη em formato LLR;

9. com o conhecimento dos bits gerados armazenados e com as mensagens de saída, obter o valor

IE utilizando a equação (3.11).

Um nó pode atualizar as suas mensagens de saída assim que novas mensagens de entrada estão

disponíveis. Já que o grafo possui ciclos, acontece de mensagens serem passadas por um dado ramo
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várias vezes, e o algoritmo de passagem de mensagens não tem uma terminação natural. Conside-

rando isto, estabelecemos um cronograma “ping-pong” de passagem de mensagens: uma vez que

as mensagens são geradas nos nós-bits e nós- canal (Rn), as mensagens são atualizadas da direita

para esquerda e de volta, de acordo com a Fig. 3.9. Fazer isto uma vez corresponde a uma iteração

interna do detector multiusuário. Pode-se observar que cinco iterações internas são suficientes para

estabilizar a distribuição de saída das mensagens que chegam nos nós-bit. Também observamos que

há uma diferença significante entre realizar uma ou cinco iterações, como mostra a Fig. 3.10. Para os

resultados apresentados, utilizamos dez iterações internas.
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Fig. 3.10: Curvas EXIT do detector paraN = 8, T = 4, Et/N0 = 20dB, detecção paralela, parame-
trizada pelo número de iterações internas

O sistema detector/decodificadores pode ser visto como a concatenação serial dos códigos dos

usuários com um “código” de taxa 1 (o mapeamento dos bits nas mensagensN -árias). Isto nos

permite comparar a área sob a curva EXIT do detector com a capacidade do canal, como mostrado

em [34]. Para o caso do canal binário de apagamento, a área é exatamente igual à capacidade. Para o

canal utilizado, a área pode ser considerada uma aproximação para a capacidade normalizadaC (vide

equação (2.27)).

De acordo com a ordem como as mensagens são passadas pelo sistema detector/códigos, dois
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cenários de detecção das mensagens são possíveis, como podeser visualizado na Fig. 3.11: de-

tecção paralela ou serial. Na detecção paralela, todos os usuários são detectados ao mesmo tempo.

As mensagens que o detector gera alimentam os códigos de todos os decodificadores, que por sua

vez alimentam o detector com novas mensagens. Neste caso, a curva EXIT do detector é a mesma

para todos os usuários, que podem transmitir com a mesma taxa. Na detecção serial, somente um

decodificador processa as mensagens vindas do detector por vez. Os outros decodificadores ou já

terminaram o processo de decodificação ou ainda não iniciaram. Os usuários são detectados um por

vez: os decodificadores dos usuários já detectados informamao detector da sua decisão sobre os bits

transmitidos, enquanto que os não detectados não informam nada ao detector. Para permitir taxas

iguais a todos os usuários neste esquema, seria necessário uma troca constante de ordem de detecção

dos usuários, o que acarretaria numa complexidade adicional. Para manter o esquema de detecção

simples, escolhemos a detecção paralela.

Decodificador 1

MUDDecodificador 2

Decodificador T

Canal
...

Fig. 3.11: Combinação do detector multiusuário com os decodificadores individuais de cada usuário

Resultados paraN = 4, 8 e 16 estão apresentados nas Figs. 3.12 a 3.14, ondeID é a informação

extrínseca fornecida pelo MUD. Para cadaN , há um valorTMAX que maximiza a capacidade soma

efetiva. EscolhemosT = TMAX , 2TMAX/3 e TMAX/3, ondeTMAX foi obtido paraEt/N0 = 20dB.

ParaN = 4, 8 e 16, o valor deTMAX é respectivamenteT = 3, 6 e 12, o que reforça a escolha da

distribuição uniforme para os símbolos de entrada do canal.Omitimos as situaçãoN = 4, T = 1 por

haver somente um usuário, e os casos ondeT = 2, pois nesta situação o cálculo sofre problemas de

precisão numérica. Os valores deEt/N0 correspondem a energia do bit transmitido, e não à energia

por bit de informação.

A Tab. 3.1 compara a área entre as curvas EXIT obtidas com 1 ou 10 iterações e a capacidade nor-

malizada para a situação correspondente. Conclui-se que o aumento no número de iterações internas

do detector contribui para uma melhora no desempenho esperado do sistema.
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Fig. 3.12: Curvas EXIT paraN = 4, detecção paralela, váriosEt/N0
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Fig. 3.13: Curvas EXIT paraN = 8, detecção paralela, váriosEt/N0
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Fig. 3.14: Curvas EXIT paraN = 16, detecção paralela, váriosEt/N0

3.6 Resumo

Neste capítulo desenvolvemos um grafo de fatores que representa a função matemática executada

pelo detector multiusuário. Obtivemos a partir do algoritmo soma produto as mensagens que são

passadas pelos ramos deste grafo.

A partir do grafo, obtivemos as curvas EXIT do detector para diversos casos. A partir destas

curvas podemos perceber que a interferência entre os usuários é um fator mais forte do que a relação

sinal-ruído para determiná-las. Estas curvas serão utilizadas posteriormente para obtermos sistemas

multiusuário.
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Tab. 3.1: Comparativo entre área sob a curva EXIT para detecção paralela e capacidade soma norma-
lizada do sistema

N T Et/N0 Capacidade Área
normalizada 1 iteração 10 iterações

10 0,432 0,395 0,462
4 3 15 0,520 0,485 0,556

20 0,569 0,535 0,607
10 0,480 0,442 0,510

4 15 0,550 0,508 0,582
8 20 0,585 0,541 0,617

10 0,339 0,300 0,338
6 15 0,392 0,351 0,394

20 0,420 0,377 0,423
10 0,597 0,543 0,612

4 15 0,662 0,605 0,671
20 0,690 0,635 0,697
10 0,392 0,332 0,363

16 8 15 0,441 0,377 0,412
20 0,464 0,400 0,4362
10 0,276 0,172 0,193

12 15 0,311 0,208 0,225
20 0,329 0,229 0,247
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Capítulo 4

Análise de Códigos

Neste capítulo vamos analisar algumas classes de códigos que podem ser utilizadas em conjunto

com o detector multiusuário apresentado no capítulo anterior. O objetivo é escolher uma classe para

o projeto do sistema, detalhado no próximo capítulo.

As classes analisadas são:

• LDPC (do inglês:Low Density Parity Check), são códigos de bloco definidos através de uma

matrizH esparsa, ou seja, que possui principalmente zeros e, neste caso, relativamente poucos

1’s [35];

• LDGM (do inglês:Low Density Generator Matrix), são códigos de bloco com matriz geradora

G esparsa [36];

• RA (do inglês:Repeat-Accumulate), pode ser interpretado como a concatenação serial de um

código LDGM com um acumulador, um código convolucional com taxa um e uma memória

cuja saída e o próximo estado da memória valem a soma módulo-2do bit de entrada com o

estado atual da memória [37].

Omitiremos a palavra “classe” neste capítulo de forma que o termo “código LDPC” se refira à

classe dos códigos LDPC.

Os três códigos acima podem ser sistemáticos se os bits de informação fizerem parte da palavra

código, ou não sistemáticos caso contrário. Os três códigostambém admitem construção regular ou

irregular. A construção é regular seH (para LDPC) ouG (para LDGM ou RA) possui o mesmo

número de 1’s em cada linha da matriz e ao mesmo tempo o mesmo número de 1’s em cada coluna.

O número de 1’s em cada linha pode ser diferente do número de 1’s em cada coluna. Se o número de

1’s por linha ou por coluna variar, a construção é irregular.

53
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Estes códigos podem ser representados através de grafos quepossuem nós de variável e nós de

paridade, que são nós de função que representam uma equação de paridade. A análise usual destes

códigos [27; 28; 29] consiste em separar o grafo correspondente ao código em duas partes e gerar

curvas EXIT para cada uma destas partes. Estas curvas dependem das condições do canal e dos

parâmetros dos códigos. Para os códigos LDPC e LDGM, as curvas EXIT são facilmente obtidas

através de equações analíticas que descrevem o comportamento de cada um dos módulos [28]. Para os

códigos RA, utilizava-se uma combinação de equações analíticas e de simulações (para o acumulador)

[29].

Para podermos comparar os diversos candidatos entre si, alteramos um pouco a análise usual de

modo a obter, para cada código, uma única curva EXIT. Esta curva combinada pode ser analisada

em conjunto com a curva EXIT do detector. Além disso, removemos a necessidade de simulação do

acumulador.

4.1 Equações fundamentais dos códigos de bloco lineares

Todos os códigos considerados podem ser modelados como grafos de fatores, com nós que repre-

sentam variáveis binárias e nós que representam as equaçõesde paridade (ou soma módulo 2, indicado

pelo símbolo⊕)1. A obtenção das curvas EXIT dos códigos pode ser simplificadaconsiderando duas

equações fundamentais que relacionam o valor médio da informaçãoa priori com o valor médio da

informação extrínseca para cada um dos tipos de nós. Estas equações podem ser generalizadas para

os casos irregulares agrupando os nós em camadas.

4.1.1 Transferência de informação para um nó-variável

Seja um nó-variável conectado adv ramos indexados. O valordv é chamado de grau do nó.

Este nó representa um bitb num grafo. Denominaremos as mensagens que entram neste nó como

ηiA, i = 1, 2, ..., dv, ondei indica índice do ramo e o subscritoA indica que é uma mensagem de

entrada (a priori). As mensagens de saída serão denominadasηiE, i = 1, 2, ..., dv, onde o subscritoE
indica que é uma mensagem de saída (extrínseca).

Se as mensagens (de entrada e saída) representam a probabilidade do bit ser igual a um, as men-

sagens de saída podem ser calculadas a partir da seguinte equação, obtida através da aplicação de

(3.13):

1Sea⊕ b⊕ c = d, a equação de paridade correspondente éa⊕ b⊕ c⊕ d = 0
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ηiE =

dv∏

j=1,j 6=i

ηjA

dv∏

j=1,j 6=i

ηjA +
dv∏

j=1,j 6=i

(1− ηjA)

, (4.1)

onde o denominador serve para normalizar os valores das mensagens.

Para simplificar os cálculos, pode-se utilizar os valores LLR [30] (vide Seção 3.1.1) no lugar das

probabilidades. Dado um valorp(b = 1) que representa a probabilidade do bitb ser igual a 1, o seu

valor LLR é dado porL(b), definido como:

L(b) = log
p(b = 1)

p(b = 0)
= log

p(b = 1)

1− p(b = 1)
. (4.2)

Se as mensagens (de entrada e saída) representam o valorLLR das probabilidades, as mensagens

de saída podem ser facilmente calculadas através da seguinte equação:

ηiE =
dv∑

j=1,j 6=i

ηjA. (4.3)

As mensagens LLR de entrada (informaçãoa priori sobre o bit representado por este nó) podem

ser modeladas por uma distribuição Gaussiana com média e variância relacionados através da função

J(·). Se a variável LLR aleatóriaηiA fornece um valorIjA sobre o bitb, a sua variânciaσj
A pode ser

obtida através da função inversaJ−1() (vide Seção 3.1.1). A mensagem de saídaηEi , sendo a soma

dedv − 1 variáveis Gaussianas aleatórias, é também uma variável Gaussiana variância dada por:

σE
i

2
=

dv∑

j=1,j 6=i

σj
A

2
. (4.4)

Assim, a mensagem de saída fornece um valor de informação extrínseca sobre o bit que pode ser

calculada através da seguinte equação:

IEi (IA, dv) = J




√√√√
dv∑

j=1,j 6=i

J−1(IjA)
2


 . (4.5)

Esta equação informa quantoem médiaas mensagens de saída de um nó-variável binário infor-

mam sobre o bit representado, dado o valor médio da informação a priori fornecido pelas mensagens

de entrada.
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Tab. 4.1: Aproximação linear por partes de∆(|x|) ≈ log(1 + exp−|x|)
|x| [0 → 0, 5) [0, 5 → 1, 6) [1, 6 → 2, 2) [2, 2 → 3, 2) [3, 2 → 4, 4) [4, 4 → ∞)

∆(|x|) −|x|
2

+
7

10

−|x|
4

+
23

40

−|x|
8

+
3

8

−|x|
16

+
19

80

−|x|
32

+
11

80
0

4.1.2 Transferência de informação para um nó-paridade

Um nó de paridade representa uma equação de soma módulo 2. Elepode representar tanto uma

operação de soma realizada para a obtenção de um bit (o resultado da soma) como para representar

uma equação de paridade (quando o resultado da soma deve valer zero).

A probabilidade de um bit ser igual a um é igual a probabilidade da soma de todos os outros bits

serem iguais a um. Sendop1 ep2 as probabilidades dos bitsb1 eb2 serem iguais a um, a probabilidade

da soma módulo 2 ser igual a um vale:

p(b1 ⊕ b2 = 1) = p1 · (1− p2) + p2 · (1− p1). (4.6)

Utilizando os valores LLR correspondentesL1 = LLR(b1) e L2 = LLR(b2), foi mostrado em

[30] que:

L(b1 ⊕ b2) = log
eL1 + eL2

1 + eL1+L2

. (4.7)

Indicaremos esta operação através do operador binário⊞. Também foi mostrado queL(b1 ⊕ b2 ⊕
· · ·⊕bn) = L1⊞L2⊞ · · ·⊞Ln. A operação⊞ pode ser eficientemente calculada utilizando a seguinte

equação:

L1 ⊞ L2 = log [exp(L1) + exp(L2)]− log [1 + exp(L1 + L2)]

= LSE(L(b1), L(b2))− LSE(0, L(b1) + L(b2)),
(4.8)

onde a funçãoLSE(a, b) é o logaritmo da soma dos exponenciais. A funçãoLSE(a, b) pode ser

aproximada de algumas formas como mostrado em [38]. O métodoescolhido foi a de linearização

por partes, resultando em:

LSE(a, b) = max a, b+ log 1 + exp(−|a− b|)
≈ max a, b+∆(|a− b|)

(4.9)

onde∆(|x|) é uma aproximação delog(1 + exp−|x|) como mostrado na Tab. 4.1. Desta forma

substitui-se o cálculo de exponenciais e logaritmos por comparações e equações lineares, que são

bem menos custosas computacionalmente.
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A função que determina o valor da informação extrínseca em umramo de um nó de verificação de

paridade a partir dos valores da informação a priori existente considera uma propriedade das curvas

EXIT mostrada em [34], que relaciona a curva EXIT de um códigolinear com o seu dual através da

seguinte equação:

IE⊥ (I
A) = 1− IE(1− IA), (4.10)

ondeIE é a curva EXIT de um código eIE⊥ é a curva EXIT do seu dual. Esta propriedade é exata

para o canal binário de apagamento, sendo uma aproximação para o canal Gaussiano [39].

O nó de paridade comdc ramos pode ser utilizado para representar um código que possui somente

um bit de paridade (SPC - do inglêsSingle Parity Check) e comprimentodc. O código dual de um

código SPC é o código de repetição com comprimentodc, que pode ser representado como um nó-

variável comdc ramos. Desta forma, aplicando (4.5) a (4.10), obtemos a equação que relaciona o

valor médio da informação extrínseca das mensagens de saídacom o valor médio da informaçãoa

priori das mensagens de entrada:

IEi (I
A, dc) = 1− J




√√√√
dc∑

j=1,j 6=i

J−1(1− IjA)
2


 . (4.11)

4.1.3 Generalização para códigos irregulares

Em códigos irregulares, os nós de um tipo não possuem a mesma quantidade de ramos. As

equações (4.5) e (4.11) podem ser generalizadas para este caso agrupando os nós em camadas e

considerando uma função de distribuição de graus.

Os nós podem ser agrupados em três tipos de camadas:

• VND (do inglês:Variable Node Detector), é a camada que agrupa os nós-variável que repre-

sentam um conjunto de bits, sejam transmitidos ou de informação;

• CND (do inglês:Check Node Detector), é a camada que agrupa os nós-função que representam

as equações de paridade (ou soma módulo-2);

• ACC, é a camada que agrupa os nós que representam o acumulador.

A única variação possível na estrutura da camada ACC é o seu comprimento. As camadas VND

e CND possuem, além do comprimento, uma distribuição de grausque informa quanto ramos estão

conectados aos nós das camadas. A distribuição pode ser representada através das funçõesdv(i)

(dc(i)) que retornam, para qualquer valor inteiro dei > 0, a fração dos nós de VND(CND) que
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possuemi ramos conectados a ele. Para facilitar a comparação entre oscódigos, os ramos que estão

conectados ao canal ou ao acumulador (no máximo um ramo por nó) não serão contabilizados por

estas funções. Os valores médiosd̃v e d̃c podem ser obtidos através das seguintes equações:

d̃v =

dMAX
v∑

i=1

dv(i) · i,

d̃c =

dMAX
c∑

i=1

dc(i) · i,
(4.12)

ondedMAX
v edMAX

c são respectivamente os maiores valores dei tais quedv(i) > 0 edc(i) > 0.

É possível obter o valor médio da informação extrínsecaIE das mensagens que saem de uma

camada em função do valor médio da informaçãoa priori IA das mensagens que entram na camada.

Para isto, considera-se que todos as mensagens de entrada fornecem o mesmo valor deIA. Isto

permite calcular os valores deIE(IA, i) em função do número de ramos dos nós, que é o mesmo

valor para nós com o mesmo número de ramos e diferente entre nós com quantidades de ramos

desiguais. Utilizando as funçõesdv(i) e dc(i), pode-se obter o valorIE da camada irregular através

de uma soma ponderada dos valores deIE(IA, i), onde a ponderação é feita em função do percentual

de ramos que retornam um valorIE(IA, i).

Data uma distribuição de graus genéricadx(i)(que pode serdv(i) oudc(i)) com valor médiod̃x, a

fração de ramos que saem de um nó com graui em uma camada comB nós é:

B · i · dx(i)
dMAX
x∑

j=0

b · j · dx(j)

=
i · dx(i)

d̃x
.

(4.13)

Como consequência, o valor deIE em função deIA e de uma distribuição de grausdx() pode ser

definido através da seguinte equação:

IE(IA, dx(i)) =

dMAX
x∑

i=2

IE(IA, i) · i · dx(i)
d̃x

. (4.14)

4.2 Códigos LDPC

Códigos LDPC foram propostos em [35] em 1962, mas foram esquecidos por aproximadamente

30 anos. Com o advento dos códigos Turbo, estes códigos voltaram a chamar a atenção devido a

sua natureza iterativa de decodificação. A complexidade do decodificador é baixa. O desempenho,

para comprimentos longos, se aproxima à capacidade do canalAWGN. Vamos considerar somente
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códigos LDPC binários.

Códigos LDPC são definidos através de uma matriz de verificaçãode paridadeH (comB − K

linhas eB colunas) esparsa, isto é, ela possui poucos diferentes de zero e muitos elementos iguais a

zero. As palavras códigov (um vetor comB elementos) de um código LDPC são todas aquelas que

satisfazemH · vT = 0. AsB colunas da matrizH pode ser associadas aosB bits da palavra código.

AsB−K linhas da matriz representamB−K equações de paridade que somam bits de acordo com

a entrada da matriz: o biti faz parte da equaçãoj se a entrada da matriz na colunai e linhaj vale um.

Um código LDPC pode ser representado através de um grafo que mostra a conexão entre osB

bits da palavra código e asB − K equações de paridade, como mostra a Fig. 4.1. Isto pode ser

feito através da concatenação de uma camada VND e de uma camada CND. Os nós das camadas são

conectados de acordo com a matrizH: o nó i da camada VND está conectado ao nój da camada

CND se a entrada da matriz na colunai e linhaj vale um. O número de 1’s por linha é o valor de

dv. O número de 1’s por coluna é o valor dedc. Se todos os nós-variável possuírem o mesmo graudv

e todos os nós-paridade possuírem o mesmo graudc, o código é regular. Caso contrário, o código é

irregular e as funçõesdv(i) e/oudc(i) são necessárias.

Além das conexões entre as camadas VND e CND, há também uma conexão da camada VND

com o “exterior” do código, que fornece alguma informação sobre a palavra código. A parte externa

pode ser um canal, um detector ou um outro código, por exemplo. Para facilitar a notação e explicitar

a diferença dos valores de informação provenientes da camada CND e do exterior, esta conexão não

é contabilizada emdv oudv(i), isto é, um nó da camada VND de um código LDPC com graui possui

i+ 1 ramos conectados a ele.

O número de ramos que saem do VND em direção ao CND é necessariamente igual ao número

de ramos que saem do CND em direção ao VND. Desta forma podemos obter a taxa por projeto do

código:

B · d̃v = (B −K) · d̃c,

TxLDPC =
K

B
= 1− d̃v

d̃c
.

(4.15)

Como a taxa do código deve ser positiva, conclui-se que o valorde d̃v deve ser menor do quẽdc.

Para que o código LDPC seja sistemático, a matriz de paridadedeve ter o formatoG = [IK |P].
Isto permite que a matriz geradora seja escrita como[−PT |IB−K ], resultando emG·HT = P−P = 0.

A Fig. 4.2 mostra a direção das trocas de informação entre as camadas. As letras do subscrito V,

C e D representam respectivamente o VND, CND e detector. Quando há duas letras, a primeira letra

indica a origem e a segunda o destino. Por exemplo,IV C esta associado às mensagens que partem

do VND em direção ao CND. Os blocos denominados porΠ eΠ−1 implementam as conexões entre
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as camadas VND e CND de forma aleatória: as mensagens de uma camada entram sequencialmente

no bloco; a ordem de saída é definida pela permutação. Desta forma as conexões não fazem parte

das camadas dos códigos. Mais detalhes sobre a implementação das ligações entre as camadas serão

vistos na Seção 5.2.

...

...Canal

dv

dc

v1

vn−1

vn−2

v3

v2

vn

VND

CND

vn−3

Fig. 4.1: Grafo que representa um código LDPC regular comdv = 2 edc = 3.

MUD VND CND

ID(IV D) IV C(ICV , ID)

ICV (IV C)IV D(ICV )
Canal

π

π−1

Fig. 4.2: Direção de troca de informações para MUD e LDPC.
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Pode-se obter curvas EXIT para as camadas VND e CND. O CND envia mensagens para o VND.

O VND esta conectado ao canal, que nos fornece um valorID de informação a priori sobre o bit

transmitido. O VND possui duas interfaces e consequentemente duas curvas EXIT. Considerando que

na entrada de cada camada, o valor de informação a priori proveniente da outra camada é o mesmo em

todos os ramos, as curvas EXITIV C(·), IV D(ICV , dv) e ICV (·) de um código LDPC regular podem

então ser escritas como:

IV C(ICV , ID, dv) = J
(√

J−1(ID)2 + (dv − 1)J−1(ICV )2
)
,

ICV (IV C , dc) = 1− J
(
J−1(1− IV C)

√
dc − 1

)
,

IV D(ICV , dv) = J(J−1(ICV )
√
dv.

(4.16)

Para códigos LDPC irregulares, as equações se tornam:

IV C(ICV , ID, dv(i) =

dMAX
v∑

i=1

ai · dv(i)
d̃v

· IV C(ICV , i),

ICV (IV C , dc(i)) =

dMAX
c∑

i=1

bi · dc(i)
d̃c

· ICV (IV C , i),

IV D(ICV , dv(i)) =

dMAX
v∑

i=1

ai · J(J−1(ICV )
√
i).

(4.17)

4.3 Códigos LDGM

Códigos LDGM [40] (do inglês -Low Density Generator Matrix) são definidos, assim como

códigos LDPC, através de uma matriz esparsa. Entretanto, enquanto a matriz dos códigos LDPC é a

matriz de verificação de paridadeH, a matriz do código LDGM é uma matriz de geração da palavra

códigoG, de forma que a palavra códigov é gerada através de uma sequência de informaçãob é

através dev = b · G. Desta forma, a matrizG possuiK linhas eB colunas. Da mesma forma

como códigos LDPC, estes códigos podem ser analisados através dos parâmetrosdv edc para códigos

regulares ou pelas funçõesdv(i) e dc(i) para códigos irregulares. O parâmetrodv indica quantos1’s

estão presentes por linha deG, menos um se o código for sistemático. O parâmetrodc indica quantos

1’s estão presentes em cada coluna deG. No caso de códigos LDGM, o valor dedc representa quantos

ramos estão conectados a um nó de paridade menos um, que é o ramo que transmite o bit através do

canal. Para códigos LDGM não sistemáticos, o valor dedv é igual ao número de ramos que estão

conectados aos nós-variável.



62 Análise de Códigos

A taxa deste código éK/B, e pode ser dada em função dos parâmetros igualando-se o numero de

ramos que saem das camadas VND e CND em direção à outra camada. Quando o código é sistemático

temos:
K · d̃v = (B −K) · d̃c,

TxS
LDGM =

K

B
=

d̃c

d̃v + d̃c
.

(4.18)

Quando o código é não sistemático temos:

K · d̃v = (B) · d̃c,

TxNS
LDGM =

K

B
=

d̃c

d̃v
.

(4.19)

...
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Canal
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dc
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bk−1

bk−2

bk−3

v1

vn−1
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v3

v2

vn

VND

CND

Fig. 4.3: Grafo que representa um código LDGM não sistemático regular comdv = 3 edc = 2. Para
o caso sistemático, os nós que representam os bits também sãotransmitidos.

A codificação para estes códigos é direta, feita através da matriz G. Como ela é esparsa, pode-se

armazenar, no lugar da própria matriz, a relação dos bits quegeram cada bit de saída. A decodificação

pode ser feita através da passagem de mensagens pelo grafo equivalente, apresentado na Fig. 4.3.
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As curvas EXIT de um código LDGM regular são dadas por:

IV C(ICV , ID, dv) = J
(√

J−1(s · ID)2 + (dv − 1)J−1(ICV )2
)
,

ICV (IV CIAC , dc) = 1− J
(√

(dc − 1)J−1(1− IV C)2 + J−1(1− IAC)2
)
,

ICD(IV C , dc) = 1− J
(
J−1(1− IV C)

√
dc

)
,

IV D(ICV , dv) = s · J
(√

dvICV

)
,

(4.20)

ondes vale um se o código for sistemático e zero caso contrário.

As curvas EXIT para um código LDGM irregular são dadas por:

IV C(ICV , ID, dv(i)) =

dMAX
v∑

i=1

dv(i) · IV C(ICV , ID, i),

ICV (IV C , IAC , dc(i)) =

dMAX
c∑

i=1

dc(i) · ICV (IV C , IAC , i),

ICD(IV C , dc(i)) =

dMAX
c∑

i=1

dc(i)ICA(IV C , i),

IV D(ICV , dv(i)) =

dMAX
v∑

i=1

dv(i)IV D(ICV , i).

(4.21)

Códigos LDGM não sistemáticos precisam ter alguma fração de nós CND com grau 1. Isto pode

ser visto da Fig. 4.3 e pela equação (4.11). Se o valor da informaçãoa priori que entra em um

nó-paridade for igual a zero, o valor da informação extrínseca que sai em todos os outros ramos será

igual a zero, como mostra a equação (4.11). No início do processo de decodificação, o valor deIV C

é zero. Assim, se todos os nós de CND tiverem grau maior do que 1,sempre haverá pelo menos um

ramo de entrada (vindo de VND) com um valor de informaçãoa priori igual a zero. Desta forma,

o valor deICV é sempre igual a zero e consequentementeICV também. Por outro lado, se parte dos

nós de CND tiverem grau 1, o valor deID passa através da camada CND e atinge VND, que pode

responder com um valor deIV C > 0.

Este problema não ocorre em códigos LDGM sistemáticos pois acamada VND utiliza o valor

de ID diretamente, o que permite que a camada CND gere valores deICV maior do que zero. Para

códigos sistemáticos, o valor da informação mútua passada ao detector é a soma ponderada deICD e

IV D, ponderados por(B −K)/B eK/B respectivamente.
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4.4 Códigos RA

Códigos RA (do inglês:Repeat-Accumulate) [37] são uma alternativa aos códigos LDPC e turbo,

tendo como vantagem a simplicidade da obtenção de palavras-código. Como o próprio nome diz, a

codificação é feita repetindo-se os bits de informação e acumulando o resultado da soma modulo-

2 de uma permutação destes bits. Assim como os códigos LDPC e LDGM, estes códigos também

podem ser irregulares [41], sistemáticos ou não. Eles podemser vistos como a concatenação de um

código LDGM com o acumulador. O acumulador é um código convolucional definido pelas seguintes

equações:

tn = in ⊕ sn−1,

on = tn,

sn = tn,

(4.22)

ondesn é on-ésimo estado da memória do acumulador,in e on são osn-ésimos bits de entrada e

saída. A forma como estas equações foram escritas facilitará posteriormente a obtenção da curva

EXIT do acumulador.

Como o acumulador é sempre definido pelas mesmas equações (exceto por uma variação de tama-

nho), a matriz geradoraG é suficiente para definir um código RA. Os valores dedv e dc ou dv() e

dc() seguem o mesmo padrão definido para códigos LDGM. Um código RA pode ser genericamente

representado pela Fig. 4.4, onde podemos dividir o grafo em três camadas: VND, CND e acumulador.

As direções de troca de informação estão mostradas na Fig. 4.5, onde o subscritoA se refere ao

acumulador.

A taxa de um código RA é obtida igualando-se o número de ramos das camadas VND e CND que

saem em direção a outra camada. Como o acumulador tem taxa 1, a taxa do código RA é igual a taxa

de um código LDGM com os mesmos parâmetros. Ela vale:

TxS
RA =

K

B
=

d̃c

d̃v + d̃c
(4.23)

para códigos sistemáticos e :

TxNS
RA =

K

B
=

d̃c

d̃v
(4.24)

para códigos não sistemáticos.

A geração de códigos é simples, bastando gerar as conexões entre o VND e o CND, de acordo

com a matrizG. A codificação consiste então em passar os bits pelas camadas, do VND para o CND

e depois para o acumulador.
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Fig. 4.4: Grafo que representa um código RA não sistemático regular comdv = 3 e dc = 2. Para o
caso sistemático, os nós que representam os bits também são transmitidos.
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Fig. 4.5: Direção de troca de informações para MUD e RA.
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Fig. 4.6: Representação de uma instância do acumulador.
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A decodificação inicia-se pelo acumulador. Como ele é um código convolucional de taxa 1,

podemos utilizar o algoritmoForward-Backwardou BCJR [42]. O algoritmo soma-produto continua

pelo resto do grafo. Pelos mesmos motivos de códigos LDGM, códigos RA não sistemáticos precisam

ter uma fração dos nós que compõem o CND com grau 1, ou o processoiterativo não se inicia.

Um código RA sistemático pode ser visto como um código LDPC, comuma fração(B−K)/(B)

de nós-paridade com grau 2 representando o acumulador. Com essa restrição podemos obter códigos

LDPC com rápida codificação [43].

As equações EXIT das camadas VND e CND de um código RA regular sãoiguais às curvas

para as camadas correspondentes de um código LDGM, descritas na seção anterior, com pequenas

variações devido ao fato da camada CND estar conectada ao acumulador e não ao canal.

As curvas do acumulador são geralmente parametrizadas pelarelação sinal-ruído e obtidas por

simulação [29]. Um método alternativo que propomos é obter as curvas numericamente utilizando

um sistema de equações. Em vez de usar a relação sinal-ruído como parâmetro para a curva do

acumulador, utilizamos o valor de informaçãoa priori correspondente. Considere a Fig. 4.6, um

grafo que representa an-ésima entrada do acumulador. SejaIAX e IEX os valores da informaçãoa

priori e da informação extrínseca da variávelX, respectivamente. Usando as equações (4.5) e (4.11)

obtemos o seguinte sistema:

Itn→ = 1− J(
√
J−1(1− IAsm)

2 + J−1(1− IAin)
2),

Itn← = J(
√
J−1(IAon)

2 + J−1(IAsn)
2),

IEin = 1− J(
√
J−1(1− IAsm)

2 + J−1(1− Itn←)
2),

IEsm = 1− J(
√
J−1(1− IAin)

2 + J−1(1− Itn←)
2),

IEon = J(
√
J−1(Itn→)

2 + J−1(IAsn)
2),

IEsn = J(
√
J−1(IAon)

2 + J−1(Itn→)
2),

(4.25)

onde a seta indica a direção das mensagens transmitidas de acordo com a Fig. 4.6.

Sob a hipótese de que estamos usando um acumulador grande, é razoável assumir queIEsm = IAsn
e IEsn = IAsm . Dado um valor deIAon e IAin , podemos numericamente obter os valores deIAsn e IAsm que

satisfazem a condição assumida, o que nos permite posteriormente calcularIEin = IAC(ICA, ID) e

IEon = IAD(ICA, ID).
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4.5 Obtenção de curva EXIT global dos códigos

O procedimento tradicionalmente adotado para se analisar um dos códigos acima é analisar a

interface entre as camadas VND e CND [28; 29]. Se há outras camadas além destas, as curvas EXIT

destas são combinadas com a curva do VND ou CND de acordo com a conexão das camadas.

Alternativamente, pode-se obter uma curva global do código, combinando as curvas das camadas

de forma a obter uma única curva para o código, dado um valor deinformaçãoa priori disponível. O

objetivo é separar o detector do código para que vários códigos possam ser analisados. A vantagem

deste método é que, uma vez que temos a curva EXIT do detector,podemos determinar qual classe

de códigos é mais apropriada para este.

O conceito é uma extensão da idéia utilizada para a obtenção numérica da curva do acumulador.

Considere por exemplo a Fig. 4.2. Para combinarmos as curvas do VND e CND, consideramos que,

para um dado valor deID fornecido pelo detector, VND e CND vão trocar mensagens até atingirem

um ponto estável. Este ponto estável é o menor ponto onde as curvasIV C(ICV , ID) e ICV (IV C) se

cruzam. Isto acontece no ponto(a, b) tal queIV C(a, ID) = b e ICV (b) = a, que pode ser numerica-

mente obtido usando as equações descritas acima. Dado este ponto, podemos obterIV D(a), o valor

de informaçãoa priori que o código retorna ao detector. Ao realizarmos esta combinação obtemos

uma curva para o maior valor deIV D que o código pode retornar, dado um valor deID.

O mesmo procedimento pode ser realizado para códigos LDGM, onde obteremosICD(ID). Para

códigos RA, o procedimento deve ser aplicado duas vezes: primeiro para a obtenção deICA(IAC)

(que independe deID) e posteriormente para a obtenção deIAD(ID).

Apresentamos as curvas para alguns códigos LDPC, LDGM e RA obtidas através deste método

nas Figs. 4.7 a 4.9. Os parâmetros dos códigos estão definidosnas Tabs. 4.2 a 4.4. Percebe-se que

códigos LDGM não são capazes de retornar um valor deIE = 1 paraIA < 1, enquanto que códigos

RA e LDPC (dependendo dos parâmetros) conseguem. Além disso,as curvas dos códigos RA são as

mais íngremes. Pode-se perceber o impacto da presença do acumulador ao compararmos os códigos

LDGM e RA com os mesmos parâmetros.

Para qualquer código, a área sob a curva EXIT é igual a 1 menos ataxa do código [29]. Esta

propriedade nos permite avaliar a validade do método proposto. Apresentamos nas Tabs. 4.2 a 4.4

os valores das áreas e as taxas para alguns códigos. Percebe-se que algumas das áreas estão abaixo

do valor esperado, principalmente para os códigos RA. Isto pode ser interpretado como um indício

de que estas curvas são conservadoras: os códigos retornam um valor deIE ligeiramente inferior ao

necessário em algum ponto.

Alternativamente, a validade do método pode ser comprovadaatravés da comparação entre as

curvas EXIT obtidas pelo método proposto e as curvas EXIT doscódigos obtidas por simulação. As

duas curvas estão sobrepostas na Fig. 4.10 para os códigos RA sistemáticos, que utiliza do método três
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Fig. 4.7: Curvas EXIT para alguns códigos LDPC.
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Fig. 4.8: Curvas EXIT para alguns códigos LDGM sistemáticos.
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Fig. 4.9: Curvas EXIT para alguns códigos RA sistemáticos.

vezes: uma para obtermos as curvas do acumulador e duas para concatenar as curvas das camadas

internas. É de se esperar que, se há alguma diferença, ela será maior nesta situação. As curvas

simuladas são as tracejadas. Utilizamos um código com blocotransmitido de104 bits e 50 iterações

internas do código. Para a curva obtida por simulação utilizamos 21 pontos deIA, enquanto que

para a curva obtida numericamente utilizamos 51 pontos. Pode-se notar que as curvas estão muito

próximas. A diferença entre as curvas é principalmente devida ao número de pontos utilizados para

desenhar cada uma delas. Isto nos leva a crer que o método proposto é exato o suficiente e a diferença

entre a área e a taxa se deve ao fato de estarmos utilizando equações para o nó-variável adequadas

para um canal Gaussiano, e não um canal de apagamento, onde a propriedade da área é verdadeira.

4.6 Comparação entre códigos

Os códigos podem ser comparados em quatro aspectos: facilidade de projeto, facilidade de im-

plementação, facilidade de decodificação e desempenho.

Para todos os códigos analisados, a análise depende dos parâmetrosdv(i) e dc(i). As equações

das camadas VND e CND tem a mesma complexidade para todos os códigos. Códigos RA tem,

além destas camadas, a camada do acumulador, o que torna maiscomplicado o processo de obtenção
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da curva EXIT do código completo. Entretanto, esta complexidade adicional não torna o processo

inviável.

A facilidade de implementação dos códigos varia. Para códigos LDGM, basta gerar a matriz

geradoraG de acordo com o tamanho e parâmetros escolhidos. Esta matrizé suficiente tanto para

gerar a palavra-código como para gerar o grafo a ser utilizado para decodificação. A implementação

do acumulador para os códigos RA é simples, dada a estrutura doacumulador, mas é um adicional

de complexidade. Códigos LDPC, por outro lado, são mais complicados de serem implementados.

Embora a matrizH de um código LDPC seja esparsa, nada garante, a princípio, que a matriz geradora

do código LDPC também será. Pode-se obter a matriz geradora correspondente a partir da matrizH

através da equaçãoG ·H = 0, mas esta operação pode se tornar proibitiva para códigos grandes. Uma

solução proposta foi a de utilizar códigos sistemáticos

A complexidade de decodificação depende do número de nós de cada tipo, do número de ramos

em cada nó e da quantidade de iterações necessárias. Estes números podem ser vistos na Tab. 4.5 em

função do tamanho do bloco transmitidoB, da taxa do códigoTx e do número médio de ramos da

camada CND̃dc. Pode-se perceber que códigos LDGM tem a menor complexidadedos três, seguido

pelos códigos LDPC e por último os códigos RA. Além disso, códigos sistemáticos são mais simples
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Fig. 4.10: Curvas EXIT para códigos RA sistemáticos obtidas por simulação.
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Tab. 4.2: Comparação entre área e taxas de códigos LDPC
Códigos dv dc Taxa 1-Área

A 2 3 0,333 0,3396
B 2 4 0,5 0,5006
C 2 5 0,6 0,6036
D 2 10 0,8 0,7924
E 3 5 0,4 0,4455

Tab. 4.3: Comparação entre área e taxas de códigos LDGM sistemáticos
Código dc dv Taxa 1-Área

A 2 3 0,4 0,4055
B 2 4 0,333 0,3401
C 2 5 0,2857 0,2936
D 2 10 0,1667 0,1745
E 3 5 0,375 0,379

Tab. 4.4: Comparação entre área e taxas de códigos RA sistemáticos
Código dc dv Taxa 1-Área

A 2 3 0,4 0,4099
B 2 4 0,333 0,3532
C 2 5 0,2857 0,3136
D 2 10 0,1667 0,2236
E 3 5 0,375 0,4081

Tab. 4.5: Valores que definem a complexidade de decodificação
Código Nós de paridade Nós-variável Total de ramos
LDPC B(1− Tx) B B[1 + (1− Tx)d̃c]

LDGM Não sistemático B B · Tx B(d̃c + 1)

Sistemático B(1− Tx) B · Tx B[1 + d̃c(1 + Tx)]

RA Não sistemático 2B B · Tx B(d̃c + 4)

Sistemático 2B(1− Tx) B(1 + Tx) B(1− Tx)(d̃c + 4)
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do que códigos não sistemáticos.

O desempenho dos códigos depende do sistema onde eles serão utilizados. Observando as curvas

EXIT do detector, percebe-se que o detector nunca retorna umvalor de informação extrínseca igual

a um, mesmo que a entrada forneça um valor de informaçãoa priori igual a um. Desta forma, para

este sistema, é essencial que o código seja capaz de fornecerum valor deIE = 1 para algum valor de

IA < 1. Observando as curvas EXIT dos códigos apresentados na seção anterior, percebe-se que os

códigos LDPC e RA são capazes de atender esta condição, enquanto que os códigos LDGM não.

Sendo necessário escolher uma das classes para o projeto do sistema, escolhemos os códigos RA

sistemáticos pelos seguintes motivos:

• Dentre os códigos, somente as categorias LDPC e RA geram curvas EXIT adequadas pois

retornamIE = 1 para algum valor deIA < 1);

• Códigos RA tem implementação mais simples do que códigos LDPCpois são definidos por

uma matriz geradora em vez de uma matriz de verificação de paridade;

• Códigos RA sistemáticos tem complexidade menor do que códigos RA não sistemáticos.

4.7 Resumo

Neste capítulo mostramos como algumas classes de códigos debloco podem ser modeladas como

grafo de fatores. Duas equações que relacionam o valor da informaçãoa priori com a informação

extrínseca para os nós fundamentais dos grafos que representam os códigos foram mostradas. Através

destas equações consegue-se obter curvas EXIT para cada umadas camadas que compõem os grafos

dos códigos analisados, sejam elas regulares ou não. A curvaEXIT do acumulador que integra os

códigos RA foi obtida numericamente, o que evitou a necessidade de simulação do acumulador.

Uma extensão do método utilizado para obter a curva do acumulador permite obter as curvas

EXIT globais dos códigos. A principal idéia deste método é que as camadas do código podem, dado

um valor de informaçãoa priori ID externo, trocar informação entre si até atingirem um ponto de

equilíbrio. A resposta do código, neste ponto de equilíbrio, é o valor da curva EXIT global do código

para o valor deID fornecido a priori.

A escolha do código a ser utilizado no projeto se baseou na facilidade de projeto, facilidade de

implementação, complexidade de decodificação e desempenhoesperado, tendo em vista o sistema

onde o código seria usado. Com base nas características dos códigos e nas curvas EXIT globais, os

códigos RA são a melhor escolha para o projeto do sistema multiusuário.



Capítulo 5

Projeto de Sistemas

Neste capítulo vamos utilizar os cálculos e ferramentas apresentadas nos capítulos anteriores para

projetar um sistema multiusuário que utiliza o canal M-FSK ruidoso descrito no Capítulo 2. O obje-

tivo é atingir taxas próximas a capacidade do canal utilizando os códigos apresentados no Capítulo

4. O sistema será dividido em duas partes: o detector multiusuário apresentado no Capítulo 3 e nos

decodificadores dos usuários.

Utilizaremos as curvas EXIT das partes do sistema para prever limites de funcionamento em

função da razão sinal ruído. Este método nos diz que o sistematerá baixa probabilidade de erro se

houver um túnel entre as curvas EXIT das partes envolvidas. Acurva EXIT do detector para uma

dada relação sinal-ruído é fixa, pois o seu grafo é inalterável. As curvas dos códigos são manipuláveis

através dos parâmetros que os definem, isto é, a distribuiçãodos graus.

Neste contexto, projetar o código é maximizar a taxa do código, manipulando as distribuições

de graus das camadas, sujeito à restrição de que haja um túnelentre as curvas EXIT do código e do

detector.

Consideramos o esquema de detecção paralela, onde todos os usuários são detectados ao mesmo

tempo. O projeto é feito com base em uma única curva EXIT do detector, o que faz com que todos os

usuários tenham a mesma taxa.

A validade deste método pode ser confirmada através de simulações de sistemas para estimar a

probabilidade de erro de bit (BER, do inglês:Bit Error Rate) em torno do ponto de projeto, que

conclui este capítulo.

5.1 Otimização das curvas EXIT dos códigos

No sistema iterativo utilizado, a informação extrínseca deum módulo se torna a informação a

priori do outro. Isto quer dizer que a análise é feita com a curva EXIT de um dos módulos desenhada
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com os eixos trocados, como mostra a figura 5.1. A área abaixo da curva EXIT do detector deve ser

igual à capacidade do sistema. Com os eixos trocados, a área abaixo da curva EXIT do decodificador

é igual à taxa do código. Desta forma, manter a curva do decodificador abaixo da curva do detector é

equivalente a dizer que a taxa de transmissão do código utilizado é abaixo da capacidade do sistema

como mostrado em [34], condição necessária para a correta transmissão de informação. A área entre

a curva do detector e a curva do decodificador é a diferença entre a taxa de transmissão e a capacidade

do sistema.

Fig. 5.1: Capacidade perdida devido a falta de ajuste das curvas.

O projeto consiste em adequar a curva do código à curva do detector. Idealmente as duas curvas

coincidiriam em todos os pontos. Desta forma, um pequeno aumento na relação sinal-ruído elevaria

a curva EXIT do detector suficientemente para que haja um túnel entre as duas curvas. O problema

pode ser definido de duas formas:

• maximizar a taxa do código, sujeito à restrição de que a curva do código deve ficar abaixo da

curva do detector

• minimizar a área entre as duas curvas, indiretamente aumentando a taxa do código.

Não obtivemos equações analíticas para a definição das curvas EXIT do detector em função de

N , T eEt/N0 ou código em função dos seus parâmetros, de forma que a área entre as duas curvas
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precisaria ser calculada numericamente. Por outro lado, astaxas dos códigos em função da distribui-

ção de graus é rapidamente calculada através das equações apresentadas no capítulo anterior. Além

disso, as derivadas parciais da taxa em função da distribuição de graus também possui uma forma

analítica, o que permite o cálculo eficiente do gradiente e Hessiano da função objetivo (taxa). Isto

permite utilizar os algoritmos de otimização não linear prontamente disponíveis em programas como

MATLAB, o que torna a primeira alternativa de definição do problema uma escolha apropriada.

SejaICOD(x) a curva EXIT do código eIMUD(x) a curva EXIT do detector. A restrição de que a

curva do código fique sempre abaixo da curva do detector pode ser escrita como:

ICOD(IMUD(x)) ≥ x, ∀0 ≤ x ≤ 1. (5.1)

Não é possível garantir que a restriçãoICOD(IMUD(x)) ≥ x será satisfeita para todox pois há

infinitos valores dex e não obtivemos formas analíticas para as funçõesICOD(x) e IMUD(x). Este

problema pode ser contornado de duas formas: aproximar as funçõesICOD(x) eIMUD(x) ou escolher

um número finito de valores dex entre 0 e 1 e testar se a condição é satisfeita. A segunda opçãofoi

escolhida por ser mais simples de implementar, sendo que 31 valores equidistantes dex entre 0 e 1

foram utilizados. A restrição (5.1) pode ser substituída por uma função∆(λ) definida como:

∆(dv(i), dc(i), IMUD(x)) = min
x

[ICOD(IMUD(x))− x] , (5.2)

ondex pertence ao conjunto de pontos utilizados.

A formulação do problema para maximizar a taxaR(dv(i), dc(i) do código pode então ser dada

por:

maxR(dv(i), dc(i)),

sujeito a

∆(dv(i), dc(i), IMUD(x)) ≥ 0.

(5.3)

onde a maximização é feita manipulando a distribuição de grausdv(i) edc(i).

Dado que estamos utilizando códigos RA sistemáticos, qualquer combinação de distribuição de

graus é possível. Na prática é necessário limitar os valoresdedMAX
c e dMAX

v , os maiores valores de

i tais quedc(i) > 0 edc(i) > 0 respectivamente. EscolhemosdMAX
c = 12 edMAX

v = 8. Além disso,

restringimos os valores dedMIN
c e dMIN

v (os menores valores dei tais quedc(i) > 0 e dc(i) > 0)

em1 e 3, respectivamente. Para reduzir a complexidade da otimização, limitamos os graus possíveis

dos nós de paridade a1, 2, 3, 5, 8 e 12. Isto permite obter códigos com taxas entre0, 11 e 0, 8, o que

engloba as capacidades normalizadas das combinações deN, T eEt/N0 analisados (apresentados nas

Tabs. A.4 a A.6 do apêndice).
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As curvas que obtivemos para o detector e para os códigos não são exatamente iguais à capacidade

e a taxa, respectivamente. No caso do detector, o processo numérico utilizado gerou curvas que estão

em torno da capacidade. No caso do código, as curvas indicam uma taxa ligeiramente menor do que

a taxa do código. O resultado é que, ao utilizarmos estas curvas, obteremos aproximações para o

projeto do sistema. A validade destas aproximações pode sertestada ao simularmos a probabilidade

de erro de bit do sistema: se a probabilidade de erro for baixapara valores deEt/N0 próximos do

valor de projeto, as aproximações são boas.

5.2 Construção dos códigos

Para construir um código RA sistemático, precisamos saber como os bits da palavra código se

relacionam com os bits de informação. Esta relação pode ser dada pela matriz geradoraG ou pela

conexão equivalente dos nós das camadas VND e CND de um grafo defatores que representa o

código.

As conexões podem ser geradas a partir do tamanho do bloco transmitidoB e dos parâmetrosdv(i)

e dc(i). O número de nós da camada VND éK, que é o número de bits de informação transmitidos

por palavra-código, enquanto que o número de nós da camada CNDe o tamanho do acumulador

valemB−K. Idealmente o número total de ramosρ que ligam as camadas VND a CND deveria ser:

ρ = K
∑

i

i · dv(i) = (B −K)
∑

i

i · dc(i), (5.4)

Entretanto, as distribuiçõesdv(i) e dc(i) ótimas não necessariamente resultam num valor inteiro

quando multiplicado porK ouB −K, respectivamente. Como o número de ramos deve ser inteiro,

o valor de cada termo da somatória é aproximado para o inteiromais próximo. Mesmo com estas

aproximações, o resultado dos dois somatórios da equação acima deve coincidir, pois todos os ramos

que saem da camada VND devem estar conectados aos ramos que saem da camada CND. Caso isto

não aconteça devido às aproximações, ramos são adicionadosaleatoriamente a algum nó (de VND ou

CND, dependendo do caso), até que esta condição esteja satisfeita.

Dado o número de nós de cada camada e a quantidade de ramos de cada um dos nós, os ramos

podem ser conectados aleatoriamente. Para isso, numeramostodos os ramos de 1 aρ. Os nós da

camada VND são conectados aos ramos de forma sequencial. Porexemplo, se o código fosse regular

com parâmetrodv = 3, o primeiro nó de VND seria conectado aos ramos 1, 2 e 3; o segundo aos ramos

4, 5 e 6; e assim por diante até o último nó. Os nós da camada CND são conectados sequencialmente

com uma funçãoπ(i) dos ramos, que é uma função bijetora cujo domínio e imagem sãoos números

inteiros de 1 aρ. Assim, se o código fosse regular com parâmetrodc = 3, por exemplo, o primeiro



5.2 Construção dos códigos 77

nó da camada CND estaria conectada aos ramosπ(1), π(2) eπ(3); o segundo aos ramosπ(4), π(5) e

π(6); e assim por diante até o último nó. Este processo pode ser visualizado graficamente na Fig. 5.2.

Fig. 5.2: Ligação de ramos através da funçãoπ(i).

A funçãoπ(i) pode ser obtida através de um processo aleatório que forneçaum vetor de dimensão

ρ que contém todos os valores inteiros de 1 aρ. Esta função, juntamente com o acumulador, é que

define como as sequências de informação estão relacionadas com as palavras-código. Cada usuário

utiliza um conjunto de2K palavras-código dentro de um conjunto de2B palavras possíveis. Se os

conjuntos fossem os mesmos para pelo menos dois usuários, não seria possível distinguir qual deles

transmitiu qual mensagem. Para evitar estas situações, a funçãoπ(i) deve ser única para cada usuário.

Isto não garante que os conjuntos de palavras-código dos usuários serão distintos. Gerando as funções

π(i) de forma aleatória, a probabilidade de uma palavra-código ser compartilhada por dois usuários

vale2K−B, que se reduz rapidamente com um aumento no tamanho do bloco transmitido, mantendo-

se a taxa.

Deve-se ter o cuidado ao gerarπ(i) para que, com isso, o mesmo nó da camada CND não esteja

conectado ao mesmo nó da camada VND por mais de um ramo, pois isto faria com que o grafo do

código tenha um ciclo de baixa ordem, o que é detrimental parao desempenho do sistema.

Através deπ(i), a implementação do código pode ser feita por vetores que armazenam as mensa-

gens que passam da camada VND para CND e vice-versa. A camada VND escreve/lê nestes vetores

de forma sequencial, enquanto que a camada CND lê/escreve nestes vetores utilizandoπ(i), com i

variando sequencialmente de 1 aρ.
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5.3 Simulação de probabilidade de erro de bit

O sistema completo a ser simulado está mostrado na Fig. 5.3. Para simular a probabilidade de

erro de bit, é necessário:

• gerar as mensagens binárias dos usuários,

• obter as palavras-código a partir das mensagens,

• obter o sinal transmitido a partir das palavras código,

• obter o sinal recebido de acordo com aspdf’s que definem o canal,

• recuperar os bits de informação a partir do sinal recebido utilizando o sistema iterativo,

• comparar os bits recebidos com os bits transmitidos para identificar os erros de transmissão.

Fig. 5.3: Sistema multiusuário completo, detalhado para o primeiro usuário.

Cada um dos usuários deseja transmitir uma mensagemut, que é um vetor binário de comprimento

K. Como a interferência causada entre os usuários depende das palavras a serem transmitidas, as

mensagens devem ser geradas de forma independente para cadausuário e devem ser trocadas a cada

palavra-código transmitida. Isto faz com que o resultado obtido seja válido para a média dos casos de

interferência, e não para um caso em particular.

A palavra-códigovt a ser transmitida pelot-ésimo usuário depende da mensagemut que este

deseja transmitir e da matriz geradoraGt inerente ao código RA. Dada uma funçãoπt() que conecta
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a camada VND à camada CND, o termo(x, y) da matrizGt vale 1 se ox-ésimo nó da camada VND

estiver conectado aoy-ésimo nó da camada CND através deπt(). A palavra código pode ser obtida

com dois passos. No primeiro, os bits de informação geram umapalavra intermediáriaut∗ através

da matriz geradoraGt. No segundo passo a palavra intermediária é processada peloacumulador,

gerando a palavra-código bináriavt. Matematicamente, a relação entre estes três vetores é:

ut∗ = ut · Gt

vt1 = ut∗
1 ,

vtj = ut∗
j ⊕ vtj−1.

(5.5)

A palavra-códigovt é binária, mas os usuários transmitem sequências de símbolosN -ários. Para

uma sequência deB bits, são necessáriosB/k símbolos, ondek vale log2 N . Como os símbolos

do canal são ortogonais entre si, qualquer mapeamento bijetor entre bits e símbolos produzirá os

mesmos resultados. O mapeamento escolhido é a funçãoǫ() apresentada na seção 3.4.1. A ação deste

mapeamento, atuando a cadak bits, faz com que o símbolomt[i] transmitido pelot-ésimo usuário na

i-ésima utilização do canal seja igual a:

mt[i] =
k−1∑

l=0

2lvt(i−1)k+l+1, (5.6)

ondei vai de 1 aB/k.

A relação entre as mensagens transmitidas pelos usuário porutilização de canal e os vetores de

sinais recebidos é obtida utilizando as mesmas equações da seção 2.1, incluindo às variáveis um

índice [i] que indica o instante de utilização do canal. O conjunto de mensagens transmitidas por

todos os usuários nai-ésima utilização do canal valem[i] = {m1[i],m2[i], ...,mT [i]}. A partir deste

vetor obtém-se deterministicamente o valor do vetorc[i]. Os valores deR[i] são gerados de forma

aleatória respeitando a distribuição exponencial que os caracteriza, com parâmetros que dependem de

c[i].

O processo iterativo se inicia pelo detector multiusuário,que utiliza os valoresR[i] recebidos.

Para cada utilização de canal há uma instância do grafo da Fig. 3.9. Como, a princípio, não se sabe

nada a respeito dos bits transmitidos, o valor da informaçãoa priori passada pelos decodificadores

ao detector vale zero, o que é equivalente a dizer que as mensagens LLR’s passadas também valem

zero. Uma vez que os valores são processados pela instância do grafo (como descrito no capítulo

3), há mensagens disponíveis para os decodificadores de todos os usuários. Entretanto, para que

este decodificadores possam realizar o seu processamento corretamente, é necessário que todas as

instâncias do detector multiusuário tenham gerado mensagens, ou seja, todos os valores deR[i] devem

ser recebidos e processados pelo detector.
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Os decodificadores realizam o seu processamento como descrito no capítulo 4. Os decodifica-

dores processam de forma paralela entre si, gerando novas mensagens para o detector. Mensagens

são trocadas entre o detector e os decodificadores até que um critério de parada seja atingido. Dois

critérios foram utilizados. No primeiro, o receptor interrompe o processamento se um número de ite-

rações máximo foi atingido e os decodificadores decidem por uma mensagemut′. O segundo critério

é semelhante ao apresentado em [44]: um decodificador interrompe o processamento se a decisão

sobre os bits de informação se mantiver constante por pelo menos 5 iterações internas consecutivas.

Caso isto ocorra, o decodificador escolhe pela mensagemut′. Após a parada, o decodificador “re-

codifica” ut′ e transmite ao detector multiusuário mensagens LLR com altovalor absoluto e sinal de

acordo com o bit transmitido. Se todos os decodificadores tiverem satisfeito o segundo critério, o

processamento do sistema se encerra para este conjunto de palavras transmitidas.

O número de erros de recepção é obtido pela comparação entre amensagemut′ e ut, para todos

os usuários. A probabilidade de erro de bit simulada é obtidapela razão entre o número de erros e o

número de bits de informação transmitidos. A precisão depende do número de amostras utilizadas.

SejaBERi a estimativa de probabilidade de erro de bit para ai-ésima palavra transmitida eBERi =∑i
j=1BERj/i a estimativa de probabilidade de erro de bit após a simulaçãodei palavras. SeBER

é a probabilidade de erro de bit do sistema, tem-se, pela desigualdade de Chebyshev [45] que:

P (|BERi −BER| ≥ ̟) ≤ var(BERi)

i̟2
, (5.7)

ondevar(BERi) é a variância deBERi e ̟ é um valor arbitrariamente pequeno. Esta expressão

relaciona a probabilidade deBER estar dentro de uma faixa de±̟ deBERcom o númeroi de obser-

vações. Para as simulações foi estabelecido queBERi deve estar numa faixa de±2% deBER com

probabilidade (confiabilidade) de 96%, o que definiu o númerode palavras simuladas necessárias.

Além disso, restringimos o número de bits transmitidos em107, para evitar simulações excessiva-

mente longas. Esta restrição fez com que valores baixos da probabilidade de erro de bit precisassem

de uma faixa relativamente maior (mas nominalmente baixas)para manter a confiabilidade de 96%.

5.4 Resultados

Resultados da otimização para algumas combinações deN , T eEt/N0 de projeto igual a(Et/N0)
∗

estão na Tab. 5.1 e graficamente nas Figs. 5.4 a 5.7. As linhas cheias são as curvas EXIT do detector

e as linhas tracejadas são as curvas EXIT do código RA sistemático otimizado. A área entre a curva

do detector (IMUD) e a curva do código (ICOD) é uma perda de taxa em relação à capacidade do canal

não recuperável.
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Fig. 5.4: Ajuste de curvas EXIT de códigos RA sistemáticos paraN = 4, T = 2, (Et/N0)
∗ = 5dB.
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Fig. 5.5: Ajuste de curvas EXIT de códigos RA sistemáticos paraN = 4, T = 3, (Et/N0)
∗ = 5dB.
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Fig. 5.6: Ajuste de curvas EXIT de códigos RA sistemáticos paraN = 8, T = 2, (Et/N0)
∗ = 5dB.
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Fig. 5.7: Ajuste de curvas EXIT de códigos RA sistemáticos paraN = 16, T = 3, (Et/N0)
∗ = 5dB.
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Tab. 5.1: Parâmetros de códigos otimizados
Código N T (Et/N0)

∗ Taxa Distr. dedv Distr. dedc
3 4 6 1 2 3 12

A 4 2 5 0,3711 0 1 0 0,32 0 0,68 0
B 4 3 5 0,2509 0,9992 0 0,0008 0,9868 0 0 0,0132
C 8 2 5 0,5156 0,9 0,1 0 0 0,6 0,3 0,1
D 16 3 5 0,5267 0,9 0,1 0 0,55 0,25 0 0,2

O desempenho dos códigos está na Tab. 5.2. A tabela indica:

• o código analisado (vide Tab. 5.1);

• a taxa para a classe de códigos RA sistemáticos encontrados;

• a capacidade normalizada do canal para os valores deN , T e (Et/N0)
∗ utilizados;

• o ponto MUD, que é o valor deEt/N0 onde a capacidade soma MUD do canal é igual à taxa

do código encontrado;

• a distância emdB entre o ponto MUD e o ponto de projeto;

• o ponto de operação do código, que é o valor deEt/N0 necessário para que a probabilidade de

erro de bit simulada seja inferior a10−5, para o código com bloco de tamanho105 bits;

• a distância emdB do ponto de operação para o ponto de capacidade;

• o ponto SUD, que é o valor deEt/N0 necessário para que a capacidade soma SUD do canal

seja igual à taxa do código encontrado.

Tab. 5.2: Desempenho de códigos encontrados
Código Taxa Capa- Ponto Dist. de Ponto de Dist. da Ponto

cidade MUD projeto operação capacidade SUD

A 0,3711 0,4198 3,9 1,1 6,7 2,8 6,5
B 0,2633 0,2958 3,9 1,1 7,1 3,2 8,2
C 0,5156 0,5388 4,5 0,5 7,7 3,2 7,1
D 0,5267 0,5352 4,8 0,2 8,6 3,8 9,4
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Mostramos os resultados de simulações para a probabilidadede erro destes sistemas nas Figs. 5.8

a 5.11. Para cada combinação deN , T e (Et/N0)
∗ utilizamos três tamanhos de bloco transmitido

B: 103, 104 e 105 bits por bloco por usuário, aproximadamente. Para cada ponto foram contados

pelo menos 100 erros de bits de informação para se chegar ao valor. Embora os resultados das

curvas EXIT tenham sido para 10 iterações internas do MUD e emteoria infinitas iterações internas

dos decodificadores, utilizamos 2 iterações internas do MUD, 2 iterações internas do código e 120

iterações entre o MUD e o decodificador.

A probabilidade de erro pode depender da implementação do código, mais especificamente da

funçãoπ() utilizada. Uma implementação ruim pode causar ciclos de ordem baixa no grafo do

decodificador, o que pode resultar em uma probabilidade de erro residual (“error floor”) alto. Para

evitar que uma implementação particularmente ruim de um código afetasse os resultados, as funções

π() de todos os usuários foram trocadas a cada105 bits transmitidos por usuário, para os casos onde

B = 102 e 103, e a cada5 · 105 bits transmitidos por usuário quandoB = 105. Isto implica numa

troca da funçãoπ() a cada 1000, 100 ou 5 palavras transmitidas, respectivamente.

Percebe-se das curvas que o comprimento do bloco influencia aprobabilidade de erro. O melhor

sistema encontrado trabalha a2.8dB da capacidade com probabilidade de erro menor do que10−5,

quandoN = 4, T = 2 e (Et/N0)
∗ = 5dB. O valor deEt/N0 necessário para que os sistemas
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Fig. 5.8: BER simulada do código RA otimizado paraN = 4, T = 2, (Et/N0)
∗ = 5dB.
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Fig. 5.9: BER simulada do código RA otimizado paraN = 4, T = 3, (Et/N0)
∗ = 5dB.
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Fig. 5.10: BER simulada do código RA otimizado paraN = 8, T = 2, (Et/N0)
∗ = 5dB.



86 Projeto de Sistemas

5 6 7 8 9 10 11 12

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

E
t
/N

0

B
E

R

 

 
B = 1000
B = 10000
B = 100000

Fig. 5.11: BER simulada do código RA otimizado paraN = 16, T = 3, (Et/N0)
∗ = 5dB.

B e D operem com probabilidade de erro de bit menor do que10−5 é menor do que o valor de

Et/N0 necessário para que a capacidade soma para detecção individual seja igual à taxa do respectivo

sistema, isto é, estes sistemas operam satisfatoriamente num valor deEt/N0 que é teoricamente

impossível para a detecção individual.

Os resultados mais próximos dos obtidos neste trabalho foram apresentados em [18] e [19]. Em

[18], códigos LDPC foram utilizados na tentativa de se obtersistemas para um canal de acesso múl-

tiplo. O canal utilizado é do tipo binário aditivo (BAC, do inglês: Binary Adder Channel) com ruído

Gaussiano e detecção coerente. Sistemas com dois usuários atingiram taxas de transmissão próximas

da capacidade do canal quando as taxas individuais eram diferentes. Tentativas com taxas individuais

idênticas ficaram mais distantes da capacidade do sistema. Asolução para este problema foi mos-

trada em [19], onde se obteve sistemas com taxas igualmente distribuídas e próximas da capacidade

também através de códigos LDPC.

As diferenças dos resultados anteriores para os encontrados neste trabalho são que os resultados

apresentados aqui valem para um canal com desvanecimento seletivo em frequência e com detec-

ção não coerente, o que implica numa dificuldade maior de projeto de sistemas. Mesmo assim, foi

possível obter sistemas com mais de dois usuários com taxas idênticas e taxa soma próxima da capa-

cidade do canal, sem a necessidade de um código de acesso. Os códigos RA utilizados pelos usuários
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possuem os mesmos parâmetros, que precisam ser definidos porprojeto somente uma vez. A única

diferença entre os usuários é a forma como as camadas VND e CND foram conectadas através da

funçãoπ(). A diferenciação desta função é que permite identificar qualusuário transmitiu qual men-

sagem e ao mesmo tempo corrigir erros de transmissão que venham a ocorrer.

5.5 Resumo

Neste capítulo obtivemos alguns sistemas para a transmissão de dados multiusuário num canal M-

FSK ruidoso com desvanecimento Rayleigh. Para isso utilizamos as ferramentas EXIT desenvolvidas

nos capítulos anteriores. O algoritmo utilizado foi simplificado para que o projeto dos códigos fosse

feito rapidamente.

Resultados foram obtidos para decodificação paralela e serial. A distância entre a taxa do projeto

e a capacidade do sistema no ponto de projeto está relacionada com a área entre as curvas. Esta

área depende do formato das curvas EXIT do detector multiusuário e do código. Mesmo assim, os

resultados da otimização mostram que a ferramenta EXIT fornece projetos próximos da capacidade

do sistema. O desempenho dos codificadores gerados se mostrou próximo do previsto pelas curvas

EXIT. Consequentemente, o desempenho dos codificadores deveestar próximo da capacidade do

sistema.
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Capítulo 6

Considerações Finais

Neste trabalho estudamos como receptores iterativos para canais de acesso múltiplo podem ser

projetados implementados através de grafos de fatores. Para isso, tomamos como base o sistema

FFH-CDMA, que tem sido considerado como uma opção para gerar sistemas UWB. As principais

contribuições deste trabalho são resumidas a seguir.

Definição e cálculo da capacidade para detecção conjunta

A grande maioria dos métodos anteriores utiliza uma combinação de utilização de um código de

acesso, quantização das saídas do receptor e detecção individual, o que limita as taxas permissíveis.

Para determinar qual é a capacidade do sistema, eliminamos opadrão de acesso utilizado pelo sistema

FFH-CDMA, que pode ser interpretado como um código com taxa equivalente a um código de repe-

tição. Obtivemos assim um canal M-FSK ruidoso, modelado como a concatenação de um canal não

ruidoso com um canal ruidoso. Além disso, admitimos que as saídas do receptor pudessem assumir

valores contínuos. Nestas condições, obtivemos valores para a informação mútua entre as mensagens

transmitidas e os valores recebidos. Quando detecta-se somente um usuário (tratando os outros como

interferência uniformemente distribuída), provamos que este usuário deve transmitir com símbolos

de entrada uniformemente distribuídos para atingir a capacidade.

Um conjunto de argumentos indica que um produto de distribuições uniformes dos símbolos de

entrada fornece um valor de informação mútua próximo da capacidade para a detecção conjunta,

o que sugere a utilização desta distribuição. O valor da informação mútua com esta distribuição

foi denominado capacidade efetiva. Mostramos que a capacidade efetiva atinge um máximo em

função do número de usuários no sistema. A capacidade soma é um limite para a soma das taxas de

todos os usuários. É possível identificar conjuntos de taxasindividuais permissíveis que atingiriam a

capacidade soma.

89
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Modelagem de um receptor multiusuário por grafos de fatores eanálise EXIT

O receptor foi implementado através de um grafo de fatores representando apdf conjunta dos

bits transmitidos por todos os usuários e dos valores recebidos através do canal. Esta implementação

permite o cálculo das probabilidades marginais dos bits transmitidos, dada uma realização do canal,

através do algoritmo soma produto. O grafo também permite que sejam levados em consideração

no cálculo da probabilidade de um bit valores conhecidosa priori sobre a probabilidade dos outros

bits transmitidos. Os valores conhecidosa priori e os valores calculados são passados como men-

sagens de entrada e saída do grafo, respectivamente. Esta implementação permitiu que o receptor

fosse analisado através de curvas EXIT, que relacionam o valor da informaçãoa priori que as men-

sagens de entrada fornecem com o valor de informação extrínseca que o receptor retorna. As curvas

EXIT podem ser interpretadas como uma função de transferência do receptor, sendo necessária uma

contraparte para interagir com ele com o objetivo de determinar quais foram os bits transmitidos.

Análise comparativa entre classes de códigos baseados em matrizes esparsas

A contraparte utilizada para interagir com o detector foramos decodificadores individuais dos

usuários. A princípio qualquer tipo de código poderia ser utilizado. Concentramos nossa análise em

códigos LDPC, LDGM e RA. Estes códigos permitem uma análise EXIT eficiente pois eles podem

ser divididos em camadas com equações que definem analiticamente a relação entre o valor da in-

formaçãoa priori e o valor da informação extrínseca. Nossa principal contribuição nesta área foi

mostrar que as equações das camadas podem ser numericamenteanalisadas para gerar uma curva

EXIT global do código. Este procedimento pode ser utilizadoem qualquer situação onde se deseja

utilizar um código. Entre as classes de código analisadas, escolhemos os códigos RA sistemáticos

baseado em características de desempenho esperado, complexidade de codificação e decodificação.

Projeto de sistemas iterativos

O projeto do sistema consiste em escolher os parâmetros do código para que a sua curva EXIT

esteja o mais próximo da curva EXIT do detector mas abaixo desta, o que garante que o processo irá

convergir para a solução. Como o objetivo é obter o sistema coma maior taxa possível, o problema

do projeto é maximizar a taxa dos códigos (o que também depende dos parâmetros deste) sujeito

à restrição de que a curva do código esteja abaixo da curva do detector. Apresentamos algumas

simplificações para este processo e o aplicamos para o caso estudado.

Resultados de simulação de probabilidade de erro mostram queos sistemas projetados pelo mé-

todo utilizado podem ter desempenho muito próximo da capacidade. É possível que resultados ainda

melhores possam ser obtidos com outras classes de código.
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6.1 Estudos futuros

Os resultados obtidos neste trabalho indicam algumas possibilidades de estudos futuros, listadas

a seguir:

Aplicação a outros tipos de canais

Toda a análise apresentada neste trabalho pode ser feita para outros tipos de canais de acesso

múltiplo. A estrutura do grafo apresentado pode ser utilizado em outros tipos de canais diferentes do

apresentado, bastando para isso alterar as funções locais eo significado de algumas variáveis. Para

analisar canais com estatísticas de ruído e desvanecimentodiferentes, basta alterar a funçãop(Rn|cn).
Canais de acesso múltiplo baseados em PPM ou DS-CDMA também podem ser considerados. Em

qualquer destes casos, o mesmo tipo de análise do detector e subsequente otimização dos códigos

pode ser feita.

Caso multiantena

É possível melhorar o desempenho do receptor simplesmente pela adição de antenas. Se sufici-

entemente espaçadas, não haverá correlação entre o desvanecimento e fase dos sinais recebidos em

cada uma das antenas. HavendoL antenas, isto permitiria obterL observações para cada frequência.

Em vez de receber um vetor com dimensãoN , teríamos uma matrizN×L com termosRl
n de valores

recebidos.

No grafo de fatores, isto implica em alterar a conexão das variáveiscn com os valores recebidos.

O fator local teria o formato da Fig. 6.1. As mensagens de saída do nócn precisariam ser calculadas

pelo produto das mensagens de entrada, normalizados.

A adição de antenas alteraria o cálculo da capacidade e as curvas EXIT do detector, possivelmente

elevando-as.

R1

nR1
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R2

n

RL
n

p(R1
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p(RL
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...
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Fig. 6.1: Subgrafo relacionando as variáveiscn eR1
n, R

2
n, ..., R

L
n para o caso multiantena.
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Controle de potência e caso multipotência

Neste trabalho consideramos que, no receptor, a potência média recebida de todos os usuários

é a mesma. Isto exigiria um controle de potência que não foi investigado neste trabalho. Sendo a

potência recebida inversamente proporcional ao quadrado da distância entre o transmissor e o recep-

tor, usuários mais distantes do receptor deveriam transmitir com potência maior. O sistema proposto

permite que o receptor identifique (após decodificação) quando cada um dos usuários está transmi-

tindo sozinho numa dada frequência. Isto permitiria levantar estatísticas sobre a potência recebida do

usuário e posteriormente ajustar a sua potência transmitida. Nada impede que este processo também

seja feito através de grafos de fatores, o que seria uma evolução do detector proposto neste trabalho.

Um outro cenário possível é que a potência recebida não seja amesma para todos os usuários.

Neste caso, um controle de potência não é necessário. Em seu lugar, o receptor deve considerar esta

diferença. Sejawi um número entre0 e1 que indica para oi-ésimo usuário a relação entre a potência

recebida a maior potência recebida para todos os usuários. Retomando a notação da Seção 2.1, o sinal

recebido para an-ésima frequência teria o seguinte valor:

rn =
T∑

j=1

√
wj · cjn ·

√
2Ecα

j
n · [xn(t) · cos

(
φj
n

)
+ yn(t) · sin

(
φj
n

)
]. (6.1)

A potência total transmitida na frequêncian seria igual awn =
∑T

j=1w
j · cjn. Seguindo o raciocí-

nio da Seção 2.1, a função densidade de probabilidade deRn teria como parâmetrown em vez decn,

como indicam as equações a seguir:

p(Rn|wn) =
1

wn + d
exp

(
− Rn

wn + d

)

p(Rn) =
∑

wn

p(Rn|wn)P (wn),

(6.2)

onde o somatório é feito para todos os valores dewn possíveis.

Se, para qualquer valor dewn, existir no máximo um conjunto dec1n, c
2
n, ..., c

T
n tal quewn =

∑T
i=1 w

i · cin, então há2T valores possíveis dewn. A complexidade de calcular a equação (6.2) seria

muito maior do que calcular a equação (2.8). Por outro lado, identificar o valor dewn neste caso seria

o mesmo que identificar não quantos mas sim quais usuários estão transmitindo nesta frequência, o

que pode ser vantajoso para o processo de decodificação.
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Capacidade do canal multiusuário

Embora tenhamos demonstrado que a distribuição uniforme nos símbolos de entrada faz com que

a informação mútua entre a mensagem de um usuário e o sinal recebido atinja a capacidade, uma

prova concreta de que a mesma distribuição atinge a capacidade para o caso multiusuário não foi

encontrada.

Uma prova parcial seria provar que a informação mútuaI(R,M) é uma função côncava da dis-

tribuição de entrada comum a todos os usuários para alguns valores deT . Neste caso, o mesmo

raciocínio aplicado ao caso deI(R,mi) pode ser posteriormente aplicado com o mesmo resultado.

Além da capacidade soma, uma análise mais detalhada das taxas de transmissão individuais é

necessária. Uma pergunta seria saber se todos os usuários podem transmitir com a mesma taxa e

atingirem conjuntamente a capacidade soma.

Downlink

Se o objetivo do sistema é ter um canal de comunicação bidirecional, a construção do sistema res-

ponsável pelo downlink é necessária. Neste caso, um único transmissor deseja transmitir mensagens

diferentes para receptores diferentes.

As principais diferenças deste sistema com o uplink é que o transmissor tem conhecimento de

todas as mensagens e pode codificá-las conjuntamente. O receptor, por outro lado, só poderia ter

acesso a mensagem destinada a ele. Além disso, os sinais (se mais de um) podem ser transmitidos em

sincronia temporal e percorrem o mesmo percurso, o que implica que todos os sinais dentro de uma

mesma frequência sofrem o mesmo desvanecimento e possuem a mesma fase.

A natureza deste canal é radicalmente diferente do canal estudado neste trabalho, de forma que

pouco (ou nada) do que foi desenvolvido aqui possa ser utilizado para o desenvolvimento deste sis-

tema.
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Apêndice A

Tabelas de Capacidade

As tabelas a seguir apresentam os valores nominais calculados para aCSOMA do sistema (como

definida no capítulo 2 para alguns valores deN , T eEt/N0.

95
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Tab. A.1: Valores para capacidade soma para detecção individual(SUD) e capacidade soma efetiva
para detecção conjunta(MUD),N = 4.

Et/N0[dB] T = 2 T = 3
SUD MUD SUD MUD

5 1,2898 1,6795 1,2284 1,7752
6 1,4182 1,8516 1,3424 1,9570
7 1,5400 2,0134 1,4530 2,1315
8 1,6536 2,1631 1,5590 2,2964
9 1,7577 2,2995 1,6594 2,4503
10 1,8517 2,4223 1,7539 2,5924
11 1,9355 2,5317 1,8422 2,7223
12 2,0091 2,6283 1,9237 2,8400
13 2,0733 2,7133 1,9981 2,9458
14 2,1292 2,7877 2,0656 3,0404
15 2,1781 2,8530 2,1262 3,1245
16 2,2209 2,9101 2,1805 3,1987
17 2,2584 2,9599 2,2289 3,2641
18 2,2912 3,0032 2,2719 3,3213
19 2,3197 3,0406 2,3099 3,3713
20 2,3446 3,0728 2,3434 3,4149
21 2,3662 3,1007 2,3730 3,4529
22 2,3850 3,1246 2,3991 3,4859
23 2,4014 3,1452 2,4218 3,5144
24 2,4156 3,1628 2,4414 3,5387
25 2,4281 3,1780 2,4583 3,5595
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Tab. A.2: Valores para capacidade soma para detecção individual(SUD) e capacidade soma efetiva
para detecção conjunta(MUD),N = 8.

Et/N0[dB] T = 2 T = 4 T = 6
SUD MUD SUD MUD SUD MUD

5 2,6619 3,2331 3,0334 4,2845 2,9744 4,5248
6 2,8766 3,4883 3,2740 4,6349 3,2028 4,8894
7 3,0713 3,7179 3,4998 4,9599 3,4213 5,2316
8 3,2440 3,9210 3,7090 5,2574 3,6280 5,5490
9 3,3947 4,0986 3,9007 5,5266 3,8214 5,8402
10 3,5246 4,2523 4,0742 5,7677 4,0008 6,1050
11 3,6357 4,3846 4,2296 5,9819 4,1660 6,3438
12 3,7303 4,4978 4,3673 6,1708 4,3169 6,5574
13 3,8104 4,5943 4,4884 6,3364 4,4533 6,7472
14 3,8778 4,6762 4,5942 6,4807 4,5756 6,9146
15 3,9345 4,7457 4,6862 6,6059 4,6842 7,0614
16 3,9821 4,8048 4,7660 6,7143 4,7802 7,1896
17 4,0221 4,8551 4,8356 6,8080 4,8650 7,3011
18 4,0560 4,8980 4,8961 6,8888 4,9398 7,3979
19 4,0849 4,9346 4,9482 6,9582 5,0062 7,4815
20 4,1096 4,9658 4,9928 7,0177 5,0648 7,5536
21 4,1304 4,9923 5,0311 7,0686 5,1160 7,6158
22 4,1479 5,0146 5,0644 7,1122 5,1605 7,6693
23 4,1630 5,0335 5,0936 7,1496 5,1990 7,7156
24 4,1763 5,0495 5,1193 7,1818 5,2318 7,7555
25 4,1880 5,0632 5,1413 7,2092 5,2594 7,7897
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Tab. A.3: Valores para capacidade soma para detecção individual(SUD) e capacidade soma efetiva
para detecção conjunta(MUD),N = 16.

Et/N0[dB] T = 3 T = 4 T = 8 T = 12
SUD MUD SUD MUD SUD MUD SUD MUD

5 5,0364 6,4231 5,5788 7,4922 6,5912 9,7487 6,6363 10,3179
6 5,3880 6,8562 5,9663 8,0072 7,0341 10,4213 7,0760 11,0132
7 5,7053 7,2416 6,3198 8,4705 7,4453 11,0389 7,4914 11,6563
8 5,9864 7,5799 6,6369 8,8820 7,8236 11,5997 7,8803 12,2446
9 6,2316 7,8738 6,9184 9,2438 8,1693 12,1042 8,2410 12,7777
10 6,4426 8,1269 7,1664 9,5592 8,4829 12,5541 8,5731 13,2565
11 6,6224 8,3430 7,3829 9,8322 8,7652 12,9521 8,8764 13,6834
12 6,7744 8,5266 7,5700 10,0667 9,0175 13,3016 9,1511 14,0615
13 6,9027 8,6820 7,7303 10,2673 9,2418 13,6067 9,3982 14,3945
14 7,0108 8,8133 7,8670 10,4383 9,4406 13,8722 9,6197 14,6865
15 7,1015 8,9239 7,9831 10,5841 9,6157 14,1025 9,8176 14,9414
16 7,1777 9,0170 8,0815 10,7082 9,7692 14,3018 9,9939 15,1630
17 7,2417 9,0952 8,1648 10,8138 9,9025 14,4733 10,1497 15,3549
18 7,2953 9,1612 8,2353 10,9038 10,0174 14,6203 10,2862 15,5206
19 7,3403 9,2168 8,2950 10,9804 10,1165 14,7459 10,4043 15,6635
20 7,3781 9,2638 8,3454 11,0455 10,2025 14,8531 10,5052 15,7861
21 7,4099 9,3035 8,3882 11,1007 10,2774 14,9443 10,5916 15,8910
22 7,4366 9,3369 8,4247 11,1476 10,3425 15,0217 10,6669 15,9807
23 7,4592 9,3651 8,4556 11,1873 10,3990 15,0873 10,7333 16,0573
24 7,4784 9,3891 8,4818 11,2209 10,4476 15,1430 10,7907 16,1228
25 7,4944 9,4093 8,5042 11,2493 10,4894 15,1900 10,8393 16,1785
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Apresentamos nas tabelas a seguir os valores normalizados para a capacidade soma para alguns

valores deN , T eEt/N0. Estes valores são definidos comoCSOMA/(T · log2 N), ondeCSOMA é a

capacidade soma nominal do sistema, apresentado nas tabelas anteriores

Tab. A.4: Valores normalizados para capacidade soma para detecção individual(SUD) e capacidade
soma efetiva para detecção conjunta(MUD),N = 4.

Et/N0[dB] T = 2 T = 3
SUD MUD SUD MUD

5 0,3224 0,4199 0,2047 0,2959
6 0,3546 0,4629 0,2237 0,3262
7 0,3850 0,5033 0,2422 0,3553
8 0,4134 0,5408 0,2598 0,3827
9 0,4394 0,5749 0,2766 0,4084
10 0,4629 0,6056 0,2923 0,4321
11 0,4839 0,6329 0,3070 0,4537
12 0,5023 0,6571 0,3206 0,4733
13 0,5183 0,6783 0,3330 0,4910
14 0,5323 0,6969 0,3443 0,5067
15 0,5445 0,7132 0,3544 0,5207
16 0,5552 0,7275 0,3634 0,5331
17 0,5646 0,7400 0,3715 0,5440
18 0,5728 0,7508 0,3786 0,5536
19 0,5799 0,7601 0,3850 0,5619
20 0,5861 0,7682 0,3906 0,5691
21 0,5915 0,7752 0,3955 0,5755
22 0,5962 0,7811 0,3999 0,5810
23 0,6003 0,7863 0,4036 0,5857
24 0,6039 0,7907 0,4069 0,5898
25 0,6070 0,7945 0,4097 0,5932



100 Tabelas de Capacidade

Tab. A.5: Valores normalizados para capacidade soma para detecção individual(SUD) e capacidade
soma efetiva para detecção conjunta(MUD),N = 8.

Et/N0[dB] T = 2 T = 4 T = 6
SUD MUD SUD MUD SUD MUD

5 0,4436 0,5388 0,2528 0,3570 0,1652 0,2514
6 0,4794 0,5814 0,2728 0,3862 0,1779 0,2716
7 0,5119 0,6196 0,2916 0,4133 0,1901 0,2906
8 0,5407 0,6535 0,3091 0,4381 0,2016 0,3083
9 0,5658 0,6831 0,3251 0,4605 0,2123 0,3245
10 0,5874 0,7087 0,3395 0,4806 0,2223 0,3392
11 0,6060 0,7308 0,3525 0,4985 0,2314 0,3524
12 0,6217 0,7496 0,3639 0,5142 0,2398 0,3643
13 0,6351 0,7657 0,3740 0,5280 0,2474 0,3748
14 0,6463 0,7794 0,3829 0,5401 0,2542 0,3841
15 0,6557 0,7910 0,3905 0,5505 0,2602 0,3923
16 0,6637 0,8008 0,3972 0,5595 0,2656 0,3994
17 0,6703 0,8092 0,4030 0,5673 0,2703 0,4056
18 0,6760 0,8163 0,4080 0,5741 0,2744 0,4110
19 0,6808 0,8224 0,4124 0,5799 0,2781 0,4156
20 0,6849 0,8276 0,4161 0,5848 0,2814 0,4196
21 0,6884 0,8320 0,4193 0,5891 0,2842 0,4231
22 0,6913 0,8358 0,4220 0,5927 0,2867 0,4261
23 0,6938 0,8389 0,4245 0,5958 0,2888 0,4286
24 0,6961 0,8416 0,4266 0,5985 0,2907 0,4309
25 0,6980 0,8439 0,4284 0,6008 0,2922 0,4328
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Tab. A.6: Valores normalizados para capacidade soma para detecção individual(SUD) e capacidade
soma efetiva para detecção conjunta(MUD),N = 16.

Et/N0[dB] T = 3 T = 4 T = 8 T = 12
SUD MUD SUD MUD SUD MUD SUD MUD

5 0,4197 0,5353 0,3487 0,4683 0,2060 0,3046 0,1383 0,2150
6 0,4490 0,5714 0,3729 0,5005 0,2198 0,3257 0,1474 0,2294
7 0,4754 0,6035 0,3950 0,5294 0,2327 0,3450 0,1561 0,2428
8 0,4989 0,6317 0,4148 0,5551 0,2445 0,3625 0,1642 0,2551
9 0,5193 0,6562 0,4324 0,5777 0,2553 0,3783 0,1717 0,2662
10 0,5369 0,6772 0,4479 0,5975 0,2651 0,3923 0,1786 0,2762
11 0,5519 0,6953 0,4614 0,6145 0,2739 0,4048 0,1849 0,2851
12 0,5645 0,7106 0,4731 0,6292 0,2818 0,4157 0,1906 0,2929
13 0,5752 0,7235 0,4831 0,6417 0,2888 0,4252 0,1958 0,2999
14 0,5842 0,7344 0,4917 0,6524 0,2950 0,4335 0,2004 0,3060
15 0,5918 0,7437 0,4989 0,6615 0,3005 0,4407 0,2045 0,3113
16 0,5981 0,7514 0,5051 0,6693 0,3053 0,4469 0,2082 0,3159
17 0,6035 0,7579 0,5103 0,6759 0,3095 0,4523 0,2115 0,3199
18 0,6079 0,7634 0,5147 0,6815 0,3130 0,4569 0,2143 0,3233
19 0,6117 0,7681 0,5184 0,6863 0,3161 0,4608 0,2168 0,3263
20 0,6148 0,7720 0,5216 0,6903 0,3188 0,4642 0,2189 0,3289
21 0,6175 0,7753 0,5243 0,6938 0,3212 0,4670 0,2207 0,3311
22 0,6197 0,7781 0,5265 0,6967 0,3232 0,4694 0,2222 0,3329
23 0,6216 0,7804 0,5285 0,6992 0,3250 0,4715 0,2236 0,3345
24 0,6232 0,7824 0,5301 0,7013 0,3265 0,4732 0,2248 0,3359
25 0,6245 0,7841 0,5315 0,7031 0,3278 0,4747 0,2258 0,3371
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