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Resumo

Nesta dissertacdo abordamos o problema de como constdificadores bit-geometricamente
uniformes (BGU) para a utilizacdo como codificadores inteera sistemas com concatenacao serial
de codigos. A utilizacdo destes codificadores implica ndidade de determinacao de parametros
necessarios para a analise do desempenho dos sistemas. ¢tanda controle sobre estes para-
metros no projeto destes codificadores utilizando o métedordo neste trabalho, o que sugere que
bons codificadores e consequientemente bons sistemas pedebtidos desta maneira. Aléem disso,
os codigos gerados por estes codificadores possuem a plangide uniformidade de erro de bit, o
gue facilita bastante sua analise.

Palavras-chave Concatenacao Serial, Codigos Convolucionais, Codificadorés BG



Abstract

This thesis approaches the problem of building bit-geoicedty uniform (BGU) encoders to be
used as inner encoders in systems with serially concatéeaties. By using this type of encoders,
certain parameters that are used to analyze the systenfidgpance are easily determined. There
is a great control over these parameters when building @msaging the method described in this
work, suggesting that good encoders and subsequently gstehss can be obtained. Besides, the
codes generated by these encoders posses the uniformdoipesperty, that greatly facilitates their
analysis.

Keywords: Serial Concatenation, Convolutional Codes, BGU Encoders.
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Capitulo 1

Introducao

Um sistema de comunicacdo tem como objetivo reproduzir gomad localidade uma mensagem
gue se encontra em outro lugar. Um transmissor no local gemremite uma representacao desta
mensagem que, através de um canal de comunicacgao, chegeptorgue se encontra no local onde
se deseja ter esta mensagem, como pode ser visto na figu@tiahsmissor tem como fungao tornar
a mensagem apropriada para ser transmitida através doutdizado, escolhendo um simbolo (ou
sequéncia de simbolos) de um conjunto apropriado. O recegstocomo fungdo tentar reproduzir
com a maior fidelidade possivel a mensagem transmitidaiagagimbolo recebido. O receptor sabe
da relacéao feita entre a mensagem e o simbolo escolhidorpekntissor, mas ndo sabe exatamente
qual foi o simbolo transmitido pois o canal o modifica, de mgde o que foi recebido é diferente do
que foi transmitido. O simbolo transmitido pode ser modiftca ponto de ser confundido com outro,
resultando até na escolha de uma outra mensagem por pagesgar. Nestas situacdes, ocorre um
erro de transmissao.

Mensagem j Transmissor —» Canal - Receptor Recepcao

Fig. 1.1: Sistema de comunicagao basico.

Nesta dissertacdo abordamos o problema do transmissoé quie como escolher da melhor
maneira possivel os simbolos a serem transmitidos atravéardl para que a chance de se ocorrer
um erro de transmissao seja a menor possivel.

Um simbolo pode ser representado através de um vetonrammponentes, onde cada elemento

1



2 Introducéo

corresponde a algum valor que o simbolo assume quando énttalospelo canal. Podemos re-
presentar estes vetores como pontos num espaco Euclicidimensional. O conjunto de pontos
obtidos através desta representacéo vetorial € chamadandeelacdo. Se utilizamos somente um
subconjunto destes simbolos, estamos utilizando um codigmntagem de se utilizar um cédigo
€ que ele pode diminuir bastante a probabilidade de se ocorrerro de transmissdo, melhorando
assim o desempenho do sistema. A desvantagem € que, aaroidz somente um subconjunto de
todos os simbolos possiveis, perdemos um pouco da quantideitiformacdo que podemos trans-
mitir. Além disso, precisamos saber quais simbolos utilzaomo associar estes simbolos com a
mensagem (como codificador). A quantidade de informacadiesnyque a recepc¢ao de um dos sim-
bolos de um conjunto pode transmitir, sendo todos os seoseates equiprovaveis,lég, a, onde

a € 0 numero de elementos do conjunto. Quanto menor o valar denos informacédo podemos
transmitir.

Algumas constelacdes sdo geometricamente uniformesgitomesenvolvido em [1] e utilizado
em [2] para gerar codigos geometricamente uniforfneSstes codigos tem a propriedade de que a
probabilidade de se trocar um simbolo(ou seqiiéncia) poo mdepende do simbolo transmitido.

Codificadores Bit-Geometricamente Uniformes (BGU) vao um@a$sm, garantido, além da
uniformidade no espaco Euclidiano, uma uniformidade també dominio do espa¢o de Hamming
utilizado. Isso resulta que, além dos simbolos, a proluoié de erro de bit também independe da
mensagem transmitida. Codificadores BGU também fornecemelag@o de distancia de Hamming
entre mensagens de entrada do transmissor(e genericameh$téncia do espaco de mensagens)
e distancia Euclidiana dos simbolos associados a estase @ gtil ao se projetar sistemas com
concatenacao serial.

1.1 Motivacéo

Nas ultimas décadas tem se estudado bastante a concatdeagg@igos, principalmente depois
gue Berrou et al [3] apresentaram os codigos "Turbo”. Estegagdem desempenho muito bom e
préximos a capacidade do canal, com uma complexidade cagipoél razoavelmente baixa. Eles
tem como caracteristica principal a concatenacao parmddetiis ou mais codigos menores através
de entrelacadores, que entralacam os bits que entram encadifilaador. Os simbolos enviados ao
canal sdo a combinacédo multiplexada dos simbolos indiigdigecada cdigo. Em [4], o desempenho
dos codigos "Turbo"foi caracterizado através dos limitadéesnido para a probabilidade de erro de
bit, considerando um entrelacador uniforme.

Em [5], a concatenacao serial de cédigos foi analisada. St@arsa com concatenacao serial tem

1Este conceito sera melhor definido no capitulo 2



1.1 Motivagao 3

no minimo dois codigos: um cdédigo externo que recebe asnrdpdes e um cddigo interno que é
a interface para o canal. Os simbolos transmitidos peld sanaos simbolos do codigo interno. A
conclusao deste artigo foi que, em algumas situagcdes, atmagao serial pode ter desempenho
melhor do que os cédigos "Turbo", com uma complexidade semtelhsendo este um bom motivo
para o seu estudo. Este artigo também determinou quais g@odnados codigos interno e externo
influenciam o desempenho do sistetn&/m dos problemas para se projetar cddigos internos é o de
garantir bons valores para estes parametros importaoi®sa @xpectativa de que assim o desempe-
nho do cédigo seja bom. Uma maneira de se garantir isso éati@arotulamentos isométricos, onde
a distancia de Hamming (nimero de bits diferentes) assaaiatbis simbolos € funcéo da distancia
Euclidiana entre os simbolos.

Uma constelagdo comum € a constelagaa” S K, mostrada na figura 1.2-a. Ela tem a vantagem
de que, quando codificada de modo a transmitir 2 bits por danter desempenho melhor do que
um sistema nao codificado com 4 sinais e com a mesma energi& guwonstelacdd — PSK
mostrada na figura 1.2-b [6]. Estas constelagbes sao gecameénte uniformes, e podem ser bem
representadas através de grupos de algebra abstrata.

Fig. 1.2: Constelacéo 8-PSK (a) e 4-PSK (b).

A constelacd® — PS K ndo admite rotulamentos isométricos quando desejamda-lataom 3

2Estes parametros serdo mostrados no capitulo 3



4 Introducéo

bits. Uma solucéo foi proposta em [7], onde o conceito deoumifdade binaria e geométrica (BGU,
do inglésBit Geometrically Uniform foi apresentado. Neste rotulamento ha uma relacéo entre o
grupo associado a constelacao e a grupo do espaco de Hantitimagla para rotular os pontos. Este
conceito foi utilizado com sucesso no mesmo artigo pareefaoum codificador interno para um
sistema com concatenacéao serial. O resultado forneceu oho gke desempenho comparado com
casos anteriores. Entretanto, uma maneira pratica de eeaddes codificadores néo foi proposta.

Nesta dissertagcéo, abordamos o problema de como considificadores BGU a serem utili-
zados como cédigos internos num sistema de concatenagdlo €etrabalho desenvolvido aqui da
continuidade ao trabalho feito em [7], obtendo através dmdwedesenvolvido mais codificadores
BGU. Para isso, precisamos saber quais sao as propriedadesliieadores BGU e quais sé&o os
parametros importantes dos codificadores internos. Coma edtamacdes, desenvolvemos um al-
goritmo que nos permite obter codificadores internos boda dana constelacdo geometricamente
uniforme e alguns parametros do cAdigo externo.

1.2 Conceitos basicos

1.2.1 Canal de transmissao com ruido branco Gaussiano aditivo

Sejas;[n] um vetor transmitido através de um canal discreto e sem nigipde, na recepcao, faz
com que o sinal recebidg [n] seja:

sr[n] = si[n] +nn] (1.1)

onden[n] é um vetor aleatorio. Este canal entdo é um canal com ruitiscagiois ele adiciona um
valor aleatorio a;[n].

Se a distribuicdo de[n] for Gaussiana com densidade espectral constante e igualda® &s
suas dimensdes, entao este canal sera chamado de canal AW@iglésAdditive White Gaussian
Noisé, ou canal com ruido branco Gaussiano aditivo. Neste cgzmj@cédo do ruido em qualquer
direcéo tera 0 mesmo comportamento do ruido numa Unica daoen

O ruido branco unidimensional com média 0 tem a seguintéifude densidade de probabilidade[8]:

pln) = e 3 (1.2)

2mo

ondes? é a variancia da variavel aleatérjm] e corresponde também a energia do ruido por intervalo
de tempo, ou seja, a poténcia.
A funcédo acumulativa da distribuicdo Gaussiana é:



1.2 Conceitos bésicos 5

Fn) = / pla)dx (1.3)

Sen tem média zero e variancia unitaria, podemos defjfiy), a fungéo distribuicdo comple-
mentar:

1 2
=1-F())=— [ e /dr 1.4
am=1-Fw = [ 1.9
Sen tem médigu e varianciar?, podemos escrever a seguinte equagao:
* " —u
P[n>n]=@( - ) (1.5)

ondeP|n > nx*| é a probabilidade de uma variaveassumir um valor maior do qug.

Como a integral para o célculo d§x) ndo é facilmente calculada, podemos utilizar a aproxima-
cdo 1.6, que é valida para grandes valores.de

Qz) < e /2 (1.6)

Por causa desta aproximacao, € conveniente utilizar andiat&uclidiana quadratica entre pon-
tos, definida pela equacédo 1.7 para um espaco Euclidiatimensional.

n

de(xa y) = Z(wz - yz)2 = HX - y”2 (17)

=1
ondez; é 0i-ésimo componente de O peso Euclidiano quadratico adew.(z) é igual ad.(x, 0),
onde0 é o vetor com todos 0s seus componentes iguais a zero.

Por ser conveniente para o célculo da probabilidade de ertutdtodas as distancias e pesos
Euclidianos utilizadas nesta dissertacdo sao distandegianas quadraticas, a ndo ser quando es-
pecificado o contrario.

A aproximagéo 1.6 € util para calcularmos a probabilidadsedeocar um simbolo por outro no
receptor quando h& presenca de ruido aditivo branco.

1.2.2 Algebra abstrata

Os conceitos de algebra apresentados nesta secdo sdmtdigiara o desenvolvimento desta
dissertacdo. As definicdes de grupo, geradores e homomosfiemnam retirados de [9], com algumas
modificacdes para simplificar a apresentacao.



6 Introducéo

Grupos

Seja um conjuntd’ de elementos. Seja uma operacdefinida como um mapeamento:

S-5—=5

Este conjunto e esta operagdo formam um grGpsomente se as seguintes condi¢gdes forem
satisfeitas:

Sea e b pertencem &, 0 elementa: - b também pertence &, ondea - b € 0 elemento obtido
pela aplicacdo do operador solre b, nesta ordem.

A operacao é associativa, istoéa -b) -c=a- (b- c).

Existe um elemente pertencente & tal quea - ¢ = e - a = a, para qualquer elemento
pertencente &. O element@ é chamado de elemento identidade ou simplesmente ideatidad

Para qualquer elementégpertencente &, existe um unico elementatal quea - b = e. Nestes
casos, é conveniente utilizar a notadde a !, eb é o inverso de.

N&o é necessario que b = b- a. Se isto for verdade para todos os elementas dentdo o grupo
é abeliano ou comutativo.

Para simplicidade, omitimos o operadpdenotando o produte - b simplesmente paib. Tam-
bém podemos utilizar a notacgo H ou gH quando queremos multiplicar todos os elementos do
subconjuntad pelo elementg, seja pela direita ou pela esquerda, dependendo da notidl¢Zaxa.

Um subgrupoH de G € qualquer subconjunto de que satisfaz as condi¢cdes de um grupo. Se
H é subgrupo dé&-, escrevemod! C (. Todo subgrupo deve conter o elemento identidadém
subgrupoH deG € um subgrupo normal se, para qualquer elemepiertencente &,

g.H.g_le

Todos os subgrupos de grupos abelianos sédo normais.
Dado queH é um subgrupo dé:, os cosets dé/ sao subconjuntos d€ obtidos através do
produto de todos 0s componentesiig@or um elemento d€', isto é,z - H, ondex € G.

O grupo quocient&’/H € formado pelo conjunto de cosets He Os elementos dé&/H sao
escritos na forma&v x a e formam um grupo tal queV - a) - (N - b) = N - (a - b).
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Geradores

Se qualquer elemento do grugbpode ser obtido através de repetidas aplicacbes do operador
em cima de um subconjunt@;, ¢», ..., g,) de elementos dé&, entdo este subconjunto contém os
geradores dé&'. Se nenhum dos elementos deste subconjunto podem sersoditiideés da aplicacédo
repetida do operador em cima dos outros elementos, entigwdstonjunto € o menor subconjunto
gue geras. Qualquer elemento do grupo pode ser descrito através deamainacdo destes gera-
dores. A notacady, go, ..., g») denota o espaco gerado [ar, ¢o, ...g, ), iSto €, todos os elementos
deG que podem ser obtidos atraveés de combinacdes dos elemergobabnjunto. O espago gerado
pelos geradores de um grupo é o proprio grupo. O conjunts, ..., g,) geraG se e somente se 0
menor subgrupo dé€' que conténig, go, ..., g,) € 0 proprio grupd-.

A ordem de um geradaré o menor numerp tal g» = e.

Homomorfismos

SejamG e H dois grupos, cada um com uma operacdo. Uma furicd@ — H é um homomor-
fismo se:

flg1-92) = f(91) - f(92), V91,92 € G (1.8)

onde a operacag - ¢, é feita seguindo a regra do grugoe a operacad (g, ) - f(g-) € feita seguindo
aregra do grupdi.

O elemento identidade de deve ser mapeado pérpara a identidade d&.

A composi¢do de homomorfismos € um homomorfismo. Um homomwrffs: G — H é um
isomorfismo de existe um homomorfisma H — G tal que a funcag o g e g o f sdo fungbes
identidade. O homorfismg € um isomorfismo se e somente se ele for bijetivo. Um isomoofiden
G em si mesmo é chamado de automorfismo.

Alguns grupos importantes

Como utilizaremos a constelac8ie- PSK com mais freqUéncia, € importante apresentarmos 0s
gruposZz e Dy, o grupo ciclico médulo 8 e o grupo diedral com 8 elementapeaetivamente. As
tabelas indicam a operacao do elemento da linha pelo elerdartoluna. O grupds é abeliano, e
nao ha problema em se trocar a ordem de operacao. O grupalderetanto, ndo é abeliano, e a
ordem dos elementos é importante.

O grupo aditivo modulo 8 tem a estrutura dada pela tabelaElelpossui um gerador de ordem
8. Como gerador podemos ter qualquer um dentre os seguiatasrbs:1,3,5 ou 7.
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__lof1[2/3[4[5[6]7]
0[0]1]2|3|4]56]7
1/1(2(3/4|5(6]7]0
2l 2(3[al5/6]|7/0[1
3(3[4/5(6/7|0/1]2
404/5(6(7/0(12|3
5/5/6[7/0(1]|2/3 4
6/6(7/0/12[3/4]5
717/0[1/2(3]4|5]6

Tab. 1.1: Tabela de operacdes para o gridpayrupo aditivo modulo 8

O grupo diedral tem a estrutura dada pela tabela 1.2. Eleipdss geradores. Um deles pode
ser um dentre qualquer um dos seguintes:1,3,5 ou 7. Estdogéeaa ordem 2. O outro gerador deve
serou 2 ou 6, e tera ordem 4.

__Jof1[2]3[4]5[6]7]
0[0[1]2|3|4|5|6]|7
1/1(0(32|5(4|7]6
2/ 2(7/4[1/6(3|05
3/3/6(5/0(7|2/1]4
404/5(6(7/0(12[3
5(5(4/7(6/1]0/3|2
6/6(3/0/5(2|7/4[1
71712[1/6/3]6/5]0

Tab. 1.2: Tabela de operacdes para o grippgrupo diedral com 8 elementos

Ambos o0s grupos mencionados acima tem como subgrupos assgfup Z,, 0s grupos aditivos
maddulo 4 e 2, respectivamente. A tabela de operacfes destssgpode ser extraida das tabelas
acima. O grupd), admite também o subgrupe;, o produto cartesiang, x Z,. O grupoZg ndo
admite este subgrupo.

1.3 Estrutura

Esta dissertacdo esta dividida em 6 capitulos. Este € oipoinomde apresentamos o problema
gue sera abordado e introduzimos alguns conceitos bas@®sonceitos de constelagcbes geome-
tricamente uniformes e rotulamentos bit-geometricamanttrmes sdo apresentados no capitulo
2, onde também mostramos algumas propriedades provenedta uniformidade. No capitulo 3,
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apresentamos a estrutura dos sistemas com concatenaigdio Besenvolvemos nele também um
limitante de probabilidade de erro de bit, do qual extraimiostrizes para guiar o projeto destes
sistemas. Estas diretrizes sao utilizadas, juntamenteasqgmopriedades de rotulamentos e codifica-
dores bit-geometricamente uniformes, no capitulo 4, opdesantamos um algoritmo para projetar
alguns componentes dos sistemas com concatenacao sevstaMos que o algoritmo de fato gera
codificadores BGU. Os resultados obtidos séo apresentadmepitalo 5, onde mostramos também

os limitantes de unido para sistemas que utilizam os conmpesmencontrados. As conclusdes se
encontram no capitulo 6.



Capitulo 2

Rotulamentos e Codificadores
Bit-Geometricamente Uniformes

Neste capitulo revisaremos o conceito de uniformidade geara. Revisaremos também os ro-
tulamentos isométricos e os rotulamentos bit-geometecaenuniformes, enfatizando as qualidades
gue a sua uniformidade propiciam tais como a uniformidad@roaabilidade de erro de bit e a
relacéo entre distancias e pesos Euclidianos e de Hammigigatemos como rotulamentos e codifi-
cadores (rotulamentos multi-dimensionais) podem posstércaracteristica. Concluimos mostrando
gue ha casos nos quais se pode obter rotulamentos com amidéde de erro de bit que ndo séo
binariamente uniformes.

2.1 Constelacdes Geometricamente Uniformes

Seja um conjunto de pontos no espaco Euclidiano N-dimeakj¥h, que chamaremos de cons-
telacdoS. Uma isometrigu de S € uma transformacgéo que preserva as relacdes de distatreéi@gn
elementos dé":

e /Y — jN
s — u(s),s €8 (2.1)
(i) = p(sp)|I” = lIsi = s511* 80,55 € S
Translagdes, rotagdes e reflexdes séo isometrias.

A imagem deS obtida através da aplicacdo dea todos os elementos deé representada por
wu(S). Seu(S) = S, aisometrigu € uma simetria dé. Dizemos queS é geometricamente uniforme
(GU) se, para quaisquey, s; € S, existe uma simetria,, ., tal que:

11
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fhsq,s;(8i) = Sj, (2.2)

Sejal’s 0 conjunto de todas as simetrias geSejaGs um subgrupo dé&'s. A operacddis(s)
equivale a aplicar todos os elementos#lea s. SeGgs(s) = S,Vs € S, Gg € um grupo gerador de
S. Se o numero de elementos@g for igual ao nimero de elementos 8eGs € um grupo gerador
transitivo. SO consideraremos casos no qual o grupo geéattansitivo. Pode haver mais de uma
possibilidade de&7s dada uma constelagcéo. A constelacdo 8-PSK, por exemplateacimmo grupo
gerador tanto o grupo diedral, como o grupo aditivo médulo 8s. Ao tomarmos um dos pontag
de S como referéncia, ha uma correspondéncia um para um entherosrgos de-s e deS. Assim,
utilizaremos os elementos dé; para representar os pontos $lesubstituindog;(so), g; € Gs por
simplesmente;.

Exemplos de constelacdes geometricamente uniformes s@msielacdes M-PSK e uma trelica
infinita cujo padréo se repete, como mostra a figura 2.1. Rarasdelacdo 8-PSK mostrada, qualquer
rotacdo com eixo no centro do circulo e multipla de géra simetrias que levam um ponto a ocupar o
local ocupado por outro, mantendo a forma da figura. Reflextieslacao aos eixa®.5° + k - 45°,

k inteiro, também sdo simetrias validas. Para a trelica taficdm um ponto na origem, qualquer

translacéo cujo vetor pode ser descrito por um ponto dgdréliuma simetria que mantém a forma
da figura. Para ambos 0s casos, as equacgodes 2.1,2.2 samtaati€hutras constelacdes geralmente
utilizadas como PAM e QAM também sdo geometricamente uniésrse ignorarmos os efeitos das
bordas da constelagéo.
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Fig. 2.1: Constelagbes GU: 8#)SK e b-)Trelica infinita regular
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Num canal de transmissdo com ruido aditivo, a transmissamd@onto dentre aqueles que
pertencem a uma constelacdo resulta na recepcao de um p&tititodiaquele transmitido, devido
ao ruido. Se o ruido for branco e com mesma energia em todaasdisnensoes, a melhor decisao
que podemos fazer nesta situacdo é assumir que o sinal itidosioi aquele que é o mais proximo
do sinal recebido. O conjunto de pontos que é mais préximoeaaS do que qualquer outro ponto
s; € S € uma regido de decisdo pgr A decisdo na recepgdo depende entéo da regido onde o sinal
recebido se encontra. Esta € a escolha por maxima verdssigd. Em constelagfes do tipo M-PSK,
estas regifes sao congruentes, como pode ser visto na figuf@ eritério para decisdo neste tipo de
constelacao, para canais com ruido aditivo, pode ser amiategdo da fase do sinal.

Fig. 2.2: Regides de deciséo de 8-PSK

Numa constelacdo GU, os pontos da constelacdo sao toddisadémo que se refere ao nimero
de vizinhos e a distancia deles. Como as regifes de decisders&@thantes e congruente, a probabi-
lidade de se errar ao se escolher o sinal independe do sinahtitido.

Para uma descricdo mais detalhada, sugerimos a leiturd. de [2
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2.2 Rotulamentos Isométricos e a Uniformidade de Erro de Bit

O rotulamenta: de uma constelacad® com grupo gerado€& por um rotulo deH,(espago de
Hamming con% bits) € uma funcée : S — H;, que associa a cada ponto da constelagdo um valor
do espacgo de Hamming. A distancia de Hamming entre dois eleede um espaco de Hamming
€ 0 numero de bits diferentes entre os elementos. Quandogpaisquer dois elementos eom
distancia Euclidiand, a distancia de Hamming dos rotulos associados a estessgonta mesma,
dizemos que o rotulamento é isométrico. Matematicamemeaptulamenta que satisfaz:

dn(e(g:).€(g5)) = f(de(9i,95)),Ygi, 95 € G (2.3)

onded.(g;, g;) € a distancia Euclidiana entgee g;, d,(<(g:), £(g;)) € a distancia de Hamming entre
(g:) ee(g;), e f € uma fungao injetora que retorna um valor inteiro de acoodo @ argumento, €
um rotulamento isométrico. A fun¢gbnos diz que a distancia de Hamming entre rétulos de dois
pontos depende exclusivamente da distancia Euclidiana espontos.

A probabilidade de erro de bit ao se transmitir o simhplé definida pela seguinte equacao:

Pylelt = g;) = Z Py(e,r = gjt = ;)

J#1
_ ; dh(€<gi;, ‘E(gj))P[r _gilt= gl 20
_ Z wh(g(gl)k@ €<gj>>P[r _ g]|t _ gl]
i

ondegy;, g; representam simbolos que pertencem a constelagéo, o simiepresenta a soma mo-
dulo 2 ewy,(a) = dp(a,0) retorna o peso de Hamming deigual ao nimero de bits iguais a 1 que
a possui. Quando a probabilidade de erro é a mesma para toddsoslos, entdo o rotulamento
possui a propriedade de uniformidade de erro de bit (UBEPglésikuniform Bit Error Property).

Constelacbes GU com rotulamentos isométricos possuem UBtBRjUer dizer que a probabi-
lidade de erro de bit independe da seqiiéncia transmitida.oQansituacdo de constelacdes geo-
metricamente uniformes, isso garante que ndao ha um pior dsspnao significa, entretanto, que
temos o melhor rotulamento possivel, pois podemos ter unfieronidade de possibilidades ruins.
Se vizinhos proximos tiverem uma grande distancia de Hagnminseu rotulo, hd uma boa chance
de se errar muitos bits. Se vizinhos proximos tiverem umaea distancia de Hamming, apenas
alguns bits serado recebidos erroneamente.

Nem todas as constelagBes podem ser rotuladas isometnitsapa rétulos conk bits. Um
exemplo classico é o rotulamento da constelacédo 8-PSKipoPara tais situacdes, os rotulamentos
Bit-Geometricamente Uniformes (BGU) sdo apropriados [7].
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2.3 Rotulamentos BGU

O seguinte teorema, apresentado em [7], define o que sdamemntos BGU:

Teorema 2.3.1.Seja uma constelagédo geometricamente uniforme (GOhde as regides de deciséo
sdo congruentes, com grupo geradey, tal queGs(sy) = S. Seja um rotulamento : S — Hy, e
H;. o espaco de Hamming cokrbits. Se o rotulamento satisfaz a seguinte propriedade:

dn(e(g:),e(g;)) = wnle(g " - 95)) Vg1, 9; € Gs (2.5)
ele possui a UBEP, i.e., a probabilidade de erro de bit inchej@eda sequiencia enviada.

Prova O sinal recebido é e o sinal transmitido & A func@oF,(e|t = g;) € a probabilidade de erro
de bit dado que o sinal transmitido f@i, e a funcaaP(r = a|t = b) é a probabilidade de se decidir
por a quandaob foi transmitido.

By(elt = g;) = Z By(e,r = gjlt = g;)
0 o) gy

x>

_ Z wh(g(g}-{;l ) gj))P(r _ 9;1 'gj|t _ 6) (2.6)

=3l pe — ge=

= Py(eft =¢)
Como o resultado independe g a probabilidade de erro independe do sinal transmitido, e a

UBEP se confirma
O

Assim sendo, a uniformidade geométrica da constelacdotesedesa uniformidade de bit, e o
rotulamenta: € BGU. A UBEP nos permite analisar a probabilidade de bit olbsely somente um
dos sinais transmitidos, como por exemplo o sinal rotulagla palavra toda nula. Um exemplo de
rotulamento BGU para a constelagéo 8-PSK pode ser visto ma g8, utilizando o grup®, como
gerador.

Héa condicbes a serem satisfeitas para que uma constelagédta aeh rotulamento BGU. O se-
gundo teorema de [7] indica que uma constelaga®d admite um rotulamento BGU pelos espaco
de HammingH, se e somente se um de seus grupos geradores for isomorfo asugnugos gera-
dores def, subgrupo dé'y,, 0 grupo de simetrias d&,. Simetrias do espago de Hamming seréo
definidas na proxima secao.
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Fig. 2.3: Possivel Rotulamento BGU para a constelacdo 8-PSK

2.3.1 Simetrias do Espaco de Hamming

Precisamos nos aprofundar mais sobre as simetrias do edp&t@mming para podermos com-
pletamente desenvolver o nosso método. A ligacdo entreagesie Hamming e o espaco Euclidiano
torna-se evidente ao percebermos que, quando os dois tmsfam grupos geradores isomorfos, eles
séo estruturalmente os mesmos.

No espaco Euclidiano, uma simetriafl& uma isometria que mantém a forma da constelacéo
No espaco de Hamming, analogamente, uma simetria € umétraasaq : H, — H; que mantém
a distancia de Hamming entre os elementos e contém todosrosmos anteriores a transformacéao.
As seguintes transformacdes geram simetriad gde

* Isometrias deff;, obtidas através da soma de qualquer elemento pertencéft@dodos os
outros elementos.

* Isometrias d€{,, obtidas através da intercambio de coordenadas (bits oundies).

» Combinacdes de isometrias acima.

O conjunto de todas as simetrias Hg forma o grupad'y,. Um grupoGy, C I'y, que satisfaz
Gu,(h;) = Hj, (gera os elementos dé, a partir de um elemento inicial) € chamado grupo gerador
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de H,.. Se o numero de elementos@g, for igual ao numero de elementos Hg, entdoGy, € um
grupo transitivo. Consideraremos somente 0s casos na@qyat transitivo.

Quando um grupo algébrico pode ser gerado utilizando senadguins dos seus elementos, cha-
mamos estes de geradores. Grupos ciclicos, por exemplgesaitos por um Unico termo, onde
r"™ = e, comn a ordem do grupo esendo a identidade.

O espaco de Hamming também pode ser gerado através de swrdgrsimetrias. O espago,,
por exemplo, pode ser gerado através da siméfig),(01)s). O primeiro elementd21),, indica o
intercambio de coordenadas, onde cada numero indica quieva a posicao que ocupa. O segundo
elementq01), indica o termo que deve ser somado mddulo 2 ao termo iniciblt Dais a esquerda
€ 0 primeiro. Assim, obtemos:

00 - (21),(01)g
01 - (21),(01)s =
11-(21),(01)g
10 - (21),(01) = 00

2.7)

Héa muitas possibilidades de grupos geradores Har&dJma maneira simples no sentido funcional
mas possivelmente complexa no sentido computacionaldegarar todas as possiveis combinacées
de permutacdes e somas, analisar a ordem de cada um do®ogsiadores, e testar a combinacéo
de candidatos, ficado com aqueles que de fato géfanPara ndo testar combinacdes com excesso
de candidatos podemos limitar as combinacdes aquelas clijplinacdo da ordem dos candidatos
seja igual &*. Além disso, precisariamos retirar todos 0s grupos geeadamjuivalentes entre si.

2.4 Codigos Geometricamente Uniformes

Um cédigo é um conjunt@’ C W, ondelV é o conjunto de todos os possiveis simbolos ou
valores de um espaco. $E for uma seqiencia de simbolos, e em cada instante (ou dimenséo)
k o simbolo pode assumir valores pertencentes a um alfabgtentdolV € o produto cartesiano
...... ., A. Se todos os alfabetos séo iguais a um alfadetentaoll = A™.

Se cada alfabetd tem um grupo geraddr 4, W = A™ também é um grupo, sendo que em cada
dimensao dél” as operacdes do grupo sao definidas pelo géipoO grupo que gerd’ é o produto
cartesiano dos grupos geradores de cada instante, rejadseorG’; .

Sejac € C um vetor comn simbolos, um para cada instante ou dimensao de uma seqidéncia
C. Cada elemento deé um elemento do grupo gerador do alfabdtoAssim, podemos realizar
operacgOes entre seqiéncias respeitando as operacdedasefinlo grupd~,. Podemos escrever

¢ - C' como sendo o conjunto obtido multiplicando-se todos os efteas de’' por c.
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Um cadigoC' € geometricamente uniforme se, para quaisquel € C' existe uma operacéo
tal que :

c-(e) = ¢y,

c-(C)=C. (28)

A definicdo acima € similar a utilizada para definir const@sgGU. A simetria é substituida por
uma operacao de grupo. Necessariamepirtence &'. O codigoC € um subgrupo d&/.

Um cdédigo de grupo pode ser apropriadamente representademp trelica, onde os pontos
representam estados e 0s ramos representam transic@spoodentes ao simbolo das sequéncias.
Os estados limitam a possibilidade de escolha do préoximmesieo do alfabetal a ser transmitido.
Esta restricdo surge naturalmente a partir do codiggue define o espaco de estadipsdo cadigo.
Uma secéo de trelica corresponde a representacdo do aOdigdre os instantek — 1 ek. Se o
codigo for invariante no tempo, ou quasi-invariante no aeager finito ou semi-finito, a secao de
trelica define o cédigo completamente, bastando para isszatenar secdes. Estes cddigos podem
ser chamados de TCM, do ingl&eellis Coded Modulationenfatizando a sua caracteristica de ser
um cadigo definido sobre uma trelica. Recomendamos ao laiggeira se aprofundar mais neste
assunto a leitura de [10].

2.5 Codificadores BGU

Um codificador é diferente de um codigo. O cdédigo, como vistserdo anterior, € um conjunto
de simbolos ou sequéncias. Um codificador associa, parasegd&ncia ou simbolo pertencente
ao codigo, um simbolo ou seqtiéncia de valores de um alfabetotdada. Sendo um codigo e um
codificador invariantes ou quasi-invariantes no tempo, adificador que associa para cada secéo de
trelica um simbolo de um alfabeto de entrada a um ramo dearedifine completamente a associagao
entre as sequéncias de entrada e as sequiéncias do codigmd3atkste caso considerar o espacgo do
simbolo de saida e do simbolo do alfabeto de entrada condspie a uma secéao de trelica, em vez
de considerar o espaco de toda a seqiéncia de entrada eAssila, podemos analisar sequéncias
muito grandes observando somente uma parte bem menor ami@nst

Um rotulamento BGU é uma funcdo entre um espago de Hamming lmkisnde um espaco
Euclidiano, gue chamamos de constelacdo. Um codigo podassercomo um conjunto de pontos
numa dimensao muito grande. Se por exemplo um cadigam subconjunto de todas as sequéncias
comn elementosS € ™, C C ™. Um codificador seria um rotulamento para estes pontos.
Seria muito complicado tentar trabalhar com todos os paldadigo, pois a sequéncia seria muito
grande.
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Procuramos codificadores que facam o rotulamento entre pacesle entrad&/;’ e C' levando
em consideracdo a estrutura de grupo e trelica@ymssui por ser um codigo geometricamente
uniforme. O codificador sera definido para uma secéo dadraligpy TCM. A trelica possui uma
estrutura de grupo, e podemos realizar operagdes sobrei®glsenentos dado o grupo associado.
Pode haver mais de uma possibilidade de associacdo de gonpa t@elica.

A vantagem de se ter um codificador BGU é que néo precisamas ésslistancias entre todas as
sequéncias para determinarmos relagdes entre distanabdi&nas e distancias de Hamming, fator
relevante no projeto de sistemas com concatenacéo serialo @oelacdo de distancias € a mesma
para qualquer sequéncia, podemos considerar que uma dEnsis € a seqiéncia rotulada pela
palavra toda nula. Assim, as distancias se tornam pesos)aiseado codificador € simplificada.

O seguinte teorema apresentado em [7] define o que € um cddifigae possui a UBEP:

Teorema 2.5.1.SejaS uma constelacdo GU € C S" um TCM GU invariante no tempo sobfe
com grupo geradoti. Um codificador binariak : C' — Hj, que satisfaz:

dn(E(ci), E(c;)) = wa(E(-¢¢;)) Yei, ¢5 € Go (2.9)
possui a UBEP.

Os codificadores que satisfazem ao teorema 2.5.1 serdodbsn@codificadores bit-geometrica-
mente uniformes (BGU). A prova do teorema 2.5.1 é uma extetadmwova do teorema 2.3.1 para
vetoresn-dimensionais.

O teorema acima néao é util para testar se codigos com seg&énuito grandes sdo BGU, pois
comparar todas as sequéncias do cddigo duas a duas é in@adehl seria se pudéssemos aproveitar
o fato de que a trelica representa o cédigo para testar seificaddr € BGU. De fato, o seguinte
teorema, também de [7], permite o teste:

Teorema 2.5.2.SejaS uma constelagdo GUW,’ C S™ um TCM GU invariante no tempo sobfee
T um dos grupos de uma secao de trelica deste codigo. Um cattifitanario £ : T — Hj que
satisfaz:

dn(E(t), E(t;)) = wn(B(t71;)) Vs, t; € T (2.10)
possui a UBEP.
Prova A prova do teorema 2.5.2 é simples. Toda sequénéalescrita através de uma seqiiéncia

Unica de ramos, cada ramo representado pela trifitice, o). G é o grupo gerador dé e € o
espaco de estados de Temos quer; € ¥ € o estado inicialg; € ¥ € o estado final @ € ¢
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representa o sinal transmitido, onde grupo gerador d& e X é o espaco de estados. Assim, dados
c1,co €T, temos:

Cl = ..., (01,i7917 0‘179),

Co = ..., <0-2’7:792, O'Q’g),

-1 _ -1 -2 -1
¢y o= ., (0702, 91 "2, 01 4024), -

Como o codificador atua a cada sec¢ao de trelica, temos quaaseqola par de ramos a condicao
2.10 for satisfeita, o codificador sera BGU como um todo. O

Como consequéncia do teorema anterior, chegamos ao setgoirgma, também apresentado em

[7]:

Teorema 2.5.3.SejaS uma constelagdo GU, € C S um TCM GU invariante no tempo sobre
S eT um dos possiveis grupos que representa uma secao de tr8igaA um subconjunto dé’
gue contém todos 0s ramos que séo rotulados pela palavrartolda SejaS, um subconjunto dé
dos sinais associados aos ramos que partem do estado iddati®ejaF, o subconjunto d&€" que
contém todos os ramos que partem do estado identidade. Uificaddr binario E[C, k] € BGU se

e somente se as seguintes condi¢cdes sao satisfeitas parmprbs um dos possivéis:

1. Ey(So, k) € um rotulamenteo BGU par&;

2. E;(f-a) = Ey(f), paratodof € Fy, e paratodm,; € A;

3. A é um subgrupo d&;

4. Paratodou; € A, wy(Eo(f)) = wn(Eo(f')), comf' =a;' - f-aj.

ondeE; é o rotulamento dos ramos que saenyelEsimo estado e, (z) indica o peso de Hamming
de z. Quando o grupaAd é um subgrupo normal, podemos obter o grupatravés do produto
T - FO . A

Prova Se um codificador € BGU, entdo a primeira condi¢do € satisfeita
Por definicdowy,(a;) = 0. Como consequéncia,

dn(Eo(f), B;(f - @) = wp(BE(f" - f - a;)) = wp(E(a;)) =0 (2.11)

0 que satisfaz a segunda condicé&o.
O ramo identidade faz parte do conjuntal, pois:
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0=dn(E(f), E(f))) = wn(E(f™" - ) = wn(E(e)) =0 (2.12)
Logo:

dn(E(as), B(e)) = 0 = wn(E(a; ")) (2.13)

)

de onde concluimos que o elemento inversa;geertence ao conjuntd, formando assim um grupo,
satisfazendo a terceira condicéo.
Finalmente:

wi(Bo(f)) = dn(Eo(e), Eo(f))
= dn(Ej(ay), E;(f - a5)) (2.14)
= wy(Eolaj" - f - ay))
Como £y € um subgrupo normal dg, e além diss@” = F; e A,(ondee € 0 produto semi-direto)
o elementda;’ - f - a;) € Fy.
Provaremos agora que se as condi¢Ges sao satisfeitasfioanhmli € BGU.
Se as condicdes 1-4 forem satisfeitas, entéao:

du(E(t:), E(t) = dn(E(fi - i), E(f; - a;))

= wr(Eo(fi - f5))

= wi(Eo(a; ' - 7 f - ai)) (2.15)
dn(E(t:), E(t;)) = wa(E(a;" - f71- fi-ai- (a7 - a5))))

= wi(Eo(a; - fih - a;)))

= wa(E(t; 1))

Nesta prova, utilizamos do fato qug' - £ - f; - a; € Fy, € queEy(f - ax) = Eo(f), onde

ar=a; -a;ef=a'-ffia. O

Sendo assim, a procura de um codificador BGU consiste em rdgyiF, e A, e associar a cada
elemento ded um elemento do espaco de estados do codigencontrar estes elementos é suficiente
para definir um codificador BGU.

2.6 Rotulamentos ndo BGU com a UBEP

Terminamos este capitulo mostrando que existem rétulopagsiem a UBEP sem serem BGU.
Seja uma constelagabcom?2” pontos, rotulada através de: S — H,. Além disso, a constelacdb
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€ GU, com regides de decisdo congruentes. Assim, a pradediglide se trocar um ponto pelo outro,
considerando todos os pontos da constelagédo, depended@fzciientre os pontos. Sejg ,(h,d)
uma fungéo que, para®@ésimo elemento d&, retorna o niumero de elementos com distancia de
Hammingh e distancia Euclidiand do ponto:. Se, para qualquet; € S, for verdadeiro que
Fio(h,d) = FL,(h,d),0 < h < k,¥d € ®, ondeR € o conjunto dos nimeros reais, entdo a
probabilidade de erro de bit independe do sinal transmiédonrotulamento possui a UBEP.

Fig. 2.4: Possivel rotulamento ndo BGU com UBEP para a cogéieB:-PSK

A fungdo F}, , lembra muito a IOWEF condicional, onde IOWEF é a fungéo deibigtdo de
pesos de um codigt{do inglésinput Output Weight Enumerating FunctjorPodemos definir uma
funcéo assim para uma constelacédo, onde os termos do pa@imdaicam a quantidade de pontos
com uma certa distancia de Hamming e uma certa distanciadiuna. Chamaremos esta funcao de
funcado de distribuicdo de distancias (FDD). Assim, parawdi@.4 teriamos a seguinfaD D:

FDDOOO<H, E) =14+ (Hl +H2>E0.58 4 (H3 +H1)E2 4 (Hl 4 HZ)E3.42 4 H2E4 (216)

Esta funcdo é definida para cada ponto da constelagdo. O téfine- H?)E">®, por exemplo,
nos diz que ha uma palavra com distancia de Hamming 1 (o p@&ifpeéoutra com distancia de
Hamming 2 (o ponto 110) que distam @é&8 (distancia Euclidiana quadratica para constelagdo com

lvide equac&o 3.8 do capitulo 3
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raio unitario) do ponto 000. As distancias utilizadas s&badicias quadraticas. Se todos 0s pontos
possuem a mesma FDD e além disso as regidoes de decisao forgroantes, a constelacdo possui a
UBEP.

Pode-se perceber que o rotulamento da figura 2.4 ndo é BGU. Unsagliéncia do teorema
2.3.1¢é:

wi(e(g™)) = dn(e(g),e(e)) = dn(e(e), e(g)) = wn(e(g)), Vg € G (2.17)

ondee representa a identidade do grupamerador de5, ec(e) = 0

A constelacao 8-PSK admite como grupos geradores somegtemssZs e D4. Consideraremos
0 ponto000 como o ponto inicial. O grup@s é gerado por um Unico gerador, que chamaremas de
como mostra a figura 2.5. A aplicagdodsobre 0000 causa uma rotagdo, podendo esta sefbde
135°, 225° ou 315°, para que 0s 8 pontos sejam gerados. Em qualquer caso, ogesatin por->
seria o pontd 11, e o ponto gerado per? = r% seria 0 pont®10, ou vice-versa. De qualquer forma,
wp(111) # wp,(010), € 0 grupaZs ndo poderia ser utilizado para gerar o rotulamento indicado

’.-""._'-..' .--".—-.__

- hd

Fig. 2.5: Grupos geradores da constelagao 8-PSK e geraakgesiados: a4k, b-)D,

No caso de utilizarmos o gruge, como gerador, os pont@$1,101 e010 seriam gerados sequen-
cialmente pelo geradort, a rotacdo de ordem 4. Os outros pontos sédo gerados atragésadiors,
simetria de ordem 2, em composicdo comNesta situacao, o pontd 1 € gerado por, e 0 ponto
010 é gerado por—! = r3. A mesma desigualdade do caso anterior esta presente.

Pode-se argumentar que nao testamos todas as possilslidadeonsiderarmos somente um
ponto como ponto de origem. Para isso, argumentamos quelgem aentido, horario ou anti-
horério, a distancia de Hamming entre vizinhos no ¢ase entre pontos alternados no cdsg tem
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gue ser a mesma, dado que:

dp(e(r™), e(r™™)) = wy(e(r)) (2.18)

0 que também néo se comprova em nenhuma situacao.

2.7 Sintese

Neste capitulo apresentamos o conceito de uniformidadegi@ia geométrica, tanto para rotula-
mentos como para codificadores, em particular para codigds. Para isso apresentamos também
uma maneira de gerar espacos de Hamming tendo como base mpeulg simetrias obtido atra-
vés de permutacfes. Apresentamos a prova de que rotulai@@td possuem a uniformidade na
probabilidade de erro de bit. Esta prova pode ser estendidagodificadores BGU, que também
possuem esta propriedade. Apresentamos 4 condi¢Oes &rdagsssuficientes para que um codifica-
dor TCM seja BGU. Mostramos também que existem rotulament8@aJ) que possuem a UBEP,
0 que significa que ao escolhermos trabalhar com codificad®®) estamos limitando as nossas
alternativas.



Capitulo 3

Sistemas com Concatenacao Serial

Neste capitulo apresentaremos a concatenacgao serial igesédmponentes para gerar um co6-
digo maior. Obtemos também limitantes de desempenho pasacxligos. Através da andlise destes
limitantes, obtemos diretrizes que nos orientardo na humchons c6digos componentes do sistema.

3.1 Sistemas com Concatenacao de Codigos

A concatenacdo de cddigos consiste na utilizacdo de maismdsdigo associados de alguma
forma de modo a gerar uma seqiiéncia de saida a partir de utenseqgde entrada. Chamaremos os
cbdigos menores de codigos-componente, e o cédigo resuttiamplesmente de cédigo. Ha diversas
formas de se realizar esta concatenacéo. Ha concatenagéabsdgs, seriais, e combinacdes destas.

Cdbdigos com Concatenacdao Paralela

Nos codigos com concatenacao paralela (CCP), uma sequérendrdda alimenta dois ou mais
codigos componente, como mostra a figura 3.1. A sequénciatdaa é entrelacada antes de ali-
mentar os outros codigos além do primeiro através do uso dentm@lacador. Se os codigos forem
sistematicos (os bits de informacao aparecem inalteramos parte da saida), podemos retirakos
bits de informacao repetidos. A complexidade do codigo érignente maior do que a complexi-
dade dos cédigos-componente. Estes codigos também saecawdpor cddigos Turbo, e ficaram
conhecidos por alcancarem desempenhos proximos dosditeideicos estabelecidos por Shannon
[11]. Eles foram apresentador por Berrou, Glavieux e Thisimana em [3]. A sua grande vantagem
€ que o seu desempenho é muito bom quando decodificado ateamésalgoritmo iterativo simples.

A taxa do codigoRqccp, considerando que todos os codigos componente séo sigtesnaique
os bits de informacéo repetidos sao retirados, pode sefeohtiavés da seguinte equacao:

25
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" S

Codigo 2

Entrelacador

Fig. 3.1: Sistema de Concatenacao Paralela

Bits de entrada_ k
Bitsde saida ny+no+---+n, + £k

Recp = (3.1)

onden; € o numero de bits queieésimo codigo acrescenta aobits de entrada £: € o numero de
codificadores.

Cddigos com Concatenacao Serial

Nos codigos com concatenacao serial (CCS), a saida de um afmtigmonente € a entrada do
segundo, como mostra a figura 3.2. O entrelacador tambérprestante neste sistema, situando-se
entre os cédigos. Como na concatenacao paralela, variggosgqathdem ser utilizados conjuntamente
para formar um sistema com concatenacao serial. Limitas@nmmssa pesquisa ao caso em que dois
codigos sao utilizados. Isso ndo é de nenhuma forma umaitoagdio drastica do sistema, pois em
situacdes com mais de dois cédigos-componente podemastros codigos intermediarios e obter
0 codigo componente equivalente ou as suas caracteristisag@evantes para o projeto e anélise do
sistema. O cddigo que recebe a informacao é o cédigo que fiegmranidade do sistema, e por isso
€ chamado de cddigo externo. O outro codigo é chamado deccibdiegno.

. g / ] e
Informacgio k Codigo Entrelagador Codlgo
externo imterno

Fig. 3.2: Sistema de Concatenacao Serial

A taxa do codigaiccs € dada pela multiplicagéo das taxas dos codigos intermestiar
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Rees = Ri-Ry--- Ry, (3.2)

ondeR; é a taxa da-ésimo codigo componente.

N&o faz sentido falar em sistemas com concatenacédo senmlkodificacdo sistematica, pois
mesmo que ambos os codificadores o fossem, o entrelacadpenadiria que a informacéo pas-
sasse na sua forma original. Dados dois cddigos com a mesma t@mesmo numero de cddigos
componente, um CCS e outro CCP, o CCS ¢ ligeiramente mais complexodi@b interno pre-
cisa processar, além dos bits de informacéo, os bits adidampelo codigo externo. O entrelacador
utilizado também é maior.

Estudos comparativos [5] entre CCS’s e CCP’s indicam que, quausisiema deve operar pro-
ximo a regido de corte do canal, os CCP’s sdo mais indicadosidQuasistema opera huma regiao
da relacéo sinal/ruido melhor (ruido menor), os CCS’s sdoaresh pois 0 seu patamar de erros
(error flor) é mais baixo, significando que menos erros océore

3.2 Limitantes de Unido para a Probabilidade de Erro de Bit em
Sistemas com Concatenacao Serial

A analise do limitante de unido que utilizaremos incluidstasecéao foi apresentada em [5].

O limitante de unido nos fornece uma estimativa para o desenopde codigos, analisando a
probabilidade de se trocar uma dada seqiéncia de entradagqugléncia toda nula e somando estas
probabilidades, ponderando cada probabilidade pela mpagem de bits de informacao recebidos
errados. Esta soma faz com que o valor obtido pelo limitaatenifio seja superior a probabilidade
de erro esperada do sistema. Como estamos somando a padsbdie eventos distintos ocorrerem
sem considerar as ocasides onde um evento exclui o outeoyast pode ser maior do que 1 em
algumas situacoes, valor que nao corresponde a uma pidadeil Mesmo assim, o limitante de
unido € uma analise valida porque a probabilidade de erfcogaerge para aquela estimada no
limitante de unido quando a relacdo sinal/ruido aumentagaqs permite analisar assintoticamente
o desempenho de codigos.

Aproximamos o sistema pelo codigo de bloco equivalente. n@atdno do bloco € determinado
pelo tamanho do entrelagador utilizado e pela taxa do c@itgrno. Para os sistemas que estamos
estudando, o tamanho do bloco de entrBd&

B=N-Re., (3.3)

ondeR.. é a taxa do codigo externa/é é o tamanho do entrelacador utilizado, em bits.
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A probabilidade de se decidir, ignorando todas as outrdg&seips, por maxima verossimilhanca,
por uma sequéncia com peso Euclidiana.(s) 'quando a seqiéncia toda n@doi transmitida
através de um canal AWGN é igual a probabilidade de se ter umiaedle erro com peso (ou energia)
no minimo igual & metade de. na dire¢do de, pois isso faria com que a sequéncia recebida ficasse
mais proxima de do que0. Isto vale mesmo que o espaco Euclidiano seja n-dimensiemalruido
tiver a mesma energia em todas as dimensfes. Matematiament

P(s =s|s =0)=P(r, > Y% (3.4)

2

ondes; é a sequiéncia transmitidg, é a seqiiéncia recebida,é o ruido aditivo presente no sinal na
direcdos — 0. A variavelr, possui apenas uma dimensao. Se o ruido for Gaussiano e tesraa
energia (variancia) em todas as suas dimensdes, a vardecia& igual a variancia deem uma de
suas dimensdes. Vamos considerar que esta situacao ept@ ggasente.

Como indicado na se¢éo 1.2, na equacgédo 1.2, o ruido aditivardd Gaussiano possui a seguinte
distribuic&o:

1 " —(r=p)? r—

Prg<r)= / e 22 dr=1-@Q o

oV21 J_so \/50
r—p
\/§U
ondey, 0% representam respectivamente a média e a variancia em ureasfimda variavel. No
caso do ruido aditivo brancp,= 0 ec? = 2- Wy - T - Ny, ondelV;- é a banda de transmissdoé a
duracéo do sinal &/, € a densidade espectral do ruido em uma dimenséo. Considesneaso em
gue a densidade € unilateral com valgy, o que corresponde a dizer que em cada dimenséo o valor

é deN,/2. Consideraremos também qud&- = 1/7, de modo que a variancia a ser utilizad& ¢

(3.5)

P(rs>r):1—P(r5<r):Q<

Para facilitar os calculos, podemos utilizar a seguintexipragao:

Qx) <e™ (3.6)

Utilizaremos a aproximacéao para facilitar a computacaordivdnte. Esta atitude implica num valor
mais relaxado(maior) para o limitante. A probabilidade ddrecar uma seqiéncia por outra
s, a uma distancial, onded corresponde a distancia quadrética entre as condicOestdgesé a
probabilidade do ruido ser maior do qy&l/2. Isto vale:

P(sp = sofsr = 51) = Q(m) <e T (3.7)

2Ny

1Como indicado no capitulo 1, as distancias e pesos Eudligieorrespondem a distancias quadraticas
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ondesr e sg S0 0s sinais transmitido e recebido, respectivamente. gsbabilidade vale se esti-
vermos considerando somente as duas sequéncias envod/jaasisso € chamada de probabilidade
par a par. Isto ndo leva em conta a possibilidade da exist@ecima terceira seqiéncia que € mais
préxima do sinal recebido do que as duas anteriores. O fititde unido pode entdo assumir valores
maiores do que 1 em algumas situacdes, valor que néo terficgnicomo uma probabilidade.

A distancia entre os sinais depende da energia do sinahtits. Como estamos utilizando
constelacdes do tipd x 8PSK e 3 x 8PSK, representaremos a distancia como setdds,
onde E, é a energia do simbolo transmitido em cada instante (cadhmdssui 2 ou 3 simbolos,
respectivamente) € € o valor da distancia quando cada constel&¢aaP S K tem raio unitario.

Precisamos apresentar a funcéo de distribuicdo de pesoddigpcque € um polinémio que
contém a informacéo necessaria sobre a relacédo entre asgmeotrada e de saida das sequéncias
pertencentes ao codigo. Assim, seja o polinémio:

Wmaz dmaz

ACW, D)= > Y A WD (3.8)
w=0 d=0

onde o termmgﬁd representa 0 numero de sequéncias com peso de entrgquia geram sequéncias
com peso de saidad As variaveisiV e D séo variaveis de manipulacdo. Os valotgs,. € d,az
correspondem aos maiores valores de entrada e saida decadalifirespectivamente. Como nédo
impusemos nenhuma restricao sobre a natureZadev, estas variaveis podem representar qualquer
grandeza. NO nosso caso, estamos interessados nas staadée representa o peso de Hamming,
ed representa ou um peso de Hamming ou uma distancia Euclidtapalindbmio descreve a relacao
enter o peso de saida e o peso de entrada do cédigo, sendadohdentuncdo IOWEF (do inglés
Input Output Weight Enumerating FunctjonUtilizaremos esta notacdo para representar também
situacbes na qual a variavélassume uma quantidade finita de valores pertencerie®aespaco
dos nuameros reais), que é o caso quaidepresenta uma distancia Euclidiana. Nestas situacdes,
d=dy,...,d,.. significa quel assume todos os valores possiveis e existentes nestalaterv

Definimos também a CIOWEF, a distribuicdo condicional de pdsagdigo (do inglé€onditi-
onal Input Output Weight Enumerating Functjpgue contém os termos da fungd6(1V, D) restrita
a palavras com peso de entrada igual gAssim:

dmaz

A%w,D) =Y AS D" (3.9)
d=0

A probabilidade de erro para um cédigocom decodificacdo por maxima verossimilhanca (MV)
e tamanho de bloco de entraBaé limitada superiormente pela seguinte equacéao:
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_ Eswe(c)

1
Pyle) < 5 zc:wh(c)e o ceC (3.10)

Na equacéo anterior, estamos somando todas as probabitidae trocar as seqiiéncias do coédigo
pela sequiéncia toda nula, ponderando estas probabiligaftgsercentagem de bits erradagc)/ B.
A energia do sinal &, e a densidade unilateral do ruido aditivéVg

Unindo as equacdes 3.9 e 3.10, chegamos a seguinte formulaca

Pe) <Y w-A%w,D)| e (3.11)

:e_ 4Ng

Na&o é facil obter a fun¢ad® (w, D) para um cédigo com concatenagao serial, pois o entrelagador
entre os codigos externo e interno dificulta a andlise. Par ugilizamos a idéia do entrelacador
uniforme, como apresentado em [4]. Um entrelacador undgoénum dispositivo que mapeia uma
sequéncia binaria de entrada com peso de Hamhpaga todas as suas permutacdes possiveis com
a mesma probabilidade. Assim, dada uma sequiéncia espeleifesdrada do entrelagcador com peso
[ e uma sequéncia especifica de saida com o mesmo peso, a lgatdakda primeira ser mapeada

N
na segunda é/ . Conseqiientemente, podemos escrever os vakffgs e ASSS de uma

IOWEF de um CCS da seguinte forma:

Imaz Ce Ci
Aw,l ) Az,d
=0 N
l
l'maz Ce Cl
Aw,l ' Al,D<l7 D)

=)

ondeN é o tamanho do entrelagador utilizadbé&o peso de Hamming da sequéncia intermediéaria.
As distribuicdes utilizadas acima correspondem as digst@ies do cédigo externo (indice) e do
codigo interno (indice”;). E muito mais facil computacionalmente obter as IOWEF e CIOWEF
individuais de cada cédigo componente do que do codigo flseba usar o entrelagcador uniforme.

CCS ~
Awd =

(3.12)

CCS ~
Aw,D =

Assim, unindo as equacdes 3.11 e 3.12, podemos escreveitantiende unido para a probabili-
dade de erro de um sistema com concatenacéao serial da sefgumaé:

NRCe Imaz Ce C1
Awl ’ Al,D

1
Pb<€) < WCE Z Z w(T)‘D:e_ﬁVSO (313)
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ondew € o0 peso de Hamming da palavra de entradia.eé a taxa do codigo externo.

Considerando quk,;,, = d.,?, a distancia livre do cédigo externo, podemos reescrevguagao
3.13 da seguinte forma:

1 dmaz NRCe lmaz ACgl AfD
Pyle) < —— % Y
o) < N, d; ° Z l%:l (3.14)

l

Desta equacéo definimos o termo que chamamos de multiptidadexpoente:

NRCE w Imaz ACe . ACZ
M, — wil d
;) NRe, l;;l N (3.15)

Para algum valor da relac&o sinal-ruido, o maior multipl@zado expoente é o fator que domina
o valor do limitante de unido. Assim, percebemos que, paadgsV's, seqiéncias que tem grandes
I's intermediarios ndo sao relevantes para o desempenhodigoc@ois a sua influéncia € muito
reduzida devido a presenca do entrelacador. Logo, se@$0cm baixos valores dée baixos
valores dd sdo as mais importantes para o desempenho do cédigo naatgsit

Para altos valores da relacao sinal ruido (RSR), a distancisnaido codigo ainda domina o
desempenho, j& que a exponencial decai mais devagar quantwr for o valor del. Sequéncias
com altos valores de normalmente geram sequéncias com altos valords @&equéncias corh
préximos aN normalmente geram sequéncias com altos pesos de saidaflugacia desaparece
rapidamente com um aumento da RSR.

A escolha apropriada do codigo externo influencia no valak,gg que ndo é necessariamente
igual a distancia livre do codigo externo, assim como naipligdidade das sequéncias intermediarias
com baixo peso de Hamming. Uma sequéncia com um dado pesondmiHg e um dado peso
Euclidiano tem alta multiplicidade se ha muitas sequiérmas as mesmas caracteristicas de pesos
Euclidiano e de Hamming. A multiplicidade afeta o valorAlg,. Tanto o cédigo externo como o
interno devem ser escolhidos de forma a minimizar a muttgdide das sequiéncias, principalmente
aquelas com peso de Hamming intermediério baixo. Podenrosh®r que o entrelacador € uma
grande causa de ganho, distribuindo bem as sequénciasaatidrias com peso de Hamming baixo.
O entrelacador uniforme representa o desempenho de unfegatter médio, podendo haver casos
piores e melhores. Na pratica ndo existem entrelacadoiesmas, mas é possivel que haja alguns
entrelacadores com desempenho igual ou melhor que o eatdelauniforme.

2Isto nem sempre é verdade. Em alguns cdsgs, > d.;, como sera visto no fim da se¢éo 3.2.1.
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3.2.1 Termos Dominantes do Limitante de Unido

Para encontrarmos o termo dominante da equacao 3.14,gmassxplorar melhor os termos de
Afj’d. Desejamos escrevﬂtgfl eAfg’z em funcéo do numero de vezes em que as sequéncias divergem
do estado inicial e retornam ao mesmo. Cada seqUéncia € taothéoossivel evento de erro, e
utilizaremos deste fato para reescrever o limitante deounia

Ha uma trelica associada aos codigos-componente, e um lianeam bits da palavra associada
a cada passo da trelica. Embora n&o seja necessario querthtadwsaida do codigo externo seja
igual ao tamanho da entrada do codigo interno, € necess&iv geja um multiplo de ambos.

Sejap 0 minimo multiplo comum do tamanho em bits da entrada do oouitgrno e da saida
do codigo externo. Assim, podemos considerar que as sagq@éntermedidrias pertencem a uma
hiper-trelica rotulada pagy bits. Dessa forma, h& /p passo nesta trelica, tanto para o codigo interno
como para o codigo externo. Nas situacdes que vamos arateisranho da saida do codigo externo
€ igual ao tamanho da entrada do cdodigo interno.

Para valores d& muito maiores do que a quantidade de estados de um codigaida,tpodemos
escrever o seguinte limitante:

< [ N/p
Afng( ; )Afd,j (3.16)
j=1

onde o termoélfdd indica a quantidade de palavras com peso de enfrguso de saidd, obtidas
através da concatenacao sem intervalog claminhos que divergem e retornam ao estado identidade
somente uma vez. Um unico caminho destes é um possivel priev@nto de erro. Podemos escrever
as palavras codigo em funcéo de primeiros eventos de ermperysutacdes destgeventos de erro,
gue podem ser iguais ou nao, estao inclusas neste nimesdapiém € um evento de erro que gera
uma sequencia com peso de entrgdeeso de saidé e j eventos de erro. Todas as sequéncias com
peso de entradiae peso de saidasédo rearranjos destgseventos de erro com intervalos sem erro,
isto €, intervalos no qual a palavra cédigo é idéntica a semi@é@a palavra toda nula. Substituindo

j porn., 0 numero de eventos de erro do cédigo externo, expay nimero de eventos de erro do
codigo interno, podemos escrever a seguinte equacao:

, N/p N/p .
AGe - Ay = ( / >Aiz,ne< n/ )Afa,n,. (3.17)

e %

0 que faz com que a equacéo 3.14 tenha a seguinte forma:
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N/p N/p
1 dma:c NRCe maa: n,
Ble) < §ro Sooemt Y wy ( ) ASe AT (3.18)
¢ d=dmin w=0 l=d.;
l

Os seguintes limitantes sao validos, especialmente gaegées ondé&/ € grande e, [ < N

< —_

(3.19)
N - (N —1+1) - N!
l il IH!
Assim, chegamos a seguinte formulacéo:
d'maar NRCe lma@ NI n llll W
ne+n;—l—1 : Ce C;
=0min w= =le,l Me=1Mi=

onden en representam o maior nimero de eventos de erro do codigmexénterno que geram
sequéncias com peso igual ad, respectivamente, e é o tamanho em bits uma palavra de entrada
do cédigo externo que rotula uma secgéo de trelica. Este térdesivado deR., = k/p, a taxa do
codigo externo.

Como N & muito maior do qué, o termo que vai dominar o multiplicador do expoentg(vide
3.15) serd aquele que tiver o maior expoentévdelado pela funcao:

a(d) = malx{ne +n;—1—1} (3.21)

Esta funcao retorna, para uma dada distadada codigo, o maior expoente dé. Desejamos que
esta funcdo assuma os menores valores possiveis.

Para grandes valores da RSR, a distancia minima do cédigo dandesempenho do cddigo,
pois com o0 aumento da RSR 0s termos com a@ltiesaparecem rapidamente, com influéncia pouco
significante para o limitante de unido. Assim, seria intaete saber:

* Qual é o termo que domina quande- d,,;,, a distancia livre do c6dig6', e qual € o valor de
[ que causa 0 maior expoente pafa
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* Qual é a distancia Euclidiana associada ao maior expoenmté dPodemos fazer isso relacio-
nando as variaveis? en com as distancias livres dos cédigos.

A analise dos expoentes depende muito dos codigos-comiganédizados, mas as duas situacdes
descritas podem ser analisadas com apenas algumas cag8akesobre os cdédigos-componente. Em
gualquer situacdo, desejamos que 0 expoente seja 0 maivaegssivel, ou seja, 0 menor possivel.
Se 0 expoente for positivo, o valor deV* sera muito grande e o codigo sera ruim, pois ndo teremos
ganho. Seria bom se pudéssemos ter situacfes onde o expaaETtgre negativo, o que indicaria
sempre um ganho ao se utilizar o entrelacador.

Expoente deN para d = d,;,

A distancia minima do codigo nédo € necessariamente a digtaricima do codigo internal; ;.
O maior numero de eventos de erro do cédigo interno que camassaqiéncia de saida com peso
Euclidiano igual al,,;,, é:

dmin
M < { J (3.22)
»

pois qualquer evento de erro aumenta em no minim® peso Euclidiano da saida. A igualdade
acontece quando uma sequéncia de peso minimo de saida do édgirada pela concatenacao de
nM eventos de erro, cada um gerando um peso de saida exataguathtli ;. A funcdo|z| retorna
0 maior inteiro positivo maior menor do que

O mesmo pode ser dito sobre o cédigo externo, sendo que aestes walores correspondem a
pesos de Hamming:

n(1) < { . ZJ (3.23)

O maior valor do expoente dg é:

l dmin
a(dpin) < max { Lie,lJ + { i J -1 - 1} (3.24)

Vamos escrevdrcomo sendo igual &= vd.; +¢,, onded < e, < d.;. Vamos também dizer que
yin = Bdi; +€3,0 < €5 < d;;. Os valores de e 3 séo inteiros positivos ou zero. Assim, podemos
reescrever a equacao 3.24 da seguinte forma:

a(dpin) < max {v(1—dey)+06—¢,—1} (3.25)

Podemos concluir da equagdo acima quel,sg > d,;, 0 expoente dé&V pode ser até positivo,
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dependendo do valor depois o valor de3 sera grande. Seria interessantelgg, = d,;, fazendo

com ques = 1.

O menor valor possivel parg”’ é 1, ja que é impossivé),;,, < d;;. O menor valor possivel para
v(1 — d.,;) depende da escolha do codigo externodSe> 2, v(1 — d.,;) sera menor quanto maior
for v. O maior valor possivel paka €d.; — 1, pois além disso teriamos um retorne-a 0 com um

aumento no valor de. Considerando a pior situacéo na qual= 0, temos:

a(d) < max{y(1 —dey) + 5 — ¢ — 1}
=max{y(l —d.;) + 5 —1}

w,l
A funcéo ser minimizada, omitindo o ternp pode ser visualizada em 3 dimensées como mostra
afigura 3.3, comy ed,; variando de 0 a 100.

(3.26)

yoa-d,)
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X XXX
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S35

—-8000

-10000

Fig. 3.3: Variagéo de(1 — d.,)

Aumentar o valor dey implica em mapear palavras com alto peso de Hamming de saida-d
digo externo em seqiiéncias de saida do codigo interno comdpgso que involve manipular o
codificador interno e possivelmente aumentar o nUmero dedm@spara que isso seja feito. Au-
mentar o valor del.; implica em aumentar o nimero de memorias do codigo externanalor
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ganho de desempenho ocorre quando o aumentoédacompanhado de um aumento proporcional
ded.;. Embora tenhamos ganho ao utilizar um cédigo externo conasimemorias e um codigo
interno com poucas memodrias, possivelmente teriamos uhogaalhor com uma outra distribuicdo
de memodrias.

Concluimos que.; > 2, d,,;, deve ser o mais proximo possivel dig, e que 0 menor peso in-
termediario que gera uma seqiéncia de saida com peso Boolitinimo deve ser 0 maior possivel,
fazendo com que seja grande.

Maior Expoente de N

Para encontrar o maior expoente/edenominadaey,,, temos que maximizar o ternto, +n; —
[ — 1) em funcéo dev,l ed:

ay = max{a(d)} = max{nl! +n} —1-1} (3.27)

Para situacdes na qual o cédigo interno permite que se@i$rmin peso de Hamming de entrada
1 geram sequéncias finitas de saida, temosnqugn) = [, pois cada 1 individualmente gera
um evento de erro finito em alguma dada sequéncia que cet@mmrrera devido ao entrelacador
uniforme. A equacao 3.27 assume entdo a seguinte forma:

ay=n"—-1>0 (3.28)

de onde podemos concluir que nesta situacao o entrelacadagana nenhum ganho. Entéo, pre-

cisamos utilizar um codigo interno recursivo de modo que naneeso de entrada que causa uma
saida e retorno ao estado inicial tenha peso 2. Nestas@siagna seqiéncia de entrada do codigo
interno com peso de Hammingode gerar no maximg/2 | eventos de erro, esta situa¢éo ocorrendo
guando cada 2 bits de entrada gerarem um evento de erro. Motgnesta seqiéncia com certeza
existira por causa do entrelagador uniforme.

O maior valor quer pode assumir depende do peso da seqiiéncia intermediaridigtatacia
livre do codigo externo. Assimpax(n?’) < |i/d.,|, a igualdade valendo quando cddd, ; bits é
gerado por um evento de erro. Considerandolgdeyd.; + €., a equacéo 3.27 fica:
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N = max{néw + H;M -1 — 1}
w,l,d

gmlax{ ! + EJ—l—l}

_de,l_ _2
(3.29)
l [+1
= HllaX{ _deJ— — _TJ - 1}

= max{y —
'Y:E’Y

deg+ €4+ 1
Ve, ¥ . 1}
2
Sed.;, > 2, garantido se o codigo externo for convolucional, o pioovauey pode assumir é
1. O pior valor que:, pode assumir € o seu menor valor possivel, igual a zero. ifihdd estes
valores na equacao acima, chegamos a conclusao que:
dey + 1

o < — {TJ (3.30)

que é um valor sempre negativo, considerando a hipdtgse 2.

O valor ded associado ao maior expoente Medepende se o cédigo externo tem distancia livre
par ou impar. Seria interessante se este valor fosse o n@Esivpl, pois assim o expoerrt‘e%d
diminuiria mais rapidamente com o aumento da relacéo sidé e sua influéncia no limitante sera
reduzida.

No caso del,. ; par, e considerandp = 1, ¢, = 0, temos qué = d..;. Alem disso, o valor deM
deve ser o maior possivel, e isso acontece quanddits que valem 1 da sequiéncia intermediaria
causanil//2) eventos de erro, cada um causado por 2 dits. Denotamos pat, ; a menor distancia
Euclidiana de saida entre seqtiéncias geradas por secgifacatrada com distancia de Hamming
igual a 2. Este parametro € uma propriedade do codificadenimt Assim, o0 menor peso Euclidiano
de saida possivél,.;, .,, para as condigdes que geram o maior expoeni€ deontece quando cada
um dos(d.,;/2) eventos de erro aumenta efyy o peso Euclidiano da seqiiéncia de saida, gerando
um peso resultante igual a:

de,l ' def

dmin,aM - 92

(3.31)

No caso del. ; impar, as mesmas considerac¢des solere, séo validas. Sejd o menor distéancia
Euclidiana de saida entre seqiiéncias de entrada com distiznidamming igual a>3 Como no caso
anterior,n deve ser maximo. Isso acontece quando temos um Unico evergoalcom peso de

SEste é 0 menor peso de Hamming impar de entrada possivelgdadocodificador externo é recursivo.
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entrada com peso 3 seguido de alguns eventos de erros comepestrada par, sendo que a entrada
se refere ao codigo interno. Se houvessem somente doiswmterros impares, o cédigo seria
par. Trés eventos de erro, cada um com peso de entrada 3, pedeyarados por um evento de
erro com peso de entrada igual a 3 e 3 eventos de erro com pesardda igual a 2, aumentando
assim o valor de. O mesmo raciocinio pode ser aplicado para seqiiéncias ceemas. Assim,
sendd = d.; impar, temos que o menor valor possivel da distancia Eaobdi,,;,, .,, associado ao
expoente maximo d&/ é:

(de,l - 3) : def

dmin,aM = f + dg (332)

Os valores que encontraremos através das equacoes 3.2loeBespondem a distancias Eucli-
dianas. Queremos que estes valores sejam 0s maiores Eg3V& assim o valor necessario para
gue o ruido cause um erro destes seria maior, consequeméeooenm uma probabilidade menor de
ocorrer. Devemos entéo tornar os valofggd, ; € d; 0s maiores possiveis.

E facil fazer com quel; = oo, pois € simples fazer com que o cddigo interno s6 permita que
sequéncias de entrada pares tenham peso de saida finitadoQujas oo para qualquei impar e
0 codigo é chamado cédigo par. Caso contrario, ele é chamatigocimpar. Quandad; = ~ e
dey = 3, lmin, = 4, OIS este € 0 menor valor de Hamming intermediario que camseaminho que
sai e retorna ao estado identidade.

A maior dificuldade € fazer com qug; seja o maior possivel.

3.3 Diretrizes de Projeto

Juntando as informacgdes obtidas na se¢ao anterior, chegaseguintes diretrizes para o projeto
de um sistema com concatenacao serial:

Tanto o codigo interno e o externo devem ser recursivos, guae se haja sempre um ganho do
entrelagador. Assim, os valores pard e n} serdo os menores possiveis, contribuindo para
um valor mais negativo do maior expoente/de

A distancia livre efetival, ; deve ser a maior possivel.

O caodigo externo deve ter a maior distancia livre possikaltretanto, é preferencial ter uma
distribuicdo equilibrada de memdrias entre o codigo imterm cddigo externo, de modo que
d.; ~ 7, como mostra a figura 3.3.

O cabdigo externo deve ter distancia livre preferenciatmémpar. Nesta situacdo, devemos
fazer com quel; = co. Sendo estas duas condi¢des satisfeltas,= d.; + 1.
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» Sequéncias de saida que tem peso Euclidiano igdal devem ter peso de entrada codigo
interno altos. Isto corresponde a ter um alto valoryd&e possivel, 0 menor peso de entrada
de uma sequiéncia com peso minimo deve ter valor proximod ; — 1), onden € um ndmero
inteiro.

3.4 Consideracbes sobre o Limitante de Uniao

Devemos analisar a validade do limitante de unido que faérmedvido neste capitulo. Trés
pontos sdo de importancia.

O primeiro é sobre a decodificacao utilizada para recebdoemacédo transmitida. O limitante
de unido considera a hipétese de decodificacdo por maxirasiilhanca, o que nao é viavel em
situacdes onde o tamanho do bloco é grande.

O segundo é sobre o entrelacador. Um entrelacador real mauper uma dada sequiéncia de
entrada para uma dada sequéncia de saida com probabilidddeseqiéncias de saida do cédigo
externo ndo sdo uniformemente distribuidas, o que pode dare quel,,,;, > d.;. Se 0 numero de
sequéncias de saida do codigo externo com peso 2 for muitorrderque o numero de sequéncias
de entrada do cadigo interno com peso de saida igdal,a& possivel que o valor real dg; seja
maior do que o projetado, resultando num valor inferior pgpeobabilidade de erro. O mesmo pode
ser dito sobre a distancia minima do cédigo, que limita odesaho do sistema para altos valores
da relacéo sinal-ruido.

O limitante de unido diverge para relaces sinal-ruido ipnés a taxa de corte do canal. As-
sumimos que a probabilidade de dois eventos de erro cosjactwrrerem é muito menor do que a
probabilidade de um Unico evento de erro. Isto tem maisaddichas regides de sinal-ruido médias
e altas. Para valores baixos da RSR, a soma das probabilidardesosn muita chance maior do
gue 1, o que nao corresponde a um valor real para uma pratzat@li Entdo, devemos considerar o
limitante vélido somente para a regido abaixo da taxa de dortanal.

Entretanto, simplificacbes para contornar a dificuldadepeadacional de se calcular o limitante
de unido para entrelacadores grandes faz com que este flend@e seja percebido. Devido a com-
plexidade de se calcular as relagcdes entre todas as seagipossiveis, limitamo-nos as sequéncias
com peso Euclidiano de saida menores do que aproximadafd®rtzes a distancia livre minima
do cédigo interno. Sequéncias com peso Euclidiano maioudcegte eram ignoradas. Esta limita-
¢ao restringiu o peso de Hamming das sequéncias interrma{ggquéncias entre os codificadores),
tornando desnecessario considerar seqiiéncias que tirdsaninpermediario maior do que um certo
valor encontrado. Esta escolha ndo influencia muito o valdindtante de unido para valores médios
e altos da RSR, pois observamos que os limitantes tendem argionsendo que esta convergéncia
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tende cada vez mais cedo ao valor real do limitante quantorrfaaia distancia Euclidiana conside-
rada como limite. O limitante obtido sera entdo uma aprogaoalo limitante real. Este ponto sera
melhor analisado no capitulo 5.

3.5 Sintese

Neste capitulo apresentamos a concatenacgéao serial deosodigsenvolvemos um limitante de
unido e a partir do limitante obtivemos diretrizes de pjera os cdédigos-componente do sistema.
Analisamos também a validade do limitante de unido. Asriliet de projeto para sistemas com
concatenacdo serial obtidas neste capitulo, resumida&sgéaa 8.3, serdo utilizadas no capitulo 4 para
guiar a procura bons codificadores internos.



Capitulo 4

Meétodo para gerar codificadores internos
BGU

Neste capitulo introduziremos um método para gerar coddies bit-geometricamente unifor-
mes. Provaremos que este método de fato gera codificadoresEBmétodo permite um controle
razoavel sobre parametros dos codificadores gerados,irslme@ssim a sua utilizacdo para gerar
codificadores a serem utilizados como codificadores ingsenosistemas com concatenagéo serial.

4.1 Algoritmo

Nesta secao vamos descrever o algoritmo para a construgéo bdem codificador interno BGU
para ser utilizado num sistema de concatenacao serial. Caramptros de entrada temos:

a constelacad a ser utilizada;

d.,, a distancia de Hamming livre do codigo externo;

* m, 0 nUmero de memorias binarias utilizadas;

k, o tamanho em bits da entrada do codificador interno.

Utilizaremos a seguinte nomenclatura:
» E é o codificador que desejamos encontrar

» Y,, € 0 espaco de estados de um codificador eememarias binarias, possuindo enté®
estados;

41
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T é um dos grupos que representa uma secao de trelica de uno dddild composto pela
triade(o;, s, o), 0 estado inicial e finat;, oy € ¥,, e 0 sinal associadoe S

» [y 0 subgrupo dd’ com os ramos que saem do estado identidadee, o; = o;

» [0 0 subgrupo d€’ com os ramos que saem do estado identidade e retornam ao MesmMo

0; = 0f = Og;
» Ey € 0 mapeamento entfg e o espaco de Hamming de entrddg

« I; € 0 mapeamento entre os ramos que saené&kimo estado e o espagco de Hamming cor-
respondente;

* Sy € 0 subconjunto d§ associado aos ramos dg;

» A é o subgrupo dé&' que contém todos os ramos que sao rotulados atravéspdda palavra
toda nula. Este grupo também é o grupo geradadt,gde

O resultado do algoritmo &j, Fy, A e uma associacdo entree YJ,,. A partir destes termos
podemos definir completamente o codificador.

1° passo:

Escolher grupo geradadfs de S. o
Dependendo da constelacao utilizada, ha mais de uma poksgiki para o grup@-s. Como
futuramente desejamos que um subgrupo deste grupo gerértambspaco de Hamming que sera
mapeado em sinais da constelacédo, demos preferéncia agliepoais, pois desta forma temos mais
geradores com ordens menores e € mais facil encontrar gggpadores do espago de Hamming

nestas condi¢cbes. As constelacdes utilizadas sdo o produdesiano da constelacd®SK. Uma
forma facil de se obter os grupos geradores destas cortsslaatravés do produto cartesiand.de
grupos geradores de uma unica constel&fads/i. Os grupos que geram a constelagéts K sao
0S gruposZs e D,. No espaco Euclidiano, os seus elementos correspondeac@este reflexdes.

2° passo:

Escolher um grupo de liga¢dg que seja tanto um subgrupo g, , o grupo de simetrias dé,
como um subgrup6: C Gs. N&o faremos mais distingdo entre o conjunto de elementds,de
0 grupoG'y, que gera este conjunto. Escolher geradore&/geuja relagéo entre si seja a mesma
da relacdo dos geradores He Os geradores d&;, podem ser descritos através de combinacdes de
permutacdes e somas. Este conjunto de geradores sera chdetdg. Escolher geradores dg
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gue satisfacam a mesma condi¢éo. Este conjunto sera chalmédo pois seus elementos geram o
subgrupas. o

Como indicado na secao 2.3.1, podemos obter simetrias dgeedpaHamming através de per-
mutacdes de coordenadas, soma de elementos do espaco esodb®s elementos, e combinacées
de ambos. Podemos formar um grupo a partir destes elemsetad) que um subconjunto destes
elementos escolhidos serdo os geradores do grupo. Dadaasdimde um espaco de Hamming, ha
um namero finito de possibilidades de grupos. Se um dos gagraslores dé/;. for isomorfo a um
subgrupai C G4, podemos prosseguir com o algoritmo.

O grupo L faz com que o grupdi, e um subgrupd- sejam estruturalmente os mesmos, e 0
isomorfismo existente entre eles seja um automorfismoltraean apenas uma troca de nomes. No
NOSSO casoF sera um dos grupos que gefae tambémfy, a sub-trelica que contém somente 0s
elementos que saem do estado identidade. HomomorfismG@sléénirdo o subgrupd; da trelica
T.

Dado um mapeamento dos elementosle em C¢;, existe no maximo um homomorfismo de
H, emG [9]. Sejamyg;, g; geradores dé&r e h;, h; 0os geradores d&, para os quais os geradores de
GG sdo mapeados. Teremos este isomorfismo se:

f:G— Hy, f(gi-g;) =hi-hj;  Vgi,9; € Ca

Com este homomorfismo, garantimos a primeira condi¢éo derten2.5.3, como demonstramos
a sequir:

Prova Sejah;, h;, hy € Hy, elementos do grupl;, compostos por somas e permutacdes. A distéancia
de Hamming entré, e h; é:

k
dn(hiyh) = i ® hjm (4.1)
n=1
onde@® é a adicdo binaria. Seja uma permutagga) : N, — Ny, definida paran € N, =
1,2,---, k, que retorna a posicao para qual orbite uma palavra binéria coibits deve ser permu-
tado. Se o termé,(que representa tanto o termo do conjuAtocomo o elemento do grupo gerador

de H,) for a permutacép,(x), a sua aplicacéo sobke e h; simultaneamente tem o seguinte impacto
na distancia de Hamming entre ambos:

k
dn(hi - by hy - y) = Z Rip(n) © 1jp(n) (4.2)
n=1

Como a ordem dos fatores nao altera o valor da soma, a distlmelamming é mantida.



44 Método para gerar codificadores internos BGU

Para o caso dk; ser um termo a ser adicionado, temos a seguinte situagao:

k k
dn(hi - by hy ) = R @ hin @ hjn @l =Y hin @ (4.3)
n=1 n=1
poish; ., ® h;, = 0, para qualquer valor dg ,,.
No caso deh; ser uma combinacdo de uma permutacéo e de uma soma, bagiar resldois
passos (permutacdo e soma) separadamente para se chegalud&mque, sendfl;, um grupo
cujos geradores sejam uma composicao de permutacdes e somas

dp(h; - by, by - hy) = dp(hi, by) (4.4)

Dadosg;, gj, g € G, que geram respectivamente 0s singis;,s; € S a partir de um ponto
identidades, € S. Para grupos que geram constelacdes em espacos Euclidemos que, definida
uma funcgéal.(s;, s;) : S — R, que retorna a distancia Euclidiana entyes; € S:

de(gi - 91,95 - 91) = de(9i, 95) (4.5)

porqueg; € uma isometria que mantém a distancia Euclidiana entreeoteekos.

A unido entre o grup@- e o grupoH,, € feita através do grupb, que faz com que a aplicagédo
de uma operacgao sobre um grupo resulte na mesma operacdoutronome, no outro grupo. Ha
uma correspondéncia um para um entre 0s element6s éé, através de uma funcdl, : G < L,

e entreL e Hy, através de uma fun¢dy, : L <« H;. Estas fun¢des sdo os isomorfismos entre
0s grupos. A composicao destas duas fungdes, que chamaderfiog, : G — H; também é um
isomorfismo. Desta forma, sendo o codificadigro isomorfismof x, , ele € BGU pois:

dn(fa,m,(9i); fa.m,(95)) = dn(fo,m,(9:) - s fom,(g5) - M)
=dn(fe.n,9i) - fon,(a), fon.(9;) - fo.m.(91)) (4.6)
= dn(fa,m.(9i - 91), fa.m, (95 - 91))

Substituinday, porgj‘1 e fa.m, por E,, chegamos a:

dn(Eo(gi), Eo(9;)) = du(Eo(gi - g; '), Eole))
= wn(Eo(9:, 97 1)) = wn(Eo(g; ", 95))
Como qualquer termo do grupo pode ser obtido através do mrathsg geradores, a equacgao

anterior vale para qualquer elemento dos grupos. AssindpsEneste homomorfismo, ele € BGU.
0

4.7)

Embora tenhamos um possivel, ndo temog, pois hdo sabemos o estado final de cada transi-
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cdo. Sabemos o estado inicial e o sinal associado. Pre@dambém encontrar um bohy, pois ha
varios automorfismos possiveis Hg — H; e deG — G que continuam gerando solu¢gdes BGU.

3% passo:

Definir o grupoFyg, conjunto de ramos que saem e retornam ao estadAtravés deste grupo
definimos a estrutura do gruph pois as operacoes entre os estados serao definidas. Fazgqueo
0 grupoA seja o mais simples possivel, e de preferéncia isomorfolgndf]”. o

Ha varias possibilidades para o grupg. O grupoFy, sera definido através de um subgrupo
normal deF,. Uma vez definidd},, dividimos o grupaofF, em particdes, cada uma correspondendo
a um estado final. Quanto mais simples for o griagg mais facil sera encontrar o subgrupaleT.

O grupoA é composto pela triade;, s, o). Os trés termos que definem o ramo estéo condi-
cionados a obedecer a regra definida pela estrutura do edpagstados obtida neste passo. Por
exemplo, se; - a; = a;, paraa;, a;, a; € A, isto deve ser verdade para todos os elementos dos ramos.
Isto é,a} . aﬁ} = a’; e assim por diante. A operacarealizada sobre cada termo é realizada de acordo
com o grupo correspondente. Assim, se sabemos a estrutgrapgimdo espaco de estados, sabemos
a estrutura do grupd. Ainda n&o definimos o grupd porque ndo sabemos quais serdo 0s outros
dois elementos necessarios para definir a triagde, o ¢). Falta determinar, para cada estado inicial,
o estado final e o sinal associado ao ramo.

Se possivelA deve ser isomorfo ao grupgdy), pois isso facilita muito a procura dos seus termos.
Isto é possivel quando o numero de geradores fde menor ou igual an. Nestas situacdes, pode-se
em alguns casos determinar o estado final das transi¢Oesiradpaestado inicial e da palavra de
entrada através de equacoes de paridade.

Sabemos através dg, quais elementos do grupo causam uma transi¢do paralela do estado
identidade para o estado identidade. E razoavel consigeeasse menos elementos com peso de en-
trada de Hamming igual a 2 causarem esta transicao, mdisdé&de atribuir altos pesos Euclidianos
para estas.

Para fazer com que o codificador seja par precisamos tom@admicom os automorfismos do
proximo passo que faremos effy, pois isto pode modificar os pesos das transi¢cdes entreoestad
também os pesos das sequéncias que retornam ao estaddeidenti

4° passo:

Procurar mapeamentos do conjuitg, que gerem automorfismos eHj,, dando preferéncia a
geradores com baixo peso de Hamming. Através deste autsmorflevemos diminuir ao maximo
a quantidade de palavras que causam transices paralefagpdem o, com peso de Hamming de
entrada igual a 2. o
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A escolha apropriada dos elementos que comp@gme um dos dois fatores que determina se o
cbdigo sera par coni; = oo, pois define as particbes a serem utilizadas para realizearsscoes
paralelas. Transi¢cdes paralelas sdo ramos que contém oonessadlo inicial e final. Para que o
codigo seja par, todas as transicdes paralelas devem tesraontgo de peso de Hamming, par ou
impar. Isto implica inicialmente que, a partir do estadoialj alguns estados sé receberao sequéncias
com peso impar e outros s6 com peso par. Podemos classifigarasnestados como sendo pares ou
impares. Outras condi¢des para que o codificador seja par sao

» um estado impar sé recebe transicées com peso de Hammimg dmpestados pares, e so
recebe transi¢cdes com peso de Hamming par de estados impares

* um estado par s6 recebe transicdes com peso de Hamming dmpEstados impares, e s6
recebe transicdes com peso de Hamming par de estados pares.

O estado identidade é definido como um estado par.

Héa vantagens em se minimizar a multiplicidade das palawanttada com peso 2. Quanto me-
nos transicdes deste tipo houver, mais facil sera de fareigqoe estas possuam um peso Euclidiano
de saida alto, possibilitando assim um valor maior paratardiga livre efetiva.

E mais importante aumentar o peso de saida das seqiiéncssenue retornam do erasomente
uma vez com peso de entrada igual a 2 do que aquelas que o fagepeso par maior. Isto acontece
porque a concatenacao de sequéncias com peso de entradas2g@ncias com peso maior, e este
efeito aumenta fatorialmente. Por exemplo, se em um pasdosliga temos:., sequéncias com peso
de entrada 2 e que divergem da sequiéncia toda nula somenteernmen,, seqiéncias que o fazem
com peso de entrada igual a 4, gpassos teriamos aproximadamente, sequiéncias com peso de
entrada igual a 4 que divergem somente uma vez, mas terigmmsraadamentép! - n3)/(p — 2)!
sequéncias com peso 4 que divergem da sequéncia toda nuizL Veara algum valor finito de
p a influéncia das, sequéncias com peso de entrada igual a 2 tem muito mais énp@tpara a
multiplicidade das sequiéncias com peso de entrada iguad gdedas sequéncias com peso de entrada
4 que divergem somente uma vez. O mesmo raciocinio pode ssadappara qualquer sequéncia
de entrada com peso par. Logo, € melhor fazer com que seq&é&mwn peso de entrada igual a 2
tenham um peso Euclidiano maior, pois seqiéncias com pddardening maior ocorrem com mais
frequiéncia através da concatenacédo de véarias sequénciasaseom peso 2.

O peso de Hamming dos geradores escolhidos influencia nadesglas palavras de entrada
gue vao gerar sequéncias com peso critico. Por posicaodentes os expoentes dos geradores.
Todo termo del. pode ser escrito como uma combinagéo de geradores, ondgeador tem um
expoente associado ao numero de vezes que ele é utilizadapd@rge € um namero inteiro ndo
negativo menor do que a ordem do gerador.
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Geradores impares sempre geram palavras impares se o0 seatexfor impar e sempre geram
palavras pares se 0 seu expoente for par, se utilizadogdodimente. Trocar um gerador impar
por outro impar ou um par por outro par néo altera a paridader@eposicao. O peso final de uma
palavra qualquer somada com uma palavra com peso impar é&rdrimma sua paridade inicial.
Geradores pares, como aceitaveis neste trabalho, s6 patanpglavras com peso par. A soma de
duas palavras com peso de Hamming par gera uma palavra coand@ésamming par. Assim, é
Obvio que necessitamos de pelo menos um gerador impar parangs todo 0 espa¢co de Hamming
de entrada.

N&o ha necessidade em utilizar geradores com altos pesaanamifdg, pois 0 mais importante é
se 0 peso dos geradores € par ou impar. O resultado obtigésatta um automorfismo que mapeia
geradores pares em outros geradores pares pode ser obdidésado proximo passo, onde vamos
procurar automorfismos do grupo gerador da constelacao.

A quantidade de geradores impares é um dos fatores maistanfes para a determinacéo das
posi¢cdes de segmentos criticos. Dado um conjunto de gesdmtroca de um gerador com peso
de Hamming impar por outro com peso de Hamming impar naaat@osicao das palavras com
peso de Hamming impar. A paridade dos geradores utilizaaobdm influencia se o cédigo sera
par ou impar. Como desejamos qlie= oo, devemos fazer com que o mapeamento inicial (definido
no passo anterior) ndo permita que palavras com peso de hgnaimientrada impares causem uma
transicao paralela.

5° passo:

Conhecemos o expoente dos geradores que geram segmentos ¢rié., todas a transicdes
paralelas, sendo mais importantes aquelas com peso baamas ique saem do estado identidade
com peso 1) pois definimos no passo anterior qual sera o dordjyn final. Procurar automorfismos
do subgrupo gerado p@r; de modo a fornecer altos pesos Euclidianos para estes raftiogsc
Obtemos assim uma fun¢de : G — G. Este automorfismo é completamente determinado pelo
mapeamento dos geradores. Este ponto é extremamenteamtgart otimizacao do cadigo.

Como critério para a escolha do automorfismo, vamos tentaimmzat o peso Euclidiano das
palavras com peso 2 que causam uma transicdo paralela.okstonmece um limite superior para
dffﬁef. Vamos também tentar fazer com que as palavras com pesorddafttenham no minimo a
metade deste valor. Vamos também tentar fazer com que s sima baixo peso Euclidiano tenham
altos pesos de Hamming de entrada, de modo que a influéndes dega minimizada devido ao
ganho do entrelagador. o

Neste passo determinamos qual é a particdo da constelaqd® causara transicdes paralelas de
o. parac.. Como o codigo é GU, cada conjunto de transicOes paraleksiteicoset desta particdo
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associado a ele. As partigcbes obtidas podem ser difereasegadticoes normalmente utilizadas na
construcdo de bons cédigos GU, pois estas nao levam em ootmdicdes de otimizacdo de um
sistema com concatenacao serial.

Por exemplo, em [12], a particdo Otima com 4 elementos nososijintos da constelac&ox
8 PSK foi gerada pelo subgrupo: {00,44,04,40}. Se tivéssemosagaeciar um grupo binario {0000,
1100, 1111, 1100}(os elementos He associados ao grugg, foi determinado no passo anterior) a
este subgrupo, as palavras com peso 2 teriam peso Eucligli@n palavra com peso 4 teria peso 8.
Se quiséssemos dar o maior peso possivel as palavras cor, geao mesmo tempo ter um rétulo
BGU, poderiamos utilizar o subgrupo: {00,24,40,64}. Asando 0s elementos na mesma ordem em
gue aparecem, teriamos que as palavras com peso 2 teria, geagalavra com peso 4 teria peso
4. Note que, engquanto no primeiro caso o0 subgrupo € geraddopogeradores de ordem 2, {44 e
40} (e o subgrupo é isomorfo &), o segundo é gerado por um Unico gerador de ordem 4 {24} (e o
isomorfismo é con¥,). Esta variag&do do subgrupo acontece com a escollg,de

6° passo:

Associar 0s grupos até agora definidos da seguinte forma:

Iy(H) «— Hy, — L — Gs — 1¢(G) (4.8)

Como um isomorfismo de um isomorfismo ainda é um isomorfismdadagmos um isomorfismo
de H, em(, o que faz com que o codigo seja BGU. Através deste mapeamet@mosE,. Este
mapeamento € completamente determinado pelo mapeamengedaores. O estado final de cada
ramo é determinado pelas particbes obtidas na determiniegg. Assim, obtemos o subgrupg
deT’, pois sabemos o estado inicial}, o sinal deS associado (através do isomorfismo deste passo)
e o estado final (através das particdes determinadas nodgrasso). Definimos também o subgrupo
Fyo, conjunto de ramos que causa transi¢des paralelas parac.. Todos 0s outros conjuntos que
causam transicOes paralelas s&o cosets deste grupo. Aihetesio de qual coset causa qual transicao
€ importante na hora de escolher os elementos que formariipo 4.

Como ainda temos um isomorfismo entig e (G, ainda temos um codificaddf, BGU, deter-
minado pelo isomorfismo obtido neste passo. A prova mosmadsegundo passo ainda vale. O
codificadorE, obtido é agora considerado bom, pois o projetamos de acordas diretrizes para o
projeto de um codificador interno para sistemas com conagéenserial. Ele ndo serd mais alterado.
<
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7° passo:

Encontrar candidatos para o grugo Dentre todos os possiveis elementos do griipescolher
agueles que satisfazem a condicéo:

wi(Bo(f)) = wn(Eo(a- f-a™'); feFyael (4.9)

Estes candidatos formam o conjurtd Todos os elementos do gruffosdo obtidos através do
produto cartesian&,,, x Gg X ¥,,. o

No caso particular quando o espaco de estagpfor abeliano, podemos ignorar as relacdes entre
0s espacos de estado, considerando somente o sinal ddagisie Através doF, ja encontrado,
ha uma relacd6: — Hy, e isto é suficiente para testar a condicao 4.9 dado que ocedpastados
Y., € abeliano. Para qualquer valardo estado inicial ou final de um ranyoe 7', e senday, =
Ok.is Gay, Ok, f, t€MOS:

ap - fra;t = (oki-0pi Ugi,ga,k “gf- g;}wak,f “Offe a,;})
= (0fi* Ok~ OpisYak * 95 * Gakr OF.F * Ohf * Opf) (4.10)
= (046 Yak " 9F * Gk O1.1)

ondeo;;, oy ¢ representam o estado inicial e final do rafpoespectivamentg,, € o sinal associado
ao ramoay, € gy corresponde ao sinal associado ao rgim@asta quey, . - gy - g;,lc = gy para que
ar - f-a;' = f. O nimero de candidatos é a cardinalidadé de

Sel,, ndo for abeliano, haverda um niumero maior de elementos a $eséados, pois 0s elemento
a serem testados serdo combinacdes dos elemeitp dem elementos dé&'s. Mesmo neste caso,
SO precisamos nos preocupar com o estado finaldé¢-a, '), pois o estado inicial seria naturalmente
igual a identidade ja que;; = o,

Como vamos escolher os elementos do grdpentre os candidatos que satisfazem a condicéo
4 do teorema 2.5.3, esta condicdo é satisfeita. Qualqupodanmado com estes candidatos, com
cardinalidade igual ao nimero de estados do cédigo, gamrieodificador BGU juntamente com
Ey.

8 passo:

Para cada estado distinto da identidade, definir qual cesEf,ccausaria uma transicao que faz
com que o codificador retorne ao estado identidade. Estagrpalestdo associadas, atravegigle
a sinais. Esta € a particdo da constelacdo (e do espaco deihtpmimavés der,) que, ao ser
multiplicada por um elemenio € A apropriado, gera os ramos que retornam ao estado identidade
Algumas regras tem que ser obedecidas na determinacas pestgdes:
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* N&o resultam em auto-lacos (caminhos de um estado parassmo) na trelica com peso
Euclidiano nulo, pois isso faria com que palavras com altople Hamming teriam baixo peso
Euclidiano de saida.

» Devem preferencialmente fazer com que o codificador attlizlos os sinais da constelagéo.

* um estado impar sé recebe transicées com peso de Hammirg dmpestados pares, e so
recebe transi¢cdes com peso de Hamming par de estados impares

* um estado par so recebe transicdes com peso de Hamming degestados impares, e sé
recebe transicdes com peso de Hamming par de estados pares.

* Um dado estado n&o pode receber dois ramos com 0 mesmoaataton o mesmo sinal.

&
As regras sobre a paridade dos estados é a mesma definidatoopfsso. Este é o segundo fator
gue determina se o codigo sera par. Seguindo estas regaasiges quel; = oo.

9¢ passo:

Para cada estado e para candidataAdeobter o vetork-dimensionald;;(-), multiplicando a
particdo obtida no oitavo passo paraé&simo estado pelp-ésimo elemento dd’. O n-ésimo termo
ded;;(-) possui 0o menor peso Euclidiano de um ramo com peso de Hamnujng causa a transi¢cao
deo; parao,, obtido da multiplicacdo do coset dg, pelo o ramaz’. o

As transi¢des que causam um retorno ao estado identidadiefidiolas pelos elementos do con-
junto A’ e dos cosets dé, para cada estado. E importante para garantir a distancianeniio
codigo que elas tenham um peso Euclidiano alto o suficientdnfokmacao mais importante dos
vetores obtidos € o seu menor valor e 0 menor valor para agasleom peso de Hamming igual a
1, pois estas podem gerar seqiiéncias com peso de Hamminguhtbaixo peso Euclidiano.

10° passo:

Organizar os vetoresg;;(-), em relagéo g, para cada estado Os melhores séo aqueles que
resultam no maior valor para a primeira dimenséo do vetarekstes os melhores sdo aqueles que
resultam no maior valor para a segunda dimensao, e assiresswaente, até a ultima dimensao.
Se, para alguma dimenséao a distancia Euclidiana for zeretar geraria codificadores ruins, pois
causaria uma transicao que retorna.acom peso Euclidiano nulo, e deve ser colocado no fim da
classificacao. o
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Teremos no fina®™ — 1 listas, uma para cada estado exceto o estado identidadeadentista, o
primeiro termo é o candidato que resulta num bom valor pasa@®ncias com peso de entrada igual
a 1. Esta classificacédo é direcionada a maximizar a distinaeaefetiva. Uma outra condicdo que
se pode utilizar é determinar um peso minimo para o conjuatbashsicoes paralelas, e considerar
como ruins qualquer vetat;; que tenha algum valor menor do que este valor minimo. Este val
minimo pode ser determinado através do peso Euclidianomaidbs ramos que causam uma tran-
sicdo des,. parac, ou de um valor estimado para a distancia minima, baseadst@ncia minima
de codificadores com as mesmas caracteristicas mas ndo B@&U.aks predeterminado deve ser
compativel com o que o codigo permite, e talvez requeirad@evse for muito alto. Este critério ndo
leva em conta a possibilidade de um estado receber uma samg@e partiu der, e chegou a;
através de outro estado, mas tem peso Euclidiano menor disqaenos que saem de diretamente
parao;.

11° passo:

Através da classificacdo obtida, tentar formar um grupo canelinor candidato possivel para
cada estado. A escolha dos candidatos deve ser de tal foereegiformem um grupo isomorfo ao
grupo de estadas,,.

N&o é util fazer com que um ramo com peso de entrada 1 tenhd&peldiano muito maior do
qued}vef, pois isso nao resultaria em nenhum grande ganho. Os mgmeses Euclidianos devem
ficar com sinais com 0s maiores pesos de Hamming. Devemostarténtar tornar a distancia
minima do cédigo alta, pois para altos valores da RSR, € esfadia que determina o desempenho
do cadigo.

Os2™ — 1 elementos obtidos (um para cada lista), juntamente cormeesi®(o., ¢, 0. ), formam
0 grupoA.
<
As fungbesE; séo assim definidas tal que;(f - a;) = E,(f). Assim, a segunda condic¢éo €
satisfeita. O conjunta! obtido forma um grupo. Comd C 7', A € um subgrupo d&. Além disso,

T pode ser obtido pela unido dos termos resultantes do produty por cada elemento dé. A
terceira condicdo do teorema 2.5.3 esta satisfeita, e ficadtir encontrado é portanto BGU.

Seguindo estes passos, obtentgs Fy, A, € uma relacdo entre os elementosAde ¥,,,. Isto
define o codificador, que € BGU por satisfazer os itens do teo2ebn3.
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4.2 Considerac0es sobre o algoritmo

Alguns pontos do algoritmo limitam as solu¢des. Em algussgagorecisaremos e conseguimos
modificar ligeiramente alguns pontos para obtermos sotugéie sabemos que podem ser melhores
gue as obtidas através deste algoritmo. Em outros casost@ @mputacional € muito grande, e
temos que nos restringir ao algoritmo.

Preferencialmente o espaco de estados € isomarfp. dsto simplifica a procura dos candidatos
feita no oitavo passo, bastando testar a relacdo entre ais sigssociados ao ramo testado. Para
casos onde o numero de geradoresLdidr menor do quen, ndo conseguiremos encontrar um
isomorfismo entre o grupG e o grupoZ}*. 1sso ndo impede que encontremos um codificador BGU.
Seria conveniente nestas situacfes encontrar o grupoimies com o mesmo numero de geradores
de G. Por exemplo, para o caso em que= k, um grupo razoavel para o espaco de estados seria
0 proprio grupo de ligacdo entre o espaco de Hamnifpge a sub-constelacdG@. Para espagos
de estado cujo numero de elementos € maior do que a cardidalatb grupo de ligacdo, uma boa
alternativa seria escolher um grupo que tivesse o grup@dedo como subgrupo.4

A procura do grupo! é extremamente simplificada quando o grippé isomorfo aZ;". Nestas
situacdes, podemos muitas vezes escrever equacdes daedpagice definem o estado final de uma
transicao através de combinagdes lineares binérias dioesiaial e da palavra de entrada. Isto fa-
cilita garantir quel; = oo, além de facilitar bastante a procura de candidatos e a édnfnal do
grupoA. A particao defy, que causa uma transicado que retorma ambém é automaticamente de-
terminada através destas equacdes de paridade. Entrégganotoem sempre é possivel, se quisermos
codificadores com um nimero de memorias maior do o numerorddaes dd..

Durante a procura de codificadores, escolhemos um nimerquée@es de paridade igual ao
namero de memodrias, associando o resultado de cada equagdorainal da memaoria. Além disso,
escolhemos geradoresio espagco de Hamming que satisfizessem a seguinte condicao:

Q(h-g) = Q(h) - pa, (4.11)

A funcdoQ(h) séo as equacdes de paridade, cujo resultado € uma pala&ria loie tamanhen.
A operagaQy, € uma operagdo de permutacao e soma similar as operacoetmdescsecao 2.3.1.
A equacéo 4.11 significa que, se uma particdo do espago de iHgmausa uma transicado para um
dado estado final)(h), entdo o produto de qualquer elemento desta particdo poresadayg faz
com gue o estado final seja 0 mesmo para todos, sendo tambépattigao do espagco de Hamming.
Isto facilita a apresenta¢éo dos codigos.

Se for possivel escolher equa¢cdes de paridade que definetadm démal a partir da palavra
inicial, considerando que o estado inicial é a identidaddemos descrever as transi¢cdes entre estados
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através de relacdes entre as memoarias, como € usualmenterfeicédigos convolucionais. Para
garantir quel; = oo, podemos simplesmente reservar uma memoria para guafoianatdo sobre
a paridade da sequéncia transmitida, nao permitindo quasootemorias influenciem no seu valor,
mas permitindo que o seu valor influencie o valor de outras dnias

Se testassemos todos os homomorfismos entre o espaco de m¢py@ a sub-constelacas,
teriamos uma tarefa que € computacionalmente inviavel. &dés/automorfismos possiveis, cada
um deles com um conjunto de geradores obtidos através delfa@ides e somas. Como tentamos
obter estes automorfismos através do mapeamento dos gevgoi@cisamos saber a ordem de cada
possivel gerador do espago de Hamming. O numero de posgéraidores (que ainda tem que ser
combinados entre si para formar o espaco de Hamming) é ig@alal)k!, pois h&"* — 1 possiveis
elementos a serem somados (excluimos a palavra toda nuék!epermutacdes possiveis. Esta
tarefa é simplificada quando limitamos os geradores aqaelasbaixo peso de Hamming. Como
visto anteriormente, € mais importante a paridade do queso gg¢ Hamming dos geradores. Esta
escolha €, portanto, computacional.

4.3 Exemplo

Nesta secao desenvolveremos um exemplo de aplicagéo ddratyovamos construir um codi-
ficador com duas memodrias, taxa 5/6, que serd mapeado nustalega® x 8PSK.

1° passo:

Para representar a constelagéo, vamos utilizar o gitfpgue é o produto cartesia®, x D,.

2° passo:

O grupo de ligagad sera o grupdih(Z?), que é um subgrupo de? e que gerdis. Este grupo
possui trés geradores que se relacionam da seguinte forma:
2 =

= 5% = (r15)? = (ry8)? = (rres)* =¢

1792 = TIoT

(4.12)

3% passo:

O grupo do espaco de estados s&ga que é um subgrupo dB:h(Z2). Cada conjunto de
transicOes paralelas tera 8 elementos, pois ha 4 estadoemradas. O grupo obtido através de
Dih(Z2)/Z3 é o grupo que representa um conjunto de transigdes paraftasaso, este grupo é
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Z4 X Zy. Este subgrupo pode ser gerado a partifrders). Assim, o subgrupo que causa transigoes
paralelas contém os seguintes elementos:

(67 6) (Tlv 6) (T% 6) (T%7 6)

(e.13) (rrd) (d) (hrd) (4.13)

4° passo:

Procuraremos agora automorfismosigpara termos um bom controle sobre a posicao das pala-
vras com peso de Hamming igual a 1 ou 2. A tabela 4.1 mostra ¢mas n&o todas) possibilidades
de se gerafi; através das relacdes entre os geradores definidas antamtern®s primeiros 5 termos
indicam uma permutacao, os ultimos 5 termos indicam o que sksvsomado, modulo 2, ao elemento
inicial. Parte-se da identidade (00000) para géfar Estes conjuntos foram escolhidos porque fa-
vorecem a visualizacdo da influéncia do peso dos geradopassiwio das sequiéncias criticas para a
trelica.

T1 T2 S

54321),,(11000),

14325),,(01100),

12345),(00111)4

14325),,(01100)q,

54321),,(11000)q,

12345),(00111)4

14325),(01100),

54321),,(10000)g

12345), (00011,

(54321),(11000)e | (14325),(01100)¢ | (12345),(00111)
(14325),(01100)s | (54321),(11000)s | (12345),(00111)
(21345),(10000),, | (12354),(00001),, | (12345),(01110),
(14325),(01100)s | (54321),(10000)s | (12345),(00011)
(54321),(10000)s | (14325),(01100)s | (12345),(00011)

14325),,(01100) | (12345),(00011)g

Tab. 4.1: Geradores de;

Os elementos que causam uma transicao paralela estaaioslica tabela 4.2:

2 3 2 2 2 2 3 2

00000| 11000| 11011 | O0011| 01010| 10010| 10001| 01001
00000| 01100| 01010| 00110/ 11011 10111 10001| 11101
00000| 10000| 11000| O1000| O0011| 10011| 11011 01011
00000| 01100| 01010| 00110| 10001| 11101 11011 10111
00000| 10000| 10001| 00001| 01010| 11010| 11011| 01011

Tab. 4.2: Transi¢des paralelas

onde cada linha apresenta os elementos que causam umedoguesialela gerados pelo mapeamento
dos geradores como indicada na linha correspondente da taBe

Como podemos ver, ndo podemos escolher as linhas 3 e 5 poaguieagisam uma transicao
paralela com peso impar. Dentre as linhas 1, 2 e 4, as melb@oess linhas 2 e 4, pois possuem



4.3 Exemplo 55

apenas 4 transicdes com peso 2. Além disso, conseguimascgarapenas um dos geradores (no
caso,r;), 3 das 4 palavras com peso 2. Escolhemos a linha 2 pois degsta fjeramos todas as
palavras com peso par com dois geradorge(r,). Definimos também os estados finais de cada
transi¢do, sabendo qual é o grupg.

Estado Inicial Estado Final
00000 01100 01010 00110 11011 10111 10001 11101 OO
00 11000 11110 10010 10100 00011 00101 01001 01111 01

00111 01011 01101 00001 11100 10000 10110 112010 10
11111 11001 10101 10011 00100 00010 01110 01000 11

Tab. 4.3: Particbes do espagco de Hamming

Como queremos que o codigo seja par, devemos garantir quenag;fres entre os estados obe-
decam ao diagrama 4.2, onde P indica transicdes pares eaimdnsicdes impares.

Fig. 4.1: Grupo gerador da constelagéo 8
PSK

Fig. 4.2: Diagrama de transi¢cdes

5% passo:

Procuraremos agora por automorfismos do giip@é tabela 4.4 mostra trés possibilidades de se
gerar subgrupos de 32 elemento2de8 PS K utilizando-se a representacao da figura 4.1 e geradores
que respeitam a regra 4.12, sendo assim isomorfos ao grupgpx Z,). A constelacad@ x 8PSK
€ o produto cartesiano de duas constelagdeSK, sendo assim necessarios dois elementos para
representar um ponto. A linha tracejada indica o eixo dex@flelo grupo diedral, enquanto que
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a seta indica o sentido da rotacdo. Consideraremos que estelagdo tem raio unitario, o que
corresponde a dizer que cada sinal tem energia igual 2.

. Gerador de; Gerador dé&+
Ll T2 | 0 (54321),(11000) 22)
g Zg Eg g g é; (14325),(01100) | (24)
322 @) (12345),(00111)g (15)

Tab. 4.4: Geradores de 32 elementos2em8PSK Tab. 4.5: Associacdo de geradores

A Ultima linha da tabela 4.4 fornece bons valores para pasasom peso 2 que causam transicoes
paralelas e também fornece bons pesos Euclidianos pardaasagacom peso 1 e 2 que saem do
estado identidade, sendo entéo a nossa escolha.

6° passo:

A associacgdo entre os elementosHige da constelagéd®d x 8PSK é obtida pelo mapeamento
dos geradores dada pela tabela 4.5

Desta forma, obtemak, e F,. Precisamos agora obter o grupo

7° passo:

Como A é isomorfo aZ%, podemos testar somente 0s sinais associadgs ®esta forma, os
candidatos que satisfazem 4.9 e podem formar o grug@o:

A" = {(0,0),(0,3),(0,4),(0,7),
(3,0),(3,3),(3,4), (3,7),
(4,0),(4,3),(4,4),(4,7),
(7,0),(7,3), (7,4), (7, 7)}

9

(4.14)

w W
N |

Y

w

8° passo:

Agora definiremos as transi¢des entre os estados. Deveradea#y as restricoes impostas sobre
a paridade dos estados. Algumas transi¢cdes sdo Obvias.sBefanedo os ramos através dos quatro
elementoso,, ;. h, g, 0., f), OU S€ja, 0 espaco inicial, o rotulo de Hamming, o sinal datEacéo e
o estado final, podemos assumir o seguinte:
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(00, 00000, (0, 0), 00)
(01, 00000, ?,01)
(10,00000, 7, 11)
(11, 00000, ?, 10)

(4.15)

onde a interrogacao indica que ainda ndo sabemos qual senda a ser utilizado.
Assim, as palavras que causam um retorno ao estado inicgatiage cada estado séo:

Estado Inicial Estado Final
00 00000 01100 01010 00110 11011 10111 10001 11101
01 11000 11110 10010 10100 00011 00101 01001 02111 00
11 11111 11001 10101 10011 00100 00010 01110 01000
10 00111 01011 01101 00001 11100 10000 10110 11010

Tab. 4.6: Particbes do espaco de Hamming que retornam atoesteial

Através deF, estas palavras estdo associadas a simbolos. Queremaygle/aas que retornam
ao estado inicial com peso critico, nominalmente aquelasteo peso 1, tenham o maior peso
Euclidiano possivel. Para o estadad), por exemplo, 0s sinais que fazem isso sé@o obtidos através da
multiplicacdo dos sinais associados a estas palavras axdoasicial multiplicado por um elemento
a;; ainda desconhecido, como mostra 4.16

00100 (3,7)
Ey' | 00010 | -an = | (1,3) | -an (4.16)
01000 (5,3)

Assim, dentre os candidatos, devemos escolher aquele qee#oo maior peso Euclidiano para
estas sequéncias.

9° passo:

A tabela 4.7 apresenta os vetores de distancia geradosralparada candidato para cada estado.
O numero abaixo do estado indica qual é o peso de Hamming dérseg de entrada. Por exemplo,a
quinta coluna do candidat@®, 7) indica que, para o estadd, o menor peso Euclidiano de uma
sequéncia com peso de Hamming 4 que causa uma transica@do(dspara o estadd0 tem peso
4,58. Utilizamos- para denotar quando nao ha transicdes com o peso especifidaganizando
os candidatos para cada estado, obtemos a tabela 4.8. Aairpsniinhas indicam os melhores
candidatos.



58 Método para gerar codificadores internos BGU

Estado inicial 01 10 11

Candidatos 1\ 2 \3\ 4 \5 1 \2\ 3 \4\5 1 \2\ 3 \4\ 5
(0,3) - 1058|1258 -|542|-]1258|-]-]1058]|-13,42| -|0,58
(0,4) . 2 . 2 . 4 | .]11,16|-|-1]1,16] - 4 | .]1,16
(0,7) -1058|-|1458| -|542|-1258|-|-]3,42|-]058]| - |4,58
(3,0) - 1258|1258 -]058|-]1258|-]-]058|-]258]|-17,42
3,3) -1 1,16| - | 1,16 - 2 . 4 | .. 2 . 0 . 4
(3,4) - 1258 -]058|-]058|-]1258|-]|-]1258|-]058]|-|4,58
(3,7) - 11,16 - | 1,16] - 2 . 4 | .. 0 . 2 . 8
(4,0 . 4 | . 2 -11,16| - |1,26| - | - | 1,16| - | 1,16| - | 6,84
4,3) - 1258|1258 -]1258|-]1258|-]-]1058|-]058]|-|342
4,4) . 4 | . 2 -11,16| - |1,26| - | - | 1,26| - | 1,16/ - 4
4,7) - 1258 -]1058|-]258|-]1258|-]-]1058|-]058]|-]|7,42
(7,0) -1258|-1542|-1458|-1058|-|-1458|-]058]| - |3,42
(7,3) - 11,161 - 4 . 6 . 2 - 2 . 4 | . 0
(7,4) - 1258 -1342|-]1458|-1058|-|-]258|-1|3,42| 0,58
7,7) - 11,161 - 4 . 6 . 2 o 4 . 0 . 4

Tab. 4.7: Vetores de distancias obtidos para os candidatgeiaoA

10° e 11° passos:

N&ao podemos escolher ngm 4) e nem(4, 0) para o estadd1 porque isso causaria um autolaco
de peso Euclidiano nulo neste estado. Também néo podemuberspara o estaddl os sinais
(7,7), (7,3) ou (3, 3) porque hd uma transicdo com peso Euclidiano nulo, o que s&sgmo para
a distancia minima. Como as sequéncias que saem do @stadm peso de Hamming 1 j4 tem no
minimo peso Euclidiano igual a 4(o valor dg até o instante), podemos relaxar o critério de dar o
maior peso possivel para sequiéncias com peso de Hammingdtoueam ao estado identidade, pois
isto n&o vai afetar o valor d& ;. Assim, fazemos a escolha mostrada na tabela 4.9. Comoadsult
obtemos um codificador cuja distancia livre efetiva é igual@ menor peso que gera uma sequéncia
com peso igual & distancia minima do cédigo € 6. o valoy deréa entdo igual &/d.;|. Teriamos
um bom sistema sé.; = 3, como podemos ver analisando a equagéo 3.26. O codigo € BGld, co
pode ser testado.

Assim, o codificador é completamente definido pelas tabek<l®b e 4.9.
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01

10

11

(4,4)

(7,7)

(7,0)

(4,0)

(7,3)

(7,7)

(7,0)

(0.7)

0.7)

(7.4)

(0.3)

(7.4)

(4,3)

(7.4)

(3,4)

(3,0)

(7,0)

(7,3)

e

(4,7)

(0.4)

(3.3)

(3.4)

(4,7)

(0.4)

(0.,4)

(4,3)

(4,0)

(7.7)

3.7)

(4.4)

Estado| Elemento corresponden
00 (00,(0,0),00)
01 (01,(7,0),01)
10 (10,(7,7),11)
11 (11,(0,7),10)

(7,3)

(3.3)

(0.3)

3.7)

(4.4)

(3,0)

(3.3)

(4,0)

(4,7)

(0,7)

(3.4)

(4,3)

0.3

(3,0)

3.7)

Tab. 4.8: Classificacao

4.4 Sintese

Tab. 4.9: Grup® final.

Neste capitulo apresentamos um algoritmo para encontldrozalores bit-geometricamente uni-
formes de uma forma que podemos atribuir um bom peso Euatidpara seqiiéncias com peso de
Hamming de entrada igual a 2. Analisamos 0s pontos compuat@onente complicados, e também
indicamos casos patrticulares para os quais € mais facit abtesposta desejada. Desenvolvemos
também um exemplo para mostrar como se deve proceder corssispaostrados.



Capitulo 5

Analise de Resultados

Neste capitulo mostramos alguns dos codificadores gera@otiado método descrito no capitulo
4. Os limitantes analiticos de desempenho para sistemasnbatenacao serial baseados nestes
codificadores serdo mostrados e discutidos.

5.1 Apresentacao de codificadores

5.1.1 Formato de Apresentacao

Um codificadorE associa a ramos de uma trelifaum rétulo, que no Nosso caso pertence a um
espaco de Hamming cofbits H,. Cada elemento da treli¢dé contém trés informacdes: estado
inicial, sinals pertencente a constelagéo utilizatjae estado final. Para definirmos completamente o
codificadorE precisamos também associar uma quarta informacéo, o dewada ramo dé.

Para um codificador BGU, é suficiente definir as seguintestesigupara definirmos completa-
mente o codificadok:

» [}, 0s subgrupo dé& com os ramos que saem do estado identidade
* Fy, 0 mapeamento entig e 0 H,,

* A, um subgrupo d&' que contém todos os ramos que séo rotulados pela palavrattada

No capitulo 4, definimo#, através de um isomorfismo entre o grupo gerador do espacorde Ha
ming e o grupo gerador da sub-constela§@associada &,. Garantimos qué; € um grupo através
de outros homomorfismos do grupo geradorfje Assim, definimos completamente o codificador
E declarando o isomorfismo entre 0os grupos geradores @eH,, e declarando o homomorfismo
entre o grupo gerador dé;. e A.

61
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O isomorfismo entre os grupos geradoresSgle H; pode ser definido através do mapeamento
dos geradores, dado que as operacdes sobre cada espacdef@jaas. Escolhemos isomorfismos
entre H, e o grupoA de modo a ser possivel escrever esta relagéo através déesjaacparidade,
como descrito na se¢éo 4.2. Por causa disso, definimos sg&@s entre estados através de equagdes
binarias. Portanto, podemos definir o estado final de quatgu® em funcao do estado inicial e do
rétulo de entrada. A associacao entre os estados e 0s etendergrupad nos permite obter os sinais
associados a todos os ramos. Assim, podemos obter todanos d&1’ e os rétulos associados.

Como exemplo, o codificador obtido na se¢éo 4.3 pode ser ctanm@ate definido pelas tabelas
4.3,4.5 e 4.9. Substituiremos a tabela 4.3 por equacdesdsna segunda do conjunto 5.1.

Apresentaremos entdo os codificadores através das segfaipédas:

Gerador def;, | Gerador de+ Memoria Equacao
hy g1 €1 k+1 bip @by @---DerpDeyy®---
ha 92 €akt1 |01 Pl B BepDearp@---
I, In Cmi+1 | D1 Do @ - - Dery Deyp @
Estado inicial | Elemento correspondente Estado final

Estado inicial 1 Sinal 1 Estado final 1

Estado inicial 2 Sinal 2 Estado final 1]

Estado inicial 3 Sinal 3 Estado final 1]

Estado iniciak™ Sinal2™ Estado final 1]

Tab. 5.1: Formato de apresentacéo de codificadores

Na tabela acima, o espaco de Hamming dohits H possuin geradores. Cada um deles esta
associado a um dosgeradores da constelacao como a primeira tabela indicar.eRplicitada qual
€ a constelagdo utilizada. O estado final € determinado édw de cada uma das memodrias,
resultando num total de™ possibilidades. Cada memodriatem o seu valor determinado pelas
equacOes da segunda tabela. Todas as somas sdo modulo ZeifateEbela determina qual € o
simbolo associado a cada estado para formar o ghufitstas trés tabelas sao suficientes para definir
completamente os codificadores encontrados.

5.1.2 Codificadores encontrados

Procuramos por alguns codigos BGU para a constelagéd®— PS K. Para efeitos comparativos,
geramos a partir do algoritmo um codificador semelhantelagueontrado em [7].
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Limitamos a nossa pesquisa com quatro critérios. O printienitava a quantidade de memoarias
em no maximo 3. A justificativa € que, com o aumento do niumernme®orias, a quantidade de
elementos que compdem o grugoaumenta exponencialmente, complicando assim a sua procura
Limitamos também o namero de ramos éf\. Isto é, o nimero de entradas mais o nimero de
memorias deveria ser inferior a 10. A terceira limitacacsetare a dimensao da constelacéo, limitada
a 6 dimensdes. Como utilizamos a constela&aoP S K que possui duas dimensodes, isto quer dizer
gue a maior constelagao utilizada foi a constela;&® — PS K. O aumento em dimensdes aumenta
o0 numero de geradores de da constelacdo complicando assiocwrgdos isomorfismos entre o
espaco de Hamming utilizadd, e o subgrupo da constelagédo Como buscamos codificadores que
tenham uma boa eficiéncia espectral (alta taxa de bitsgartibs a menor constelacdo possivel que
permitisse o envio dg bits codificados, ondk é o tamanho do espaco de Hamming de entrada.

Os codificadores encontrados tem as suas caracterisscasidas na tabela 5.2.

| Codificador| Bits | Memérias| Ramos| Constelago utilizadaTaxa| de; | dmin | ha

Cs1 5 1 64 2x8—PSK 5/6 | 3.757| 1.757| 4
Cs2 5 2 128 2x8—PSK 5/6 | 4.000| 1.757| 6
Css 5 3 256 2x8—-PSK 5/6 | 4.000| 1.757| 8
Ces 6 3 512 3x8—PSK 6/9 | 8.000| 3.757| 6
Cra 7 2 512 3x8—PSK 7/9 | 4.000| 2.000| 4
Crs 7 3 1024 3x8—PSK 7/9 | 4.000| 2.929| 10
Cs1 8 1 512 3x8—PSK 8/9 | 4.000| 1.171| 8
Cs2 8 2 1024 3x8—PSK 8/9 | 4.000| 1.757| 6

Tab. 5.2: Codificadores encontrados e suas caracteristicas.

A tabela acima informa, para cada codificador, o tamanho dastrada em bits, a quantidade
de memodrias, a quantidade de ramos que cada sec¢éo da tosgra, @ constelacéo utilizada, a taxa
do codificador, a distancia livre efetivia;, a distancia minimd,,,;,, € 0 menor peso de Hamming de
entrada que gera uma saida com peso Euclidiano mihjmo.

Para cada codificador, aléem das tabelas, informaremos taralmstancia livre efetiva e a dis-
tancia minima. Para isto consideramos que cada consteélacaBSK tem energia unitaria. As
distancias correspondem a distancias quadraticas, cafitadas no capitulo 1. Os geradores da
constelacao e as operacdes entre eles, assim como os gerdd@spaco de Hamming, seréo repre-
sentados utilizando a mesma notacéo do capitulo 4. O gedadmmstelacdo ter4 um elemento para
cada constelag&®— PSK utilizada. Assim, para a constelagdix 8 — PSK, um gerador tera 3
elementos. Informamos também qual foi o grupo de ligdcétlizado.
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Codificador de H; em2 x 8 — PSK, uma memoaria

Este codificador € semelhante ao encontrado em [7] no qudese eedistancia livre efetiva e
a distancia Euclidiana minima entre seqiéncias com um deso ¢¢ Hamming. A constelacéo
utilizada é2 x 8 — PSK. A distancia livre efetiva é dg, 757 , e a distancia minima é de757 . O
menor peso de Hamming que gera um caminho com distancia min O grupo de ligacdo é o
grupoDih(Z4 x Z,), 0 mesmo descrito para o exemplo do capitulo 4.

O codificador esta descrito na tabela 5.3.

Gerador def; Gerador de~7
(54321),,(11000)g (66) Memoria Equacéo
(14325)1)(01100)@ (24) €1,k+1 bl,kz D b27k D b37k D b47k D b5,]€ @D €1,k
(12345),,(00111)g (11)
Estado inicial| Elemento correspondenteEstado final
0 (00) 0
1 (7 4) 1

Tab. 5.3: Codificador com uma memoéfg,, taxa 5/6

Codificador de H; em2 x 8 — PSK, duas memorias

Este codificador é o mesmo do exemplo do capitulo 4. A constelatilizada & x 8 — PSK.
A distancia livre efetiva é dé¢, 000 e a distancia minima aindalé757 . O menor peso de Hamming
que gera um caminho com distancia minima é 6. O grupo de bgag&yrupaDih(Z4 x Z,). Como
h& mais ramos do que sinais, 0s sinais sédo reaproveitagm®) associados a mais de um ramo da
trelica.

O codificador esta descrito na tabela 5.4.

Codificador de H; em2 x 8 — PSK, trés memoarias

A distancia livre efetiva é dé, 000 e a distdncia minima® 757 . O menor peso de Hamming que
gera um caminho com distancia livre € 8. Esta aumento cagaat@ para altos valores da relacdo
sinal-ruido. O grupo de ligagdo é o grupeh(Z, x Z,).

O codificador esta descrito na tabela 5.5.
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Gerador def; Gerador de~ Memaria Equaco
(54321),,(11000) 22) quae
(14325),(01100) (24) e1k+1 | 01 Doy @ byp Dbag @ bsi @ erp
(12345);,(00111): (15) €2 k+1 bok @ b3 Dbap ey @ e

p
Estado inicial| Elemento correspondenteEstado final
00 (00) 00
10 (7 0) 11
01 (7 4) 01
11 (0 4) 10

Tab. 5.4: Codificador com duas memdfia, taxa 5/6

Gerador de; | Gerador de&~ Memoria Equacéo
(54321)p<11000)@ (22) €1,k+1 bl,k ) bQ,k © bg,k © b4yk ©® b57k @& €1k
(14325)p(01100)€9 (OQ) €2, k+1 bl,k S5 b27k S b57k ©® €1,k ©® €3k
(12345)17(00111)@ (11) €3 k+1 bl,k D b47k D b5,k D ek

Estado inicial| Elemento correspondenteEstado final
000 (00) 000
100 (30 110
010 37 001
110 07 111
001 (40) 010
101 (7 0) 100
011 (77 011
111 (40) 101

Tab. 5.5: Codificador com trés memo(igs, taxa 5/6

Codificador de Hs em3 x 8 — PSK, trés memoarias

Para utilizarmos todos @8 sinais desta constelacéo, precisamos de no migimamos. Como a
entrada ten6 bits, precisamos entdo de no minimo 3 memarias. Embora bdjicadores BGU que
utilizam todos os sinais, o0 melhor codificador encontrada pestemas com concatenacao serial ndo
o faz. A distancia livre efetiva é de 000 e a distancia minima& 757 . O menor peso de Hamming
qgue gera um caminho com distancia livre é 6. O grupo de ligd@grupoZ, x Z, x Z,.

O codificador esta descrito na tabela 5.6.
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Memodria Equacéo
e1k+1 | b1x Dbog @ bsp P by
@bs i D ber D e
eakt1 | b1px Db Derr Desp
€3,k+1 b3 @ bai D eap

Gerador defH Gerador de&+
(213456),,(100000)4 (224)
(124356),(001000) (242)
(123465),(000010)4 (222)

Estado inicial| Elemento correspondenteEstado final
000 (000) 000
100 (040) 110
010 113 001
110 153) 111
001 (044 010
101 (004 100
011 (157) 011
111 (117) 101

Tab. 5.6: Codificador com trés memof€igs, taxa 6/9

Codificador de H; em3 x 8 — PSK, duas memorias

Pelo mesmo motivo do codificador anterior, um cédigo ¢obits de entrada mapeado na cons-
telacda3 x 8 — PSK precisa de no minimo 2 memdrias para que todd¥ efais sejam utilizados.
Espera-se um decrescimento nos valores da distancia ménilaalistancia livre efetiva, pois temos
mais informacado para a mesma quantidade de espaco do casoraiie fato, a distancia livre efe-
tiva & de4, 000 e a distancia minima 2 000 . O menor peso de Hamming que gera um caminho
com distancia livre & 4. O grupo de ligagéo é o grdpa.(Z, x Z, x Z4). Este grupo tem quatro
geradores que se relacionam como indicado por 5.1. O catbfiesta descrito na tabela 5.7.

=g =gs=gi=c¢
(91'94)226 Z:172a3

Codificador de H; em3 x 8 — PSK, trés memdarias

A distancia livre efetiva é dé¢, 000 e a distancia minima & 929. Embora ndo haja uma melhora
na distancia livre efetiva, a multiplicidade (como definidacapitulo 3) diminui. O menor peso de
Hamming que gera um caminho com distancia livre é 10. Estaeatoem relacdo ao caso anterior
causara ganho para altos valores da relacdo sinal-ruidup® de ligagéo é o grupbih(Z, x Z4 x
Z,). O codificador esta descrito na tabela 5.8.
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Gerador deH; Gerador de~ Memara Equacio
(7654321),(1001000) (200) Y B e
(1654327),(0101000) (020) L+ @é?k o z’“ o Z’“ o Ak
(1254367),(0011000) ¢, (042) ; 571’; 6.k % 97k D CLk
(1234567), (0000111 )¢, (111) €2,k+1 3,k D Osr D es5k D e1x D eap

Estado inicial| Elemento correspondenteEstado final
00 (000) 00
10 (714) 11
01 (054) 01
11 (740) 10

Tab. 5.7: Codificador com duas memdfia, taxa 7/9

Gerador deH; Gerador d& | | Memodria Equacéao
(7654321),,(1001000)4 (200) €1 k+1 b1 @ bag @ b3 D bap
(1654327),,(0101000)4 (020) ®bs i © be i © by D ey,
(1254367)]3(0011000)@ (022) €2 k+1 bl,k; D b27k D €6,k D b7,]€ S, €1,k D €3,k
(1234567)1,(0000111)@ (111) €3 k+1 bl,k: D b47k D b77k D €2k

Estado inicial| Elemento correspondenteEstado final
000 (000) 000
100 (740) 110
010 (453) 001
110 (313) 111
001 (713) 010
101 (053) 100
011 (340) 011
111 (400) 101

Tab. 5.8: Codificador com trés memofias, taxa 7/9

Codificador de Hy em3 x 8 — PSK, uma memoria

Uma memodria é suficiente pra utilizar todos os sinais da etatsio3 x 8 — PSK quando o
tamanho da entrada é 8 bits. A distancia livre efetiva ,d60 e a distancia minima € 171. O
menor peso de Hamming que gera um caminho com distanciadi@.e O grupo de ligacdo nao
pode ser descrito como uma combinacao de grupos diedradiarais. Ele possui 5 geradores que
obedecem as regras do conjunto de equacdes 5.2, que defipketzonente o grupo.
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N=9=95=0gi=g5=c¢

(gi . g4)2 = €] l = 1, 2, 3 (52)
(g:-95)t = ¢; i=1,2,4
(93 : 95)2 =€

O codificador esta descrito na tabela 5.9.

Gerador deH Gerador de~
(15432678),,(01100000), (022) — -
(12435678),(00100010)s, | (046) Memoria — ;qb”a‘;;% —
(62345178),(10000010).4, (204) 1kt Lg% igb igb tg oF
(12345678),,(00011101 ), (333) Gk D Prk 0 8k 0 CLk
(12345678),(00011001) (110)
Estado inicial| Elemento correspondenteEstado final
0 (000) 0
1 (100) 1

Tab. 5.9: Codificador com uma memaofig,, taxa 8/9

Codificador de Hg em3 x 8 — PSK, duas memoarias

A distancia livre efetiva € de, 000 e a distancia minima & 757. O menor peso de Hamming
gue gera um caminho com distancia livre € 8. O grupo de ligaéaoode ser descrito como uma
combinacdo de grupos diedrais e abelianos, mas € mais simplgue o anterior. Ele possui 5
geradores que obedecem as regras do conjunto de equagdpsesd@fine completamente o grupo.

Gi=Gh=093=9i=gs=¢
9i-9; =959 1,J=12,3
(gi-ga)’=e i=1,2
g1°9i = Gi;*ga 1 =3,5
95 9i=9gi;-95s 1=1,2,4
(93'95)2 =€

(5.3)

O codificador esta descrito na tabela 5.10.
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Gerador defg Gerador de~ Vemaria Equacao
(54321678),,(11000000), (660) - e T
(14325678),,(01100010)g, (420) Li+1 Lkb Zv’ﬂb 37’“b L ST,k
(12345786),(00000110) | (042) E'Z 6.k @b Tk @b Bk @be““
(12345678),(00011100)s, | (L14) €21 e e 0 € Bt
(12345678), (00000001, (441) SO & 1 O earh

Estado inicial| Elemento correspondenteEstado final
00 (000) 00
10 o447 11
01 (074 01
11 (033) 10

Tab. 5.10: Codificador com duas memorias, taxa 8/9

5.2 Limitantes de desempenho para os sistemas encontrados

Para termos um cAdigo com concatenacao serial, precisambgin de um codigo externo. Para
isso, utilizamos os codificadores convolucionais recosscom alta taxa descritos em [13]. A taxa
destes codificadores #/n + 1, onden € o tamanho em bits da entrada. Para cada codificador
encontrado, escolhemos codificadores externos cuja $adad 0 mesmo tamanho da entrada. Isto
nao é necessario, basta que o tamanho do entrelagcadaddibzja um multiplo da saida do cédigo
externo e da entrada do codigo interno. O tamanho do eradBa@feta o desempenho do cédigo,
por isso ele foi fixado em 840 bits para todos os casos. Estenafoi escolhido porque ele é o menor
multiplo comum de 5,6,7 e 8, o tamanho da entrada dos codifieadnternos. Para observarmos a
importancia da distancia livre do codigo externo, variamosemoria deste de 1 a 4, o que resultou
numa variacdo na distancia livre de Hamming de 2 a 4. Logoggedncodigos com concatenacao
para cada codificador interno encontrado. Os codificadottesn®s estao listados na tabela 5.11.
A quantidade de memorias de cada codificador esta indicadolnaam,, a distancia minima na
colunad,. ;, e a taxa na coluna.

Os codificadores internos encontrados séo todos pares.s®prquando a distancia livre do
codigo externo for igual a 3, 0 menor peso de Hamming de um#set de entrada do codificador
interno que causa um retorno ao estado identidade tem p&subkbra ndo aumentemos a distancia
minima quando aumentamos a quantidade de memorias de 1,pdirairRuimos significamente a
guantidade de palavras geram sequéncias com distanciaanini
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’ Cédigo‘ Me ‘ dey ‘ Te ‘
Cs, | 1] 2 |4b
Ce, | 1|2 |45
Cs, 2 | 2 |45
Cg, 3| 3 |45
Ce, | 4 | 4 (45
C§, 1| 2 |56
Cs, 2 | 2 |5/6
Cés 3| 3 |5/6
C¢, 4 | 4 |5/6
C% 1| 2 |6/7
%, 2 | 2 |6/7
(@GN 3 | 3 |6/7
Ce, | 4 | 4 |67
C§, 1] 2 |78
CS, 2 | 2 |7/8
Cgs 3| 3 |7/8
Cs, 4 | 4 |7/8

Tab. 5.11: Cddigos externos utilizados.

5.2.1 Calculo do limitante de uniao

Para calcular o limitante de unido, precisamos das fungdefstribuicdo de pesos IOWEF dos
codificadores internos e externos. Estamos utilizanddigareerminada Zero tail), isto €, estamos
interessados somente nos caminhos que saem do estaddadendi terminam no mesmo. Esta
tarefa pode ser computacionalmente muito complicada,goNVEF é um polinbmio com muitos
termos. Analisando a equacéo 3.20, percebemos que podgnaoari seqiiéncias com altos valores
ded, o peso Euclidiano, pois a exponencial diminui muito rapidate com um pequeno aumento
da relag&o sinal-ruido. Podemos determinar um peso de earédcular somente as seqiéncias com
peso Euclidiano de saida menores do que este valor. Desta,ftambém impomos um peso de
Hamming de corte para as sequéncias intermedidrigae é o maior peso de Hamming de uma
sequéncia intermediaria que gera uma saida com o pesoignolide corte. Este limite, por sua vez,
restringe da mesma forma o peso das seqiiéncias de entraddigo, pelo mesmo argumento do
caso anterior. Como estamos truncando o limitante de uni&arsdo menos termos, é de se esperar
gue o valor do limitante de erro seja menor do que o esperaddreacamento. O valor encontrado
passa entdo a ser uma aproximacao do limitante de erro.

Este truncamento ndo modifica o limitante de unido para aoelg interesse, como pode ser visto
na figura 5.1. Ela mostra o limitante para a probabilidaderdepara o caso do sistema composto
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pelo codificador extern@’s; com o codificador intern@’;;, com um entrelagador de tamanho 100
bits. Por causa do pequeno tamanho do entrelacador, podatoakar todos os caminhos desejados,
e assim gerar a funcédo IOWEF exata para este codigo. Aplicatrdmcamento (com varios valores
del,..., 0 maior peso de Hamming das sequéncias intermediariaglecaso), obtivemos as curvas
indicadas na figura 5.1. Percebemos que as curvas conveggaro mesmo valor para uma relacéo
sinal-ruido um pouco maior do que a menor relacao sinabrp&la o qual o limitante é valido. Isto
é, as curvas tem o mesmo comportamento na regido de validdieithnte?

20

15

Sem truncamento

log g Pb(e)

-10 | | | | | |

-4 -2 0 2 4
Ey/No[dB]
Fig. 5.1: Convergéncia de truncamento.

Aspectos Computacionais

Para calcular as IOWEF de cada codificador, utilizamos umagmegmodificacdo do método
proposto em [14]. Para uma trelica c@f estados, podemos definir uma ma#i2™ por2™. Cada
elementas® de A € um polindmio que descreve o conjunto de ramos que saematioespara o

lvide secéo 3.4.
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estaday, como indicado pela equacéo 5.4,

k  dmaz
A =" " all WD (5.4)
w=1 d=0

ondeAﬁ’d € 0 numero de ramos com peso de entradapeso de saidaque causam uma transicao
do estada para o estadg. Se algumA*? ¢ igual a zero, ndo ha nenhuma transicéo do estgdoa
y. A matriz pode ser facilmente montada sabendo o codificador.

Os caminhos que chegam ao estgdsaindo do estado passando pelo estadg podem ser
caracterizados através da multiplicacdoAté - A*Y. Assim, se quisermos obter a distribuicdo de
todos os caminhos entre todos os estados depaipaEsos, basta calculat. Podemos simplificar
esta conta como mostrado em [15], pois estamos interessan@site no elementq; da matrizA’.
Assim, seja o vetdb igual a primeira linha dé. Seja também:

g, =b- A" (5.5)
obtido recursivamente;
g,=b
0,1=9;-A

O termo desejado é igual ao primeiro elementg,dé vantagem de realizar o calculo desta forma
é que, na primeira situacdo, para cada termo da matrabtido a partir deA’"* - A, precisavamos

(5.6)

realizar2™ multiplicacdes €™ — 1 somas de polindmios, totalizando assift multiplicacdes e
23m —22m somas de polindmios; no segundo caso, precisamos realizesmo nimero de operacdes
para cada termo, mas ha somezitetermos, e nd@?™. Assim, ha um grande ganho computacional.

Devemos abordar também a complexidade de multiplicacapao®mios. Quanto maiores 0s
polindbmios, mais tempo para realizar o calculo de multgglém. Caso ndo tivéssemos limitado a
maior valor do peso de saida (a ordem/da&o polindmio), os termos dg seriam polindbmios de
ordem cada vez maior com o0 aumentd disto acarretaria num aumento progressivo no tempo para
o calculo deg,,,. Alem disso, este vetor ocuparia um espago maior na memor@hputador.
O processo de limitacdo implementado era realizado a cadeéto, eliminando de cada polinémio
0s termos cuja grau dB fossem maiores do que o limite estabelecido. Assim, demoiscerto
namero de itera¢des, o polindmio atingia uma certa ordenmregeecia nesta, de modo que o tempo
para o calculo de cada iteracdo ndo aumentava mais pois idquknde operacdes era mantida. O
que se alterava com o aumento das iteracoes era o vaigf de

Limitamos os valores dé em 11 vezes a maior distancia minima de todos os codificadores
ternos. Para cada codificador, isto resultou numa limitaiggpeso de Hamming de uma sequéncia
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intermediéria para cada codificador. Como um mesmo codificaterno era combinado com va-
rios codificadores internos, escolhemos o maior valor dexgttimites dos codificadores internos que
seriam combinados com ele. Assim, havia uma limitacdo soipeso de entrada do codigo. Desta
forma, obtivemos as funcéet” (W, D), para todos os codificadores envolvidos e os term@ﬁ,
possibilitando assim calcular o valor aproximado para @dinte de unido.

5.2.2 Resultados

Apresentamos a seguir os limitantes de erro para os sistamastrados. Para cada gréfico, estdo
indicados qual é o codificador interno. Mostramos em cadicgras curvas para as 4 combinacdes
gue fizemos por codificador interno, uma para cada codificexterno. Fizemos as combinacdes
somente nos casos onde o tamanho em bits da saida por sec¢élicdale um codificador externo
era igual ao tamanho de entrada do codificador interno. O waldandica qual € a quantidade de
memorias. O tamanho do entrelagador é de 840 em todos os @asfisiéncia espectral muda de
acordo com a taxa do cédigo.

N =840
2 bits/s/Hz

-9

-10

Fig. 5.2: Limitantes para sistemas com o codificadgr.
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logyq Py(e)

log,q Py(e)

-3

-4

N:= 840
2 'bits/s/Hz

4 5 6
Ey/No[dB]

Fig. 5.3: Limitantes para sistemas com o codificadgy.
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N =840
2 bits/s/Hz
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Fig. 5.4: Limitantes para sistemas com o codificadgy.
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Fig. 5.6: Limitantes para sistemas com o codificadey.
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logy Py(e)

_4 :m i
—e—m, =
& el
6 i
_7 N = 840 i
2 bits/s/Hz
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b
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Fig. 5.7: Limitantes para sistemas com o codificadey.
TR il
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Fig. 5.8: Limitantes para sistemas com o codificadgr.
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N =840

2.333 bits/s/Hz
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Fig. 5.9: Limitantes para sistemas com o codificadgy.

5.3 Analise
Vamos analisar a influéncia dos seguintes elementos:

» A quantidade de memoérias do codigo externo,
* Ainfluéncia ded,,;,, ed.y,

» Ainfluéncia da taxa e quantidade de memoarias do cédiganoter

11

5.3.1 Influéncia da quantidade de memdrias do cédigo externo

Com o aumento da quantidade de memorias do codigo extern@ diséncia livre aumenta.
Podemos observar das figuras 5.3 até 5.8 que ha um ganho manatoga distancia livre aumenta de
2 para 3 do que quando ela aumenta de 3 para 4. Isto acontegepor= oo para os codificadores
internos, e eles sdo assim pares. Nestas situacdes, o ®algr da equacao 3.13 assume 0 proximo
valor viavel, que no caso € 4. Por isso, quando aumentamstaadia livre de 3 para 4, ndo estamos
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efetivamente alterando o valor dg;,,. Nos casos 5.6 a 5.8, 0 ganho obtido ao se passar de 3 para
guatro memorias no codigo externo é tdo pequeno que naficaistiacréscimo de uma memoria (e
da complexidade) no codigo exterior.

Aumentar a quantidade de memorias do codigo externo aitariagm os termoAgfl da IOWEF
do cbdigo externo. Quanto maior a quantidade de memoriaspmeste nimero, o que reduz a
probabilidade de erro de bit. Por exemplo, para um entrétagde tamanho 840, h4 um total de 672
sequéncias de saida do cddigo externo com uma memoria e/fegpaeitem peso de Hamming igual
a 2. Destas, 336 tem peso de entrada igual a 1 e 336 tem pestrattaggual a 2. Ao adicionarmos
uma memodria, este nimero cai para 168, sendo que todasrelaese de entrada igual a 1. E uma
reducéo de 75%.

O efeito desta reducéo € mais aparente nos casos mostradgsaficos 5.8 e 5.9. Nestes casos,
a reducao no termﬂgfl € tdo influente quanto a variacaolgg, .

5.3.2 Influéncia de termos individuais no limitante de uniao

N&o podemos analisar separadamente a influéneia de d.; no limitante de unido. A distancia
minima domina quando a relagdo sinal-ruido é alta. Quantorrfaa o valor ded.; menor sera o
valor da energia para que isto aconteca. Na figura 5.10, kdasws a influéncia de alguns dos
termos do limitante de uniéo para o sistema composto pelficambr externa’s, e pelo codificador
internoCr,. Neste casod.; = 2, d,,;, = 2.000(distancia Euclidiana) €.; = 4. Comod,; = 2,
min.oma. = des- AS curvas foram obtidas avaliando a fungéo 3.14, para stenuen valor dei.

E vantajoso que a participacdo dle desapareca o mais rapido possivel, pois assim chegariamos
a participacdo da distdncia minima mais rapido. Por um baemvialo, o desempenho do cddigo
depende muito da distancia Euclidiana efetiva. Este iatergxplica porque em algumas curvas
temos alguma variacdo na velocidade de diminuicdo da piladzade de erro de bit. Observamos
também porque em alguns casos € visivel a "exploséo"do liraitésto acontece por causa do maior
termo considerado. Como ele tem um valoridauito alto, ele cresce muito rapido com o aumento
da RSR. Se por acaso palavras com baixo peso de Hamming deaecauaghrem saidas com este
peso, o multiplicadon/, sera alto, poig sera relativamente pequeno.

Para sistemas ondg,;,, .,, # d.s, 0 termo que domina o limitanted,;, .,,, COMo podemos ver
na figura 5.11. Podemos ver que a influéncia do termo relatiyp @80 domina diretamente nunca o
limitante unido. Ele domina indiretamente através/gdg, .,,, que neste caso vale., ;.

Em nenhum dos casos a distancia livre do codigo externo famrnt que o maior peso de
Hamming de uma seqliéncia de entrada do codificador intemgena uma saida com peso igual a
distancia minima. Se isto acontecesse, a distancia mirgrfaalseria maior do que distancia minima
do cdédigo interno.
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T
= Limitante calculado
—o— Influénciaded .

—+— Influéncia de d = de,\

——— Influéncia de d,
max

logyo Ps(e)

— Clg, N = 840.

T =
= Limitante Calculado
—o— Influénciaded .

s Influéncia de dmwu B

—+— Influéncia de d

Influéncia de d
max

logyo Ps(e)

Fig. 5.11: Influéncia de diversos termos no limitante deapira o sistema’s, — Cr,, N = 840.
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5.3.3 Influéncia da taxa e quantidade de memodrias do cédigo interno

A taxa do cddigo interno, junto com a sua quantidade de masdinfluencia nos valores de
dmin € d.r. COmo podemos ver na tabela 5.2, cédigos com alta taxa e poesasrias tem valores
menores pard,,;, € d.;. O algoritmo também néo fornece altos valores payagquando ha varias
transicoes paralelas do estado identidade para o estadmate. Quanto maior a quantidade destas
transi¢cdes, maior a quantidade de palavras com peso de hign#hrque o fazem. Como hd um
namero limitado de sinais, fica mais dificil fornecer altes@s Euclidianos de saida para estes sinais
de forma BGU.

Aumentando a quantidade de memorias diminuimos a quaetdiadransicdes paralelas, tendo
efeito similar a diminuicdo da taxa do codificador.

5.3.4 Eficiéncia do Algoritmo

Os resultados apresentados pelo algoritmo séo satisiat@omparando com o codificador apre-
sentado em [7] (codificaddrs;), 0 ganho obtido com o acréscimo de memarias € significafiom-
parando o sistem@s, — C5; com o sistem&@’s; — Cr72, temos um ganho de aproximadamente 0.5dB
paraP;(e) = 10~°. Ambos os codificadores tem a mesma taxa de 2 bits de infoopagéiso de ca-
nal, e ambos tem a mesma quantidade de memaorias por uso tiel¢graCs; possui duas memorias
para a constela¢cdbx 8PSK e C% — (7o possui 3 memorias para a constelagdo8PSK.

O codificador proposto em [7] foi obtido através de uma pesgektensa (mas ndo exaustiva).
Os codificadores propostos aqui foram encontrados atravésidmétodo. Podemos afirmar que o
algoritmo € bom pois resulta em bons codificadores BGU, poipenados com os resultados de uma
procura extensa, retornaram desempenhos similares.

5.4 Sintese

Neste capitulo apresentamos os codificadores BGU obtidagéatda aplicagdo do algoritmo
para varios casos. A partir destes codificadores montargasskistemas com concatenacdo serial
e tracamos limitantes de desempenho para eles. Os lingtéoram obtidos através de uma apro-
ximacao que é valida. Explicamos graficamente a influéncelgiens para@metros nos limitantes de
unido obtidos para alguns exemplos, e justificamos queaditaente esta influéncia. Comparando
com resultados anteriores de outros autores, concluineegjoodificadores encontrados através do
algoritmo proposto séo bons.



Capitulo 6

Conclusoes

A principal contribuic&o desta dissertacéo foi a de propoeguia para o projeto de codificadores
internos BGU para uso em sistemas com concatenacao seratlelt@os muita énfase as dificuldades
de cada passo do algoritmo pois elas sdo contornaveis camalgxperiéncia. Nao ha nenhuma
garantia de que os algoritmos encontrados sédo 6timos ndaelet que fornecem a maior distancia
livre efetiva possivel, ou que fornecem o melhor desempenhado utilizados como codificadores
internos em sistemas com concatenagao serial. Entretaomtgparado com resultados anteriores de
outros autores, os codificadores encontrados podem sedemdos bons.

Obtivemos codificadores somente para o caso binario, madatlmaao se restringe a esta li-
mitacdo. Além disso, aplicamos o método considerando quiergrortante obter uma boa distancia
Euclidiana de saida para entradas com distancia de Hammi@gn2étodo pode ser aplicado utili-
zando outras métricas, realizando algumas modificacogsimedes que avaliam distancias, etc.

Seria interessante analisar os codificadores BGU sob o aspectimalidade. Como ha codifi-
cadores BGU ruins, uma pergunta melhor seria saber se umceattifiétimo seria BGU. Para isto,
precisariamos obter limitantes para os valores da distanmima e da distancia livre efetiva para
codificadores, e mostrar que codificadores BGU atendem ag;éeschecessarias para se atingir es-
tes limitantes. Assim como constelacdes geometricamenitterones sdo 6timas no que se refere a
distancias entre os seus pontos, rotulamentos BGU tambérbwisn uniformemente os bits. Intui-
tivamente, eles devem ser bons.

Uma questao levantada no capitulo 2 é a de como tratar ractantasie codificadores que pos-
suem a propriedade de uniformidade de erro de bit mas queas&ogm nenhum grupo associado.
Precisamos de uma estrutura para podermos manipular esté&srentos, que possuem a mesma
vantagem de codificadores BGU: distribuem os rotulos de edguaneira uniforme.

Os codificadores projetados neste trabalho levavam em goata canal de transmissao era Gaus-
siano e que o método de decodificacdo era por maxima verdssnpa. Em varios canais reais, ne-
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nhuma destas duas hipoteses é verdadeira. Ha muitos canaanissianos onde seria interessante
utilizar sistemas com concatenacao serial para se obterdesempenhos. Para se ter bons desem-
penhos, utiliza-se sequéncias com grande tamanho, o gabiliaa a decodificacdo por maxima
verossimilhanca. Atualmente, ha uma grande pesquisa padeaaificacdo iterativa sobre grafos
com ciclos, que pode muito bem ser utilizada para a decogfificde sistemas com concatenacgao
serial.

Um caminho futuro para esta pesquisa seria a de considenfiué@nicia da distancia livre efe-
tiva e da distancia minima no processo de decodificacadivigra posteriormente para casos onde
0s canais sdo ndo-Gaussianos. Este estudo provavelmeania k outras diretrizes de projeto. A
gualidade de codificadores BGU para estes casos dependertanteeles atendem a estas novas
diretrizes.
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