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Problema de rastreio

Seja o sistema néo linear dado por

d"x
e =)+ 8w (1)
(2)

em gue x é a variavel de interesse. Admitindo que se deseje fazer
com que o vetor de estados x rastreie uma referéncia conhecida x4, a
ideia do controle por modos deslizantes consiste em definir uma
superficie onde a dinamica do erro

X=X—Xg, (3)

seja adequada e aplicar o controle necessario para conduzir o estado
para essa superficie.
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Superficie de deslizamento

Uma superficie S(¢) pode ser definida a partir da equagao:

s(x,t) = 0. (4)
()
Uma escolha usual para s(x,z) é
d n—1
s(x,1) = ( +k> X, A >0, (6)
dt
(7)
em que X = x — xy. Dessa forma:
d n—1
s(x,1) =0= <+7»> x=0, (8)
dt
9)
isto &, x — 0. =
t—ro0
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Exemplos de superficies de deslizamento

d n—1
s(x,1) = (dr +k> X, A>0.

o n=2=%4)x=0=3%(t)=%0)eM=x%—0.

f—yo0
o n=3= LI LNE 4 N5 =0=3(r) =
%(0)e ™ +£[%(0) +A%(0)]e ™ = % —0.
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Simplificacao do problema de rastreio

@ Na superficie de deslizamento, o erro de rastreio X converge para
zero, entdo o problema de rastreio pode ser equivalentemente
resolvido desde que o estado x permanega na superficie S(z).

@ Reduz o problema de rastreio de referéncia no R” a um problema
de regular o escalar:

s(x,t) — 0.

@ Calculando o valor de s> (uma espécie de medida da “distancia”
entre o valor atual de s e o seu valor desejado — 0), deseja-se
que s> convirja para zero. Por exemplo, pode-se impor que

ld ,

2di°
A condigao expressa em (10) é chamada “condigao de deslizamento”.
Com efeito, como a derivada temporal tem sinal oposto ao de 52, a
menos quando s = 0, esta condigao implica que s> H—OZ 0.
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Para n = 2, pode-se representar o problema de convergéncia para a
superficie de deslizamento a partir de diferentes condig¢oes iniciais:
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Convergéncia para a superficie de deslizamento

A condicao de deslizamento (10) impde que qualguer trajetoria
convirja para a superficie de deslizamento em tempo finito. Com

efeito,
1d 2 ds
sat T8 S < -nlsl, (11)
@ Supondo s > 0em (11):
$ ds
d n d n?
/E T]dt
s(x(1),7) —s(x ( ),0) < —m

Admitindo que s(x(t),t) =0, i. e., a superficie de deslizamento

foi atingida, tem-se que:
5(x(0).0) e

=

T<
n
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De maneira similar:
@ Supondo s < 0em (11):

s :>d >
S JR—
_n dr n,

/ S > /O ndt
S(X(T)ﬂ) —5(x(0),0) >

Admitindo que s(x(t),t) =0, i e., a superficie de deslizamento foi
atingida, tem-se que:

—s(x(0),0)
TS
n
Donde se conclui que a superficie de deslizamento é atingida em um
tempo 1,
i< |5(x(0),0)] o
1’] =
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Convergéncia assintotica para a referéncia

@ Tempo para convergir de qualquer condigao inicial para a
superficie é de t,, finito.

@ Na superficie, o erro segue uma dindmica assintoticamente
estavel:

d n—1
s(x,f) = —+A X, A>0.
)= (5 +4)
Conclui-se, portanto, que o0 o0 estado segue assintoticamente para a
referéncia, conforme ilustrado na figura para n = 2.

i

x(0)

Tempo finito

Xa(t)

Inclinagdo \ s=0
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Problema reduzido

O problema restante consiste em se determinar a lei de controle u que
conduza o sistema para a superficie de deslizamento (4) e o
mantenha la. Sua construgao formal se deve ao matematico russo
A.F. Fillipov, interpretada a seguir.

Para manter o sistema na superficie (de forma que esta seja um
conjunto invariante), requer-se que:

$(x,t) = 0 quando s(x,t) =0,

isto €, que a derivada seja zero quando na superficie, para nao sair da
mesma.
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Cason=2

Substituindo X de (1):
X=X+ A =f(x) +g(x)u—¥zs+Ax =0, (12)

|
=0 [ta — A% —f(x)], (13)

em que u,, € chamado de controle equivalente.
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Caracteristicas de robustez

Caso existam parametros incertos em f e g, ndo se consegue
determinar a lei de controle (13). Contudo, ainda é possivel encontrar
uma lei de controle similar que satisfaca a condicao de deslizamento
(10), desde que se conhegam limitantes para as incertezas sobre o0s
parametros desconhecidos.

Por exemplo, para um sistema com n = 2:

E=f(x)+e(x)u,

vamos assumir que nao se conhece f. Assim, vamos usar uma
estimativa f na lei de controle, e o erro de estimagao é limitado:

F(x) —f(x)| < F(x). (14)
Derivando a superficie de deslizamento com respeito ao tempo
5(x,t) = X% — X4+ M = f(x) + g(X)u — %4+ AX. S —
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§(X,t) = X — Xy + A =f(X) + g(X)u — Xg + AX.

O problema agora é que nao se conhece f para determinar a lei de
controle. Entdo, vamos usar a estimativa f no lugar de f:

e
Mzu—g(x)[d A —f(x)]

resultando em

S(XJ) :f(X) —f(X),

donde

——s*=ss=s[f(x)—f(x)], (15)

que nao satisfaz a condicdo de deslizamento (10). Observando a

estrutura de (15) e de (10), nota-se que se pode adicionar um termo a

lei de controle de modo que se cancele o lado direito de (15) para W
obter o lado direito de (10).
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Lei de controle

5t == [f(x) —F(x) —ksgn(s)] = s [f(x) —F(x)] —kls|.
(16)
Escolhendo k = F(x) +m em (16):
35 =S [ =]~ Fx) s s (7
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1d ,

22— s 7] — FEls sl

Por outro lado,

s[f(x) =F(x)] = F)ls| < [f(x) =F(x)| sl —Flx)ls| = 0. (18)

(14)
Com isso, pode-se limitar o lado esquerdo de (16):
1d , -
535 = s —=f(X)] = F(x)ls|=nls| < —nls], (19)

gue é exatamente a condigao de deslizamento desejada (10).
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Exemplo

Dado o sistema
%4 a(t)i* cos(3x) = u,
% = —a(1)i* cos(3x) +u,
—
f(x)

em que o valor do parametro a é desconhecido (e variante no tempo),
porém seus limites sdo conhecidos a € [1, 2]. Escolhendo a
estimativa para estar no meio do intervalo, tem-se

F(x) = —1,5%%cos(3x). (20)
Assim,

V(x) —f(x)’ < 0,5i%|cos(3x)| = F(x). (21)

=
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Fazendo
it = Xg — A& — f(X) = ¥y — AX + 1,5i% cos(3x)
e

w =it — ksgn(s) = %, — A — (%) — [F(x) + ] sgn(s)
%q — A+ 1,5%% cos(3x) — 0,5i%| cos(3x) | sgn(s) +1 sgn(s)
%q — A+ 1,5%% cos(3x) — 0,5i%| cos(3x) | sgn (X + A%) + 1 sgn (% + AX).
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u =g — Ak 4 1,5%% cos(3x) — 0,5i%| cos(3x) | sgn (X + A%) +msgn(¥ + A%).

Os resultados de simulagéo paraA =2 en = 3, com
a(t) = 1+ |sen(r)| sao mostrados a seguir para x,(r) = sen (51) e

T .
x(0)7 =1 1]:
15 40
— Saida
; Referéncia 30
20
0.5 10
x =1
0 0
-10
-0.5
-20
1 -30
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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Fenémeno de “chattering”

Um problema com esta lei de controle sédo as oscilacdes de alta
frequéncia e amplitude observadas no exemplo anterior. Elas provém
do fato de que necessitou-se usar a fung¢édo sgn, visto que a lei de
controle tem que conter uma descontinuidade em s = 0, pois § tem
que ter sinais opostos em cada lado da superficie para que a
condicao de deslizamento seja satisfeita. Como consequéncias:

@ Excitar dindmicas nao modeladas de mais alta ordem.
@ Desgastar os atuadores.
@ Desperdicar energia.

Quando for necessario evitar o chattering, pode-se recorrer a fungoes
continuas cujo comportamento se assemelhe ao da fungdo sgn.

Rubens J M Afonso Controle por Modos Deslizantes



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Reduzindo “chattering”

Pode-se utilizar uma fungao continua que se assemelhe a fungéo sgn.
Exempilos:

@ Saturagao:

—1, x < —1,
sat(x) = ¢ 41, x>1 0
x, —1<x<1 -1 1
@ Tangente hiperbolica:

e —e X
tanh(x) = m 4 0
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Erro ao usar funcao aproximada

No caso de se usar uma funcdo aproximada, entao, para n = 2,
tem-se um erro ¢ de convergéncia para a superficie de deslizamento,
isto é, |s(x,7)] < ¢ > 0. Nesse caso, a dinamica do erro convergira
para uma vizinhanga da superficie, delimitada por:

Sxraa =l <9
Mol <e MRO) R (1 —e M) o e
—0 —1

De maneira geral, pode-se mostrar para qualquer ordem n que:

o
anl :

€=
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Usando a fungéo sat (%) no lugar de sgn(s) no exemplo

. X+ A%
u = ig— A+ 1,5%% cos(3x) — 0,5i%| cos(3x) | sat (x—;)) +msat <
Os resultados de simulagéo paraA =2 en = 3, com

5c+7&>
o

a(t) = 1+ |sen(r)| sao mostrados a seguir para x,(r) = sen (51) e
x(0)T =1 1], usando ¢ =0,5 :

— Saida
— Referéncia
0.5

40

30

201\ \

=)

\ \
| \
\
\ \ \
-10 \ \ \
\ \\ \\
-20 Vo \ \
V% \ \
-30
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s)
Nota-se que houve apenas uma pequena perda de desempenho, -
porém com um sinal de controle muito mais suave.
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