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Motivacao

@ Caos € um fendmeno recorrente em sistemas fisicos, tais como:
dinamica de fluidos (convexao de Rayleigh-Bénard);

quimica (reagao de Belousov-Zhaobitinsky);

lasers;

mecanica celeste;

eletronica (circuito de Chua 2);

flutter em asas de aeronaves;

alguns modelos de dindmica populacional;

meteorologia;

processos fisioldgicos cerebrais ° e cardiacos.

2M. P. Kennedy, Three Steps to Chaos - Part lI: A Chua’s Circuit Primer, IEEE
Transactions on Circuits and Systems - I: Fundamental Theory and Applications, v.
40, n. 10, pp. 657-674, 1993.

3Schiff. S. J., Jerger, K., Duong, D. H., Chang, T, Spano, M. L. & Ditto, W. L., = =
Controlling chaos in the brain, Nature, v. 370, pp. 615 — 620, 1994.
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@ Em 1990, Ott, Grebogi & Yorke mostraram que qualquer érbita
periddica instavel do sistema pode ser estabilizada mediante
realimentacao de um sinal de controle de baixa energia. Como
um atrator caédtico é denso em érbitas periddicas, ha uma gama
arbitrariamente grande de comportamentos dindmicos que
podem ser escolhidos e estabilizados com pequeno gasto
energeético.
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Formulacgao

Um sistema nao linear precisa ter ordem ao menos 3 para ocorréncia
de caos, resultando na equagéo:

x = f(x)
em que x € R", n > 3. Definindo uma superficie no R", dada pela
equacao

g(X) =0,

pode-se escrever uma das componentes do estado em fungao das
outras n — 1, reduzindo a dimenséao para n — 1. Suponhamos, agora,
que as trajetdrias periodicas do sistema interceptem essa superficie
(chamada Secéao de Poincaré) a cada T unidades de tempo. Nesse
caso, tem-se que, nas n — 1 coordenadas da superficie dadas no vetor
€, ha um sistema discreto que pode ser escrito como:

i1 =My (&),
em que o subscrito indica o instante discreto de tempo.
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Exemplos de orbitas e Mapa de Poincaré do Circuito de
Chua
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Desenvolvimento com exemplo

O sistema de Lorenz apresenta as seguintes equagoes:

x=0(y—x)
y=x(p—z)—y
z=xy—Pz.

Uma versao simplificada de seu Mapa de Poincaré é o chamado
Mapa de Hénon:

X1 =A —x,% + Byy

Vi1 = Xk

que apresenta o ponto fixo dado por (xr,yr) obtido admitindo solugao
estacionaria:

Xepl =Xk =xp =A —xf + Bxy

Vit1 =Yk = Yf = Xf =
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B—14+/(1-B)2+4A

Define-se o vetor de estados (coordenadas no Mapa de Poincaré):

Xk
= [yij '
Se admitirmos que o parametro A pode ser controlado com pequenas
variagdes p em torno do valor A 4:
A=Ap+p,
entdo o ponto fixo passa a ser:

B—14+/(1-B)2+4A¢+4p

_ )
&)=, s (1—B)>+4Ao+4p
) o

“Note que isto introduz uma variavel de controle, fazendo % = f(x,p).
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Dinamica em torno do ponto fixo

Pode-se aproximar a dinamica por um sistema linear para pequenas
variagdes A& = &, — &, em torno do ponto fixo. Linearizando em
torno de A, = 0 por meio do truncamento da série de Taylor:

A&py1 = [A xkdkByk} &fN%Jr &‘%
—_—

£(&)
Calculando as derivadas parciais:

of B [—2xf B}
bty 1 0

&
| =2xr B| |x —xf] [xf]
= =+ .
ke [ 1 0] {yk =yl Dr

S— == —
M =
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—2xr B |xx— Xf:| [x,c]
— o + o .
S [ 1 0] [yk =yl by

——
M

os autovalores da matriz M sao obtidos por meio da equacao
caracteristica

7\,+ 2)Cf —B

|M—M|:‘ R

‘ =M\ +2xA—B=0,

donde

As = \/xjg%—B—xf = |\ < 1,
A= —\/x]%—l—B—Xf = |A| > 1.

Isto é, o primeiro autovalor esta associado a um modo estavel, _ _
enquanto o segundo, a um modo instavel.

Rubens J M Afonso Controle de Caos



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 10/ 19

Calculando o autovetor associado a A;:

ME, = [_2xf§s1+3§s2] _ (\/ﬁ‘%‘) Cs1
CLw ()

,/xJ%—l—B—Xf] ‘

1

donde

&s:

Normalizando:

\/x%+B—xf] . 1 |
1
\/1+2);,%+B—2xf,/x,%+3
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Calculando o autovetor associado a A,:

ME, = [_2)?f§u1+3§u2] _ <_\/ﬁ—xf) Cut
- Sl : (_\/Xfj —xf> &

gu_[ \/XF 2+ B— Xf

1

donde

Normalizando:

1
X .
\/1+2x}+3+2xf,/x}+3
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Tomando o produto

Mw: [Me, Me;| = [hew Ases| = [en e [7»” 0]

donde
ME = EA.

Como os autovalores A, e A, s&o ambos reais e distintos, a matriz E é
nao singular, assim:

M = EAE™".
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Reescrevendo a matriz

pode-se reescrever

T
M=EAE"' = [X ey, Xses] E‘%

S

T T
} = Myeu€, + Ases€;

Retornando a expressao de & 1:

E.»kJrl = (7\'146148 +7" es€ ) (gk _gf) +éf

Por outro lado,
T
1 e, g (10
I=E"F= [Seu ESTeS]_[O 1|
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Para estabilizar &, em torno de &, deseja-se que nao haja
componente alinhada com o modo instavel, i. e., que &, | esteja
ortogonal a e,. Note que g, apresenta componente alinhada com o
modo instavel (egeu = 1) e, a0 mesmo tempo, é ortogonal ao modo
estavel (eges = 0). Assim, deseja-se que o vetor &, | seja ortogonal a
€,, de forma que nao tenha componente alinhada com o modo
instavel:

8u'E,nk—',-l =0

Substituindo a expressao para & 1:

Su'ék-&-l: xueu'eueg"i_;\‘sgu'esgz (&k_(t:f)"i_gu'éf:() (1)
ele,=1 ele,=0
Mty (& — &) +,8 =0 (2)
A
Sfif:xuilgfﬁk 3) a
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Lembrando que o parametro A sera controlado com pequenas
variagdes p em torno do valor Ao, pode-se linearizar &¢(p) em torno
de p = 0 por meio do truncamento da série de Taylor.

1

% () SV,
Sif(P)—T 7017— + 12
p= (1-B)2+4A,
g
Assim obtém-se uma relagao linear entre a variagdo no parametro e o
ponto fixo, a ser substituida em (3) para o céalculo de p (assumindo
que &,f-(O) = 0, o que sempre pode ser obtido mediante uma

translagéo de coordenadas com (xy,yr) na origem):

A
T _ u T
gugp_}bu_lguék (4)
7\'u 81{&]{

em que p = pi foi assumido variar a cada 7" unidades de tempo COWW
fungao das coordenadas na Seg&o de Poincaré &;.
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De forma a economizar energia, o parametro p € limitado a

lpx] < p* > 0. Caso |px| > p*, assume-se py = 0.

Assim, define-se uma vizinhanga &* do ponto fixo onde se tenta
capturar a 6rbita desejada. A premissa de ergodicidade é usada para
se argumentar que as Orbitas devem passar na vizinhanga desejada,
contudo o tempo para que isso ocorra é inversamente proporcional a
p*, definindo uma fase de movimento caético e outra controlada.
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Exemplo numérico

Tomando Ag = 1,29, B= 0,3 e p* = 0,02, tém-se x; = y; = 0,8385.
Partindo de £ = [0,1 0], pode-se ver o periodo caético e,
posteriormente, a estabilizagdo no ponto fixo:
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Presenca de ruido

Em sistemas reais, a presenga de ruido ndo deve permitir que se
permaneca no ponto fixo como no exemplo anterior. Mesmo assim,
deve ser possivel permanecer na vizinhanga do mesmo, sendo que, a
depender da energia de controle (p*), o ruido pode atirar o estado
para longe da vizinhanga de captura, retornando a essa devido a
ergodicidade. Quanto maior a “poténcia” do ruido em comparacao
com a energia de controle, mais tempo se passa afastado do ponto
fixo na fase cadtica. No exemplo do Mapa de Hénon, adiciona-se
ruido de igual poténcia as duas componentes do vetor de estados:

X1 =A —x,% + Byy + Pywy
Vir1 = Xk + Pyw,

em que wi,w; ~ AN(0,1).
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Exemplo numérico com ruido

Tomando Ag = 1,29, B=0,3 e p* = 0,2, tém-se x; = yy = 0,8385.
Partindo de ag = [0 0] e usando a mesma semente para gerar 0s
ruidos, adotaram-se P,, = 3.5 x 1072 no grafico da esquerda e
P,, = 4,0 x 1072, Nota-se a presenca de mais ocorréncias de
periodos caéticos no grafico da direita, pois o ruido tem maior
poténcia e a energia de controle € a mesma nos dois casos.
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