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Analise de estabilidade pelos métodos de Lyapunov

Ha dois métodos de Lyapunov que permitem a andlise de estabilidade
para sistemas nao lineares:

@ Primeiro método de Lyapunov ou método indireto: consiste em
usar a linearizagao por série de Taylor em torno de um ponto de
equilibrio (PE) e analisar a estabilidade do sistema linear
resultante. O resultado, porém, é valido em uma vizinhanga
desconhecida do PE. Permite justificar o emprego das técnicas
de projeto de controladores para sistemas lineares sob a
hipétese de que o comportamento do sistema permanece linear
em uma vizinhanga do PE.

@ Segundo método de Lyapunov ou método direto: utiliza-se uma
funcao escalar auxiliar para analisar a estabilidade do sistema
sem realizar aproximagodes. A vantagem é que as conclusdes
sdo validas para conjuntos que podem ser bem determinados em
torno do PE. Por outro lado, pode ser dificil encontrar uma fungcdo ,
escalar adequada para realizar a analise. W
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Definigoes preliminares

Definicao (Ponto de Equilibrio — PE)
Seja o sistema nao linear autbnomo com vetor de estados x € R":

x = f(x), (1)
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Exemplo: Péndulo de haste rigida.

m=1

mld = —mgsen®.
Escolhendo:
x1 =6,
x; =6,
tém-se
Xy = 0= X2,
xz:é:—ésenxl. = =
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Assim,
| ®
f(x) = [—ﬁsenxl] ’
donde
_ X =0
f(%) = senx; =0
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Um PE pode ser estavel ou instavel.

Definicao (Estabilidade local no sentido de Lyapunov)

Diz-se que um PE X é estavel se existem uma bola de raio » > 0
centrada em &, denotada por B,(%) £ {x € R"|||x — x|| < r}, e outra
bola Bg(X), tais que qualquer trajetdria iniciada em B,(X) sempre
permaneca em Bg(X).

Formalmente:

VR,0 <R <M, Vt >0, 3rtal que x(0) € B.(X) = x(1) € Br(X) 2.

4Sempre é possivel transladar o PE para a origem mediante a mudanga de

0
varigveis x =y +X em (1), obtendo x =y +){: f(y +x) = g(y). Adicionalmente, note
que g(0) = f(X) = 0. Assim, podemos nos limitar a analisar a estabilidade da origem
de sistemas.

Definigao (Instabilidade)
Diz-se que um PE é instavel quando nao € estavel. W
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Exemplo: Instabilidade do oscilador de Van der Pol.
No plano de fase:

v =

Pela figura, vemos que #r, VR, 0 < R < M, ¥t > 0, tal que
x(0) € B,(%) = x(1) € Bp(X) L
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Definigao (Estabilidade assintotica)

A origem ¢é assintoticamente estavel se é estavel e ||x(7)]| — 0,i. e,

as trajetorias ficam arbitrariamente préximas a origem a medida em
gue o tempo aumenta.
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Definicao (Estabilidade exponencial)

A origem é exponencialmente estavel se, além de assintoticamente
estavel, do, A > 0 tais que

Ix(0)] < o |x(0) ]| e,

Ou seja, nao so as trajetdrias ficam arbitrariamente proximas a origem
a medida em gue o tempo aumenta, a distancia é limitada
superiormente por uma exponencial decrescente com o tempo.

=
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Primeiro método de Lyapunov

Vimos na Aula 6 que, se f(x) for continuamente diferenciavel, pode-se
expandir em série de Taylor em torno de X:

%X+%6x:f(i+8x). (2)
Expandindo o termo do lado direito de (2) em série de Taylor em torno
de x:
- _ of )
(% +3%) = (%) + = 5x+0(||8x|| ) 3)

Em que O (H6x||2> contém termos de ordem maior. Entéo,

0
d/ d AV of 5
tx+E5X—M+ astero(stn )
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d of

Cox=21 x+0 (stuz) .

dt ox |5
Na vizinhancga do PE, pode-se negligenciar a contribuicao dos termos
de ordem mais elevada frente a dos termos de ordem 1, resultando
que o comportamento do sistema é aproximadamente ditado por:

d of
ESX ax

0x = AdX.

No primeiro método de Lyapunov os autovalores da matriz A = a
sdo usados para concluir sobre a estabilidade do ponto de equmbrlo.
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Teorema (Primeiro método de Lyapunov — método indireto)

Sejam \;, 1 <i < n osn autovalores de A, entao:
i O PE é assintoticamente estavel se Re{A;} < 0,1 <i<n.
i O PE éinstavel se 3i € {1,2,...,n}|Re{A;} > 0.
i Nada se pode afirmar se Ji € {1,2,...,n}|Re{A} =0¢e
Bie{1.2,....n}Re{N;} > 0.
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Exemplo: Para o péndulo de haste rigida

—%senx;
donde
of(x) 0 1
ox |—Fcosx; 0]

Tém-se dois tipos de pontos de equilibrio diferentes, quando x; = 2km
e quando x; = (2k+ 1)m, com k € Z.
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Analisando cada caso:

X X =T

SIEF el

~|oe

det(M — Ag) = A2 + § det(M —A;) =22 — %

Autovalores Autovalores

. /8 8
}\/ = — — =
=5 =y
. 18 8
}\, = — — = — -
=/f n=yi
Nada se pode afirmar. Instavel
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Segundo método de Lyapunov — método direto

O segundo método de Lyapunov permite analisar a estabilidade a
partir da definicdo de uma funcéo escalar “tipo energia” associada ao
sistema (1).

Exemplo motivador: Massa-mola-amortecedor

xr
amortecedor 5
[
[
m
00N
mola
Mola nao linear e amortecedor:
mx = —kx® — bix|.
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Energia cinética

Energia potencial

X ko
E,= / KE3dE = — .
0 4
Energia mecanica

En=E+E = — +—.

Variagao temporal da energia:

E,
dcsz = mii + k' x = x(—kx® — bfx| + k) = —bi?|x] < 0.
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Variagao temporal da energia:

A _ —bi*|x| < 0.

dt
A energia mecanica ndo aumenta. Ao contrario, é dissipada (derivada
negativa) até que x = 0, isto &, até que a massa pare.
O segundo método de Lyapunov fornece condigcdes sobre a funcédo
escalar associada (que pode se assemelhar a energia ou nao) e suas
derivadas para que se possa analisar a estabilidade de um PE.
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Definicao (Fungao positivo definida — PD)

Uma fungao V : R” — R é dita ser localmente positivo definida (PD) se

V(x) >0, Vx € Bg(0), x#0,
V(0)=0.

Se

V(x) >0, Vx e R", x #£0,
V(0) =0,

entao V é dita ser globalmente PD.

Definicao (Funcao negativo definida — ND)

Uma fungao V : R" — R é dita ser localmente/globalmente negativo
definida (ND) se —V é localmente/globalmente positivo definida.

=
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Exemplos:

V(x) = x* globalmente PD
V(x) = —|x| globalmente ND
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Exemplos:

V(x) = x* globalmente PD
V(x) = —|x| globalmente ND

A fungéo V(x) = x3, com x” = [x; x| é PD?
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Exemplos:

V(x) = x* globalmente PD
V(x) = —|x| globalmente ND

A fungéo V(x) = x3, com x” = [x; x| é PD?

N&o, porque 3x # 0|V (x) = 0, pois X = Lﬂ = V(x) =0, Vx, € R.
2
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Definicao (Fungao positivo semidefinida — PSD)

Uma fungao V : R" — R é dita ser localmente positivo semidefinida
(PD) se

V(x) >0, Vx € Bg(0).
Se

V(x) >0, Vx € R,

entao V é dita ser globalmente PSD.

Definicao (Fungao negativo semidefinida — NSD)

Uma fungao V : R"” — R é dita ser localmente/globalmente negativo
semidefinida (NSD) se —V é localmente/globalmente positivo
semidefinida.
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Definicao (Fungao de Lyapunov)

Uma fungao V : R"” — R é dita ser uma funcao de Lyapunov para (1)
se tiver derivadas parciais continuas e

e VéPD;
@ V éNSD.
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Teorema (Segundo método de Lyapunov — versao local)

Se em uma bola Bg(0) existir uma fungcdo de Lyapunov V(X) para o
sistema (1), entdo a origem é ponto de equilibrio (PE) estavel de (1).
Se V for ND, a origem é PE assintoticamente estavel em Bg(0).

Demonstracao.

Seja a esfera de raio R centrada na origem denotada por

Sr(0) = {x € R"|||x|| = R}. A fungéo V é continua, portanto possui
um valor minimo m > 0 em Sg(0). Existe uma bola B,(0) tal que
V(x) < m, Vx € B,(0), visto que V é continua e V(0) = 0. Como

V <0, V ndo pode crescer com o tempo. Uma vez que

x(0) € B.(0) = V(x(0)) < m, V nunca pode ultrapassar o valor m.
Por consequéncia, x() ndo pode cruzar a esfera Sg(0), pois isso
requer que V(x(7)) > m. Assim: Vx(0) € B.(0), x(t) € Br(0),
precisamente a definigdo de estabilidade aplicada a origem.
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Voltando ao exemplo do massa-mola-amortecedor e definindo Energia

mecanica
2 4
mx-  kx
=E,=—+—(PD
em que
i
X=1|./.
X
Variagao temporal da energia:
. dE
V(x)= 7;" == —bi*|x| (NSD).

Aplicando teorema, conclui-se que a origem é PE (localmente)
estavel.
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Teorema (Segundo método de Lyapunov — versao global)

Seja uma fungdo de Lyapunov V(X) para o sistema (1), se:

° V(x) HT oo (radialmente ilimitada — Rl),
X||—oo

entao a origem é ponto de equilibrio (PE) globalmente estavel de (1).
Se V for ND, a origem é PE globalmente assintoticamente estével.

A premissa adicional impde que as curvas de nivel de V(x) sejam
fechadas, evitando que a fungdo V tenda a zero mesmo que o estado
se distancie da origem.
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Necessidade de ser Rl — interpretagcdo geométrica

A premissa adicional impde que as curvas de nivel de V(x) sejam
fechadas, evitando que a funcdo V tenda a zero mesmo que o estado
se distancie da origem.

Curvas de nivel “332
V1 < V2 < V3
V3
Vs
Vl xl

T
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Necessidade de ser Rl — interpretagcdo geométrica

A premissa adicional impde que as curvas de nivel de V(x) sejam
fechadas, evitando que a funcdo V tenda a zero mesmo que o estado
se distancie da origem.

Curvas de nivel “332

V1 < V2 < V3
V3
Vo x(t)
ﬁ z
/——¥
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Exemplo:

X1 =x3 —x1(x} +x3),

Xy = —x1 fxz(x% +x§).
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Exemplo:
X1 =x —x1(x] +x13),
¥y = —x; —xo(x} +23).
A origem € PE.
Arbitrando:

1, 1
V(x) zix% + Exg (PD e RI),

V(X) =x1%] + xo0i2 :m—x%(x% +x%);m—x%(x% +x§)
— (xf +x3)* (ND).

Aplicando teorema, conclui-se que a origem é PE globalmente
assintoticamente estavel.
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Conjuntos invariantes

Finalidades:

@ demonstrar que o PE é assintoticamente estavel mesmo
quando V < 0 (NSD);

@ demonstrar convergéncia par um conjunto nao trivial.

Definicao

Diz-se que um conjunto G € R” é invariante para um determinado
sistema dinamico (1) se todas as trajetorias iniciadas em G
permanecem em G por todo o tempo.

Example (triviais)

PE, 1 trajetoria especifica e ciclo limite.
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Teorema (LaSalle: local)

Sejam um sistema dindmico (1) (com f continua) e uma fungao
escalar V(x). Admita que:
@ paraalguml> 0, aregido Q; = {x € R": V(x) < I} € limitada ?;
o V(X) <0,Vx e Q.
Sejam também R = {x € Q;: V(x) =0} e o “maior”® conjunto
invariante M C R..
Ent&o, todas as trajetérias em Q; convergem para M quando t — .

4contida em uma bola de raio finito
bynizo de todos os conjuntos invariantes em X,

Este teorema reflete a nogéo de que V(x) — 0, dado que V(x) é
limitada inferiormente por 0 e £2; é limitado.

=
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Exemplo: Massa-mola-amortecedor
Relembrando:

1 1 X=X
V(X) = —ma2 + — kit
(x) 5 + 4 kxi, em que { =i
V(x) = —b|x|°.
V(x) é NSD, assim n&o conseguimos demonstrar que a origem é
assintoticamente estavel.
Porém:

V(x) = —blnf =0=x= m .

Pela expressédo de V(x):

1 1
Ql:{XERZ:V(X)zzmx%+4kx‘l‘<l}.
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= 2 V2
Tomemos uma transformacgéao y; = x“f, = 2¥=.
C Y1 % 2 m

Q,:{yERZ:V(y):y‘f+y%<l}.

Tomemos a bola B(0) = {y € R?: y] +y3 < R}. Assim, tem-se que,
Vy € Q:

1
O +53) = 01 +33) =y =) < 4,

1 1 1
O +93) < O +23) + 5 <I+ SRVR= 1+

Assim, Q; C Bg(0),VR > l+% = Q limitado.
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Entdo:
R={x€Q;:V(x)=0}= {XGQ[:X: [)8] , VX GR}.

Voltando a EDO, em X:

Desta forma: M = {x cQ:x= {8

trajetorias devem convergir assintoticamente para a origem (M).

] } Pelo teorema de LaSalle, as

=
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Teorema (LaSalle: global)

Sejam um sistema dindmico (1) (com f continua) e uma fungao
escalar V(x) com as primeiras derivadas parciais continuas. Admita
que:

@ V(X) — oo;
[[x[| oo

e V(x) <0, V¥xeR"
Sejam também R = {x € R" : V(x) =0} e o “maior” conjunto
invariante M C R..
Entéo, todas as trajetorias convergem para M quando t — .

=
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Exemplo:
X1 = Zx%,
Xy = —x%xz —x%.
Seja:
1, 2
V(x) = =x7+ =x5 (PD, RI),
entao,

: : , 22 4 2 2_ 2
V(X) =x1d) +x0in = 213 — x1x3 — x5 = x5 (2x1 %2 — X7 — x3)

—x3(x1 —x2)” <0 (NSD).
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Encontrando R :

Vx)=0= x,=0 X=X =y
x =0 Xy = 2y3
B=0 By = =2y
invariante anula x em y = 0 (origem).

0

. X o
Assim, M = {X eR?:x= [ 1} } e qualquer trajetéria converge
assintoticamente para a reta x, = 0.

3

2

-3
-5 0 5
Ty
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Método de Krasovskii

Teorema (Krasovskii)
Sejam o sistema auténomo (1) com apenas a origem como PE e:

of(x)
ox

A(x) =

a matriz jacobiana associada. Se a matriz F = AT + A for ND em uma
vizinhanca Q @ da origem, entao a origem é PE assintoticamente
estavel e

V(x) = £ (x)f(x)

é uma fungdo de Lyapunov para o sistema (1).

4se, adicionalmente, Q = R" e V(x) HT oo, entdo a origem é PE globalmente
X||—oo

assintoticamente estavel F
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Demonstragéo.

Da definicao
V(x) = (x)f(x) > 0 (4)
Do enunciando, apenas a origem é PE, entao:

fx) =0=x=0=V(x)=0&x=0 (5)

De (4) e (5), conclui-se que V(x) é PD.

=
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Calculando a derivada com respeito ao tempo:

V(x) =t (x)f(x) + £ (x)f(x) = [ag(;)x} f(x) —i—fT(x)Ma(?X
7 (x)ATE(x) + 7 (x)Af(x) = £ (x)[AT + A)f(x)
7 (x)Ff(x) < 0 (6)

Como V(x) é PD e V(x) é ND, aplicando o segundo método de
Lyapunov, conclui-se que a origem é assintoticamente estavel. O

=
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