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Diagrama de Bode: |G(jω)| × ω e ∠G(jω) × ω;
Conhecer relação entre entre margem de fase e frequência de
cruzamento em malha aberta com ξ e ωn em malha fechada;

Pergunta

Como visualizar o que ocorre com a resposta em malha fechada ao se
alterar a resposta em malha aberta colocando um ganho em cascata
com G(s)?

Carta de Nichols-Black:
Único gráfico, colocando a fase no eixo das abscissas e a
magnitude, no eixo das ordenadas, parametrizando a curva
obtida com relação a ω;
Desenhar a magnitude e a fase da função de transferência de
malha fechada:

|T(jω)|= |G(jω)|
|1+G(jω)|

⇔ |T(jω)|dB = |G(jω)|dB−|1+G(jω)|dB,

∠T(jω) = ∠G(jω)−∠ [1+G(jω)] .
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Example 1.

Seja a função de transferência de malha aberta:

G(s) =
2,4

s(s+1,2)
, (1)

que, com realimentação negativa unitária, corresponde à função de
transferência em malha fechada

G(s) =
2,4

s2 +1,2s+2,4
. (2)
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Exemplo 1 - continuação

Desenhando a curva na carta de Nichols-Black:

−360 −270 −180 −90 0
−80

−60

−40

−20

0

20

40

 6 dB
 3 dB
 1 dB
 0.5 dB

 0.25 dB  0 dB

 −1 dB

 −3 dB
 −6 dB

 −12 dB

 −20 dB

 −40 dB

 −60 dB

 −80 dB

1 rad/s

10 rad/s

100 rad/s

Fase em Malha Aberta (o) (deg)

M
ag

ni
tu

de
 e

m
 M

al
ha

 A
be

rt
a 

(d
B

)

Rubens J M Afonso Carta de Nichols-Black



Instituto Tecnológico de Aeronáutica 5/ 11

Exemplo 1 - continuação

Curva tangencia o lugar geométrico de 3 dB de ganho em malha
fechada⇒ maior ganho⇒ pico de ressonância Mpω = 3 dB.
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Exemplo 1 - continuação

Relembrando a fórmula Mpω em função de ξ:

Mpω =
1

2ξ
√

1−ξ2
, ξ≤ 1√

2
, (3)

e convertendo 3 dB para seu valor em módulo:

√
2 =

1

2ξ
√

1−ξ2

8ξ
2(1−ξ

2) = 1

8ξ
4−8ξ

2 +1 = 0

cujas soluções são ξ = 0,38 e ξ = 0,92. A segunda solução é descar-
tada, porque assumimos que ξ ≤ 0,707 para que ocorra ressonância.
Com isso, ter-se-ia o sobressinal de:

Mp = e
−πξ√
1−ξ2 = e

−0,38π√
1−0,382 = 0,27. (4)
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Exemplo 1 - continuação
ωc ≈ ωr;

Aproximar frequência de ressonância em malha fechada pela
frequência do cruzamento de 0 dB em malha aberta;

Neste exemplo, ambas aproximadamente iguais a 1,3 rad/s;

Essa frequência é próxima da frequência natural ωn de T(jωn),
então, têm-se:

ωn ≈ ωr ≈ ωc = 1,3 rad/s. (5)

De posse de estimativas de ξ e ωn podemos prever como será o
comportamento do sistema em malha fechada para uma entrada
degrau. Já vimos que o sobressinal será de 27%. Vejamos o
tempo de subida:

tr =
π− arccos(ξ)

ωn
√

(1−ξ2
=

π− arccos(0,38)

1,3
√
(1−0,382

= 1,5 s. (6)
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Exemplo 1 - continuação

Resposta simulada ao degrau unitário
Mp: valor predito é exato, 27%;
tr|100%

0 : valor observado é de 1,4 s⇒ erro de 0,1 s (menos de
7%).
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Observação 1.

Multiplicar G(s) por uma ganho K em cascata equivale à translação
da curva na direção vertical na carta de Nichols-Black. Se quisermos
reduzir o sobressinal no Exemplo 1, podemos usar um ganho
|K|dB =−5 dB de modo que a curva passe a tangenciar o lugar
geométrico de 1 dB em malha fechada, próximo à frequência
ωr = 1 rad/s. Com isso, os valore preditos são:

102 Mpω

20 4ξ
4−102 Mpω

20 4ξ
2 +1 = 0⇒ ξ≈ 0,52, (7)

e

ωn =
ωc√√

1+4ξ4−2ξ2
=

1√√
1+40,524−20,522

= 1,3 rad/s

(8)

Rubens J M Afonso Carta de Nichols-Black



Instituto Tecnológico de Aeronáutica 10/ 11

Observação 1 - continuação

Assim:

Mp = e
−πξ√
1−ξ2 = e

−0,52π√
1−0,522 = 0,15 (9)

e

tr =
π− arccos(ξ)

ωn
√
(1−ξ2

=
π− arccos(0,52)

1,3
√
(1−0,522

= 1,9 s. (10)
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Observação 1 - continuação

Simulando o sistema em malha fechada com K = 10
−5
20 = 0,56,

observam-se Mp = 0,15 e tr = 2,1 s, dentro de faixas razoáveis do
comportamento predito dada a imprecisão de nossa leitura do gráfico.
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