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Motivacao

@ Uma questao primordial é determinar se o sistema é estavel, isto
é, se a saida converge para um valor real;

@ Caso isso ndo acontega, a saida do sistema pode oscilar
indefinidamente ou mesmo divergir:

o Nao sera possivel atingir uma referéncia para a saida;
e Oscilagbes na saida ou divergéncia podem levar a danos ao
equipamento ou mesmo a satde humana.
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Sinais limitados e estabilidade

@ A saida do sistema, em geral, dependera da entrada aplicada —
definicdo de estabilidade deve levar a entrada em conta;

@ Sistema pode ter sua saida levada a um comportamento instavel
caso a propria entrada divirja;

@ Estabilidade em termos de sinais limitados:

Definicao 1.

Um sinal x(7) é limitado quando:

IM eR: |x(t)] <M, t>0. (1)

Definicao 2 (Sistema BIBO estavel).

Um sistema é dito ser BIBO (Bounded Input Bounded Output) estavel
se a saida y(#) é um sinal limitado para qualquer sinal de entrada

limitado u(t). =
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A saida de um sistema para uma entrada u(t) qualquer é dada pela
convolugao de sua resposta ao impulso /() com a entrada:

(6] = h(t) *u(t) = [ Zu(z—t)h(r)dt. @)
Assumindo que a entrada u(t) seja um sinal limitado, tem-se que:
) <M [ hwa. 3)

Donde [*_h(T)dz limitada = y(¢) limitada. Resposta ao impulso para
sistemas causais sera nula para T < 0:

h(t)dt limitada = y(r) limitada = Sistema BIBO estavel. (4)
Jo
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@ A transformada de Laplace da resposta ao impulso é
numericamente igual a fungédo de transferéncia do sistema;

@ Sistemas de interesse sao restritos aqueles cujos coeficientes
dos polinmios no numerador p(s) e no denominador ¢(s) de
G(s) sao reais, podendo ser descritos pelo modelo:

6o~ P0) _ p(s)

q(s)  IT2Li (s =PI, [s* —2Re{p{} s+ p{ P’
em que p; sdo os polos reais e p; sdo os polos complexos (que
aparecem em pares complexos conjugados).

Como grau(p) < grau(q) (causalidade) e usando a tabela de
transformadas de Laplace, teremos que:

()

h(t) = L7{G(s)} = Z ol + Z BieRlPii cos (Im {pS 1+ ¢;). (6)
i=1 i=1

Jo_ h(t)dr sera limitada se:

pi <0 7

C =
Re{pi} <0 (8
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Um critério sobre os polos do sistema

Isto é, os polos do sistema devem ter parte real negativa para que
o sistema seja BIBO estavel.

Observacao 1 (Necessidade de parte real dos polos negativa).

Para constatar que a parte real dos polos deve ser estritamente menor
do que zero, basta notar que a integral diverge:

e parap! >0, a integral contera [y e’i'dt, que diverge.
@ parap] =0, a integral contera [;" 1dr, que diverge.

e paraRe{p{} > 0, a integral contera
5 eRelPiY cos (Tm {p¢} £+ ¢;) dr, que diverge.
@ (continua no préximo slide)
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Observacao 1 - continuagao

@ para Re{p} = 0, pois resulta em resposta a impulso da forma
h(t) = cos(mz+ ¢). Se a entrada for u(t) = cos(wt), a resposta

y(t) é:

0o

() = h(t) # u(t) = / cos(@) cos(@(t — 1) + 0)dt = ©)

—oo

= /jo cos(@t) [cos(wr + @) cos(wT) + sen(wr + @) sen(wT)] dT =

= cos(®t+ 0) /m cos?(o1)dt + sen(wr + ¢) / sen(®t) cos(®T)dT =

<1 2 ° 2
:cos(wt+¢)/ +C#((m;)d‘l:—i—sen((;)t—i—(j))/ w:&,

que diverge.

=
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Observacao 2 (Polos no Semiplano Esquerdo).

Visto que tanto os polos reais quanto os polos complexos devem ter
parte real negativa, costuma-se dizer que o requisito para estabilidade
€ que os polos estejam no Semiplano Esquerdo (SPE) do plano
complexo.

Im
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Avaliacao de estabilidade: critério de Routh-Hurwitz

@ Estabilidade pode ser verificada apenas considerando a fungéao
de transferéncia do sistema, simplesmente avaliando as raizes
do polinébmio do seu denominador;

@ Denominador da funcao de transferéncia é conhecido — basta
encontrar as raizes do polinémio:

e Algebricamente ou numericamente (tipicamente para polindmios
de grau maior do que 2).

@ Pergunta: e se o polindbmio tiver ao menos algum de seus
coeficientes dependentes de um parametro desconhecido?

e Avaliar a estabilidade como fungao deste parametro.
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@ Sistema de controle tipico: realimentagao negativa unitaria com
ganho K em cascata:
@ y é subtraido do sinal de referéncia r, formando o sinal de erro ¢;
e O sinal de controle u é proporcional ao sinal de erro, com uma

constante K € R de proporcionalidade (chamada ganho
proporcional).

R(s) E(s) U(s)

> G(s) =),

Admita que a funcao de transferéncia da planta é

G(s) = s(s5+2> (10)

e
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Exemplo 3 - continuagao

Determinar K para que a fungdo de transferéncia 7'(s) = % seja

estavel:

_ KG(s) 5K
T(s) = 1+KG(s) s2+2s+5K’ )

(12)

—24+/A—20K
pr=—g =1 VI-5K,

donde conclui-se que basta que K > 0 para que os polos estejam no
SPE e o sistema em malha fechada seja estavel.

No exemplo 3, os polos foram determinados explicitamente como
fungao do parametro K. Para polindmios de grau maior no
denominador isso nem sempre é possivel. Para lidar com essa
situacdo, pode-se apelar para o critério de Routh-Hurwitz.

=

Rubens J M Afonso Estabilidade de sistemas de controle



Seja o polinémio

constroi-se a tabela:

Ynfl
n—2
S}173

em que

Oy 20y —1 — OOy —2i—1 .
Bn72i = y 12

n

n
p(s) = Z a;s',
i=0

Oy Oy —2 Oly—4
Oy —1 Oy —3 Oy —5
Bn—2 Bn—4 Bn—6
Yn—3 Yn—5 Yn—1
N2 Mo

H

Mo

Yn—2i—1 =

Oly—1

Br2Oy_2i—1 — O 1Bu—2i—2 .

ﬁn—z

e
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Critério de Routh-Hurwitz - continuagao

Entdo, o nimero de raizes de p(s) com parte real positiva é igual ao
numero de trocas de sinal nos elementos da primeira coluna da
Tabela 1 (em azul): o4, 01, Br_2, Yu—3s - --» M2, M1 € No-

| \

Observacao 3.

O critério de Routh-Hurwitz permite determinar quantas raizes de p(s)
tém parte real positiva sem calcular as raizes. Para que o sistema
seja estavel, é necessario que nenhum polo esteja no Semiplano
Direito (SPD) do plano complexo, entao ndao deve haver trocas de
sinal nos elementos da primeira coluna da tabela construida para o
polinémio do denominador da funcao de transferéncia em estudo.

=
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Example 4.

Seja uma malha de controle com realimentagéo negativa e ganho
proporcional em que

1 1
(s2—25+1)(s+3) s*+s2—55+3

G(s) = (15)

E necessario determinar os valores do ganho K de forma que a
funcdo de transferéncia 7'(s) = % seja estavel. Sabe-se que:

T(s) = —G1S) K (16)
S)= = o
1+KG(s) s3+s5>—5s4+3+K
Construindo a tabela de Routh, comega-se pelas linhas s> e s%:
1 -5
s> | 1]3+K
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Exemplo 4 - continuagao

Depois pode-se calcular y; = w = —K — 8 e determinar

Mo = 3+ K, completando a tabela:

$3 1 -5
52 1 3+K
st | —K—8

O 34K

Para que a primeira coluna da tabela de Routh ndo tenha mudangas
de sinal:
—K—-8>0=K < -8, (17)

K4+3>0=K> 3. (18)

Estes intervalos possuem intersecdo vazia, isto é, nao existe um ga-
nho K que estabilize o sistema em malha fechada. Se K > 0, tere-
mos duas trocas de sinal na primeira coluna da tabela de Routh, oque |,
indica que ha dois polos no SPD. %
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Casos anomalos

Ha dois tipos de casos anémalos que podem ser encontrados na
construcao da tabela de Routh:

@ Um elemento da primeira coluna é 0, porém h& outros elementos
diferentes de 0 na linha correspondente;

@ Todos os elementos de uma certa linha sao 0.

Cada um desses dois casos tem um significado e requer um diferente
tratamento especial, discutido a seguir.
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Apenas um elemento nulo na primeira coluna de uma linha

Significa que a soma das raizes é zero. Mais do que isso, nesse caso
esta excluida a possibilidade de se terem apenas raizes imaginarias,
entdo pelo menos uma raiz deve estar no SPD. Do ponto de vista de
estabilidade, conclui-se que nao podera ser estavel, porque pelo
menos uma raiz estara no SPD.
@ Pode-se determinar o nimero de raizes no SPD seguindo o
procedimento:

@ Troca-se o elemento nulo por € e segue-se construindo a tabela
de Routh até o fim;

@ Toma-se o limite quando € — 0™ (se os demais elementos
anteriores desta coluna forem positivos). O nimero de trocas de
sinal sera igual a quantidade de polos no SPD.

=
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A tabela de Routh para o polindmio p(s) = s* +2s +2s2 + 4541 é:

st [T ]2]1]

Ha um elemento 0 na primeira coluna, mas o outro elemento desta linha é 1 — caso anémalo 1:
trocar o 0 por € e prosseguir:

st [T J2]1]
$ 2 4

§2 € 1

Sl W;Z

s0 1

Tomando o limite quando € — 0, ha duas trocas de sinal na primeira coluna da tabela de
Routh (linha s! fica negativa). Isso indica que o polindmio tem duas raizes no SPD. De fato, as

raizes determinadas numericamente sao —1,9070, —0,2797 e 0,0933 +1,3660.
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Linha de zeros na tabela de Routh

Uma linha de zeros na tabela de Routh significa que o polindbmio tem
raizes simétricas com respeito a origem do plano complexo, ou seja:
@ O sistema tem polos com parte real positiva e polos com parte
real negativa de igual magnitude, resultando na instabilidade do
sistema ou
@ O sistema tem polos imaginarios.
Para realizar a analise:
@ Obter um polindmio ¢(s) construido através do coeficientes na
linha imediatamente acima da linha de zeros, levando em conta
que o mondmio de maior poténcia em s tem poténcia s, onde s’ é
o indice da linha na tabela de Routh;
@ Obter um polindmio ¢'(s) = d’fl—(f)
© Utilizar o critério de Routh para verificar se este polindmio tera
trocas de sinal na primeira coluna da tabela de Routh. Caso
tenha, ha raizes no semiplano direito. Caso contrario, ha raizes__ _
sobre o eixo imaginario. =
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Example 6.

Tome o polindmio p(s) = s7 4 258 + 35> + 4s* + 45> + 85 + 125 + 16,
construindo a tabela de Routh:

sS[1]3] 412
2141 8 [16
£S1]0] 4

st 1470716
s$10]0

@ Ha uma linha de zeros. De acordo com o procedimento proposto,
toma-se o polindmio auxiliar obtido a partir da linha de s*:
q(s) = 4s* + 16 e sua derivada ¢/(s) = 16s°.

@ As raizes de ¢(s) sdo trivialmente encontradas como +1 +, isto
é, ha raizes com parte real positiva, ou seja, o sistema nao é
sequer marginalmente estavel, uma vez que raizes de ¢(s) _
serao também raizes de p(s). =
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Exemplo 6 - continuagao

Substituindo a linha s> pelos coeficientes de ¢’ (s):

s/ 1 314712
o 2 418116
5 1 0| 4
st 4 0 |16
$3 16 0

52 € 16

st [ =0

O [ 16

Fazendo € — 0" ha duas trocas de sinal na tabela de Routh, entédo ha duas

raizes no SPD — p(s) tem 5 raizes no SPE e 2 raizes no SPD. Fatorando
p(s) por g(s): % =53 +25% + 3544, cujas raizes sdo —1,6506 e —0,1747 +
j1,5469. Lembrando que as raizes de ¢(s) sdo +1 =+, teremos 5 raizes no
SPE: —1,6506, —0,1747 +j1,5469 e —1+j e 2 no SPD: 1 £}. B
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Estabilidade relativa

@ E possivel saber quao distante do eixo imaginario as raizes
estao a fim de determinar quéo perto de se tornar instavel o
sistema pode estar ou mesmo qual é a taxa de decaimento da
resposta do sistema;

@ Pode-se aplicar o critério de Routh-Hurwitz a um polinémio
modificado fazendo uma mudanca de variaveis que translada o
eixo imaginario de uma quantidade G:

po(s) =p(s+o0); (19)

@ Aplicando o critério de Routh-Hurwitz ao polindmio ps(s),
determinaremos quantas raizes deste polindmio estao no SPE;

@ Raizes de ps(s) a esquerda do eixo imaginario correspondem a
raizes de p(s) a esquerda da reta s = ¢ no plano complexo.

@ Podemos escolher G iterativamente e determinar a distancia dos
polos do sistema ao eixo imaginario. ~
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Example 7.

Admita que o polindmio no denominador de uma fungao de
transferéncia seja p(s) = s> + 125> + 615 + 82. Deseja-se determinar
a estabilidade relativa. Inicialmente, define-se:

poi(s) =p(s—1) = s> +95% + 405+ 32 (20)

Construindo a tabela de Routh:

53 1 40
52 9 32
s [40-32/9

50 32

Nao ha trocas de sinal na primeira coluna da tabela de Routh, o que
permite concluir que as raizes de p(s) tém todas parte real menor do

que —1. W
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Exemplo 6 - continuagao
Escolhendo 6 = —2, define-se:

p_2(s) =p(s—2) = s>+ 657 +25s (21)

As raizes de p_»(s) sd@o 0 e —3 +4;. Donde conclui-se que as raizes
de p(s) sdo —2 e —5+4j.
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O principio do argumento

O principio do argumento (Teorema de Cauchy) relaciona o grafico
de uma fungéo analitica G(s), quando ela é avaliada ao longo de um
contorno fechado I", com o nimero de raizes (zeros ou polos) de G(s)
no interior do contorno. E importante que o contorno I ndo passe
por nenhuma raiz.
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Example 8.

Seja

K(s—z1)
(s—p1)(s—p2)’
a qual possui dois polos e um zero. Na figura abaixo marcamos os
polos de G(s) como x e os zeros como o no plano. Note que, neste
caso, o0 contorno ndo envolve nenhuma raiz.

G(s) = (22)

Im(G)A

u Re(G)
X

e
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Exemplo 8 - continuagao

_,_ KG-za) _ s—z)— Zs—p1) — Z(s—
4G(s)_4(s_pl)(s_p2)_4K+4( 21) = £(s—p1) = £(s —p2)
=/K+a—B—v. (23)

e K>0=/ZK=0;
@ K<0=/ZK = —180°.

Im(G)A

I
Y
FAWAS

Rubens J M Afonso Estabilidade de sistemas de controle




Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Exemplo 8 - continuagao

A fase de G(s) varia conforme percorremos I', mas como I" é fechado,
ela volta ao valor inicial sem nunca variar mais de 360°.

Im(G)A

o

AV

\l
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Exemplo 8 - continuagao

A fase de G(s) varia conforme percorremos I', mas como I" é fechado,
ela volta ao valor inicial sem nunca variar mais de 360°.

Im(G)A

o

\l
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Example 9.

Suponha que z; esteja dentro do contorno I':

Im(G)A

Re(G=)

<

\
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Exemplo 9 - continuagao

@ Fases P} e yassociadas a p; e p, continuam voltando aos seus
valores iniciais sem variar mais do que 360°.

@ Fase o associada a z; volta ao mesmo valor que tinha, mas tera
percorrido 360°, isto €, uma volta completa.

Im(G)A

|
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Exemplo 9 - continuagao

@ Fases P} e yassociadas a p; e p, continuam voltando aos seus
valores iniciais sem variar mais do que 360°.

@ Fase o associada a z; volta ao mesmo valor que tinha, mas tera
percorrido 360°, isto €, uma volta completa.

Im(G)A

|
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Exemplo 9 - continuagao

@ Fase de z; entra com sinal positivo por estar no numerador =
gréfico de G(s) dard uma volta completa em torno da origem, no
mesmo sentido em que se percorrer I'.

Im(G)4

e

N

G(s)

an

.

A =
/ U Re(G)

\
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Observacao 4.

Para os polos, a contribuicdo na fase é negativa, por estarem no
denominador. Assim, ao percorrer o contorno I', cada polo no interior
de I sera responsavel por —360° de fase. Isto significa que, se
houver apenas um polo no interior de I' e nenhum zero, a curva de
G(s) avaliada emI" dard uma volta no sentido oposto em que se
percorrer I

=
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Theorem 10 (Principio do argumento).

Se tivermos muiltiplos zeros e polos no interior de T', o saldo de
ndmeros de voltas do mapeamento de G(s) de I' serd o nimero de
zeros menos o numero de polos:

N=Z-P (24)

em que N representa o nimero de voltas de G(s) em torno da origem
no mesmo sentido em que se percorrerI', Z é o numero de zeros e P
0 numero de polos, ambos no interior de I'.

=
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Critério de Nyquist

Relembremos que a fungao de transferéncia em malha fechada com
um ganho K em cascata com G(s) é dada por:

KG(s)

(s) = H—TG(S) (25)

Para determinar se o sistema em malha fechada é instavel, basta
verificar se existe alguma raiz do denominador de 7'(s) no semiplano
direito. Assim, necessita-se definir um contorno que englobe todo o
semiplano direito para verificar se ha raizes de 1 + KG(s) usando o
principio do argumento.

=
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Contorno de Nyquist

Composto de:
@ Reta iniciando em —joo, passando pela origem e indo até +jeo
@ Semicircunferéncia de raio infinito, de maneira a conter todo o
semiplano direito no interior do contorno.

Im(G)

. A
+]joo

r=oo

R'e(G)
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Diagrama de Nyquist

O mapeamento do contorno de Nyquist por G(s) é o chamado
diagrama de Nyquist de G(s).

Observacao 5.

@ Polos do sistema em malha fechada sdo os zeros de 1 + KG(s);

@ Polos de malha aberta sdo polos de G(s), que também s&o polos
de 1 +KG(s).

@ Ao determinarmos quantos Z zeros de 1 + KG(s) estdo no SPD,
estamos determinando quantos polos de malha fechada estao no
SPD.

=
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Observacao 6.

@ Mapeamento 1+ KG(s) circundard a origem o mesmo nimero
de vezes N que o mapeamento G(s) circundar o ponto —%:

Z=N+P, (26)
em que
@ Z: polos de malha fechada no SPD;
@ P: polos de malha aberta no SPD;

@ N: numero de voltas do diagrama de Nyquist em torno do ponto
—% (N > 0 se a volta for no mesmo sentido em que se percorreu
o contorno de Nyquist e N < 0, caso contrario).

=
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bservagao 6 - continuacao

Im(G)
A

AN

R'e(G)

7<||—-1

@ Encontrar K que torna o sistema estavel em MF = Z = 0:
N=—P, (27)

isto é, o diagrama de Nyquist tera que dar tantas voltas no sentido
oposto ao do contorno quanto o nimero de polos de malha aberta de
G(s) estiverem no SPD.

Rubens J M Afonso Estabilidade de sistemas de controle
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Tracado do diagrama de Nyquist

@ Porcao do contorno sobre o eixo imaginario: avaliar médulo e
fase de G(jw) para 0 < ® < H-oo;

@ G(s) é uma fungéo racional (com coeficientes reais):
G(s) = G(5), isto &, G(—jo) = G(jo);

@ Parte com —oo < @ < 0 é simétrica a parte do diagrama de
Nyquist com 0 < ® < oo, com relagao ao eixo real.

Im(G)A
Re(G)

—"

Rubens J M Afonso Estabilidade de sistemas de controle




Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Tracado do diagrama de Nyquist

@ Porcao do contorno sobre o eixo imaginario: avaliar médulo e
fase de G(jw) para 0 < ® < +-oo;

@ G(s) é uma funcao racional (com coeficientes reais):
G(s) = G(3), isto é, G(—jo) = G(jo);

@ Parte com —eo < @ < 0 é simétrica a parte do diagrama de
Nyquist com 0 < ® < +o0, com relagao ao eixo real.

Im(G)A4

»

A
e
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@ Semicircunferéncia de raio infinito: parametrizar como s;. = re/®
com r — oo e ¢ variando de 90° a —90° =- percorrer o contorno
no sentido horario (escolha arbitraria de sentido).

@ Duas situagdes distintas quanto ao moédulo de G(ssc):

e G(s) estritamente prépria: grau do denominador g, € maior do

que o do numerador guum = |G(ssc)] "2 0. Afase com que entra

na origem é dada por 90° (g.uum — gden)-
L, . r—oo
o G(s) apenas propria: guum = den = |G(ssc)| — constante.
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Seja

1
G(S) = , P1 < Oa (28)
1

a fim de esbocar o diagrama de Nyquist observemos que:

=
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Seja

1
G(S) = , P1 < Oa (28)
1

a fim de esbocar o diagrama de Nyquist observemos que:

@ O modulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois é
estritamente proprio.

=
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Seja

1
G(S) = , P1 < Oa (28)
S—P1

a fim de esbocar o diagrama de Nyquist observemos que:
@ O modulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois é
estritamente proprio.
@ No eixo imaginario, a fase variara de 0 a —90°, devido ao polo
simples.

=
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Seja

1
G(S) = , P1 < Oa (28)
S—P1

a fim de esbocar o diagrama de Nyquist observemos que:
@ O modulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois é
estritamente proprio.
@ No eixo imaginario, a fase variara de 0 a —90°, devido ao polo
simples.
@ O moédulo sera —pi] em o = 0 e a fase sera 0 também, pois
—p1 > 0.

=
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Exemplo 11 - continuagao

@ Nao ha nenhum valor de K > 0 que faga a curva circundar o
ponto —1/K e também n&o héa polos de malha aberta no SPD:
N=0eP=0;

Im(G) 4

RN

Y

—’_
T UR:(E)
K
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Exemplo 11 - continuagao

@ Nao ha nenhum valor de K > 0 que faga a curva circundar o
ponto —1/K e também n&o héa polos de malha aberta no SPD:
N=0eP=0;

@ Z =N+ P =0 = nao existe valor de K > 0 que instabilize o
sistema em MF.

Im(G) 4

RN

Y

—’_
T UR:(E)
K
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Seja

1
G(S) = , P1 > Oa (29)
1

a fim de esbocar o diagrama de Nyquist observemos que:

=
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Seja

1
G(S) = , P1 > Oa (29)
1

a fim de esbocar o diagrama de Nyquist observemos que:

@ O modulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois é
estritamente proprio.

=
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Seja

1
G(S) = , P1 > Oa (29)
S—P1

a fim de esbocar o diagrama de Nyquist observemos que:
@ O modulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois é
estritamente proprio.
@ No eixo imaginario, a fase variara de —180° a —90°, devido ao
polo simples no SPD.

=
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Seja

1
G(S) = , P1 > Oa (29)
S—P1

a fim de esbocar o diagrama de Nyquist observemos que:
@ O modulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois é
estritamente proprio.
@ No eixo imaginario, a fase variara de —180° a —90°, devido ao
polo simples no SPD.
@ O moédulo sera —pi] em o = 0 e a fase sera —180° também, pois
—p1 <0.

=
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Exemplo 12 - continuagao

Q@K>p=-1/K>-1/pp=N=—-1P=1)=Z=N+P=0
= estavel MF. O diagrama de Nyquist pode ser visto na figura a
esquerda.

Q@ K<p=-1/K<—-1/pp=N=0P=1)=Z=N+P=1
= instavel em malha fechada (tem 1 polo de malha fechada no
SPD). O diagrama de Nyquist pode ser visto na figura a direita.

Im(G) 4 Im(G) 4
.k"‘""ﬂ Af"‘""ﬂ
T e B Re(G) - L . _1 Re(G)
P1 K K P1

=
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1 p,p2<0=P=0:

=
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G(s) = 7P1‘P2>0a (30)
L
1 p1,p2<0=P=0:

e O modulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois é estritamente
proprio.
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1
G(S) - S(S—pl)(s—p2)7 P1:-D2> 07 (30)

1 p,p2<0=P=0:
e O modulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois é estritamente
proprio.
o No eixo imaginario, a fase variara de —90° (devido ao polo em s = 0)
a —270°.

=
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1
G(S) - S(S—pl)(s—p2)7 P1:-D2> 07 (30)

1 p,p2<0=P=0:
e O modulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois é estritamente
proprio.
o No eixo imaginario, a fase variara de —90° (devido ao polo em s = 0)
a —270°.
@ O mddulo serd c em ® = 0 por causa do polo em s = 0.

=
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Observagao 7.

No que diz respeito a fase, € necessario considerar o efeito de se ter
um polo em s = 0. Uma hipétese do principio do argumento era de
que o contorno ndo pode passar por raizes de G(s).

Im(G)

. A
+]o
r=o
Re(G)
-j°°

|
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Observacgao 7 - continuagao

Isto pode ser evitado incluindo um arco de semicircunferéncia em
torno do polo em s = 0 com raio infinitesimal, de modo a nao passar
pelo polo, mas ainda conter todo o restante do SPD no interior do
contorno.

Im(G)

. A
+)
r=oo
=0 Re(G)
-joo

|
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Exemplo 13 - continuagcao

@ s=re®, com r — 0 e ¢ variando de —90° a +90° conforme
circundamos o polo na origem;

o J!
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Exemplo 13 - continuagcao

@ s=re®, com r — 0 e ¢ variando de —90° a +90° conforme
circundamos o polo na origem;

@ Como G(s) envolve 1, sua fase varia de +90° a —90° com
madulo infinito;

y g
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Exemplo 13 - continuagcao

@ s=re®, com r — 0 e ¢ variando de —90° a +90° conforme
circundamos o polo na origem;

@ Como G(s) envolve 1, sua fase varia de +90° a —90° com
madulo infinito;

@ Semicircunferéncia de raio infinito entre —90° a +90°.

)
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Exemplo 13 - continuagcao

@ s=re®, com r — 0 e ¢ variando de —90° a +90° conforme
circundamos o polo na origem;

@ Como G(s) envolve 1, sua fase varia de +90° a —90° com
madulo infinito;

@ Semicircunferéncia de raio infinito entre —90° a +90°.

p Im(G)
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Exemplo 13 - continuacao

@ p1,p2<0=P=0;
@ Desejado Z =0 =N =0;

@ Satisfeito para o ganho —1/K, < —R, em que —R é onde a
curva cruza o eixo real negativo;

@ K, < 1/R estabiliza o sistema em MF;

@ K, < 0 também instabiliza o sistema, pois o ponto —1/K, ficara
no eixo real positvo = N=1=Z=P+ N = 1;

@ Faixa de valores de K para que o sistema seja estavel em MF:
0<K < 1/R.

=
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Exemplo 13 - continuagao

2p1,p2>0=>P=2:

Rubens J M Afonso Estabilidade de sistemas de controle



Instituto Tecnoldgico de Aero

Exemplo 13 - continuagao

2p1,p2>0=>P=2:
@ O mddulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois € estritamente
préprio.
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Exemplo 13 - continuagao

2 pl,p2>0=P=2:
@ O mddulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois € estritamente
préprio.
@ No eixo imaginario, a fase variara de —450° (devido ao polo em
s = 0 e aos dois polos no SPD) a —270°.

=
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Exemplo 13 - continuagao

2 pl,p2>0=P=2:
@ O mddulo sera 0 no arco da semicircunferéncia, pois € estritamente
préprio.
@ No eixo imaginario, a fase variara de —450° (devido ao polo em
s = 0 e aos dois polos no SPD) a —270°.
@ O modulo sera e« em ® = 0 por causa do polo em s = 0.

=
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Exemplo 13 - continuagao

O arco de circunferéncia de raio infinito permanece igual.

Im(G)
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Exemplo 13 - continuagao

O arco de circunferéncia de raio infinito permanece igual.

Im(G)

@ P =2: alnica forma de estabilizar o sistema (Z=N+P =0) é
com N = —2 (duas voltas no sentido anti-horario);
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Exemplo 13 - continuagao

O arco de circunferéncia de raio infinito permanece igual.

Im(G)

@ P =2: alnica forma de estabilizar o sistema (Z=N+P =0) é
com N = —2 (duas voltas no sentido anti-horario);

@ Isso nunca acontecera, pois ha no maximo uma volta no sentido
anti-horario = sistema instavel para qualquer valor de K;

e

Rubens J M Afonso Estabilidade de sistemas de controle




Instituto Tecnoldgico de Aerol ca 51/69

Exemplo 13 - continuagao

O arco de circunferéncia de raio infinito permanece igual.

Im(G)

@ P =2: alnica forma de estabilizar o sistema (Z=N+P =0) é
com N = —2 (duas voltas no sentido anti-horario);

@ Isso nunca acontecera, pois ha no maximo uma volta no sentido
anti-horario = sistema instavel para qualquer valor de K;

@ Pode ter 1, 2 ou 3 polos de MF no SPD.
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Margem de ganho no Diagrama de Nyquist

@ Em implementacgdes praticas, € possivel que se tenha um erro no
ganho do sistema com relagdo ao valor de projeto;

@ Interessante ter uma medida do “grau de estabilidade de um
sistema”, isto é, quanto o ganho pode variar antes de tornar o
sistema instavel;

@ A margem de ganho é o quanto falta para o ganho ser unitario na
frequéncia em que a fase vale —180°.
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Example 14.

s—z
G(s)= ——— 7/ <0,p1 <0, p, >0, |p1| < |z1] < |pal-
(s=p1)(s—p2) 31)
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Example 14.

s—z
G(s)= ——— 7/ <0,p1 <0, p, >0, |p1| < |z1] < |pal-
(s=p1)(s—p2) 31)

@ O sistema é estritamente préprio: |G(s)| — 0 quando r — oo.
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Example 14.

s—z
G(s)= ——— 7/ <0,p1 <0, p, >0, |p1| < |z1] < |pal-
(s=p1)(s—p2) 31)

@ O sistema é estritamente préprio: |G(s)| — 0 quando r — oo.

@ A fase inicialmente € —180°, pois G(0) = =L =< 0.
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Example 14.

s—z
G(s)= ——— 7/ <0,p1 <0, p, >0, |p1| < |z1] < |pal-
(s=p1)(s—p2) 31)

@ O sistema é estritamente préprio: |G(s)| — 0 quando r — oo.

@ A fase inicialmente € —180°, pois G(0) = =L =< 0.

@ Conforme m — o, a fase vai para —90°, visto que os dois polos
contribuem com —90° cada, mas o zero contribui com +90°.
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Example 14.

s—z
G(s)= ——— 7/ <0,p1 <0, p, >0, |p1| < |z1] < |pal-
(s=p1)(s—p2) 31)

@ O sistema é estritamente préprio: |G(s)| — 0 quando r — oo.

@ A fase inicialmente € —180°, pois G(0) = =L =< 0.

@ Conforme m — o, a fase vai para —90°, visto que os dois polos
contribuem com —90° cada, mas o zero contribui com +90°.

@ Como o |p1| < |z1], a fase comega a decrescer primeiro, ficando
menor do que —180°.
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Example 14.

s—z
G(s)= ——— 7/ <0,p1 <0, p, >0, |p1| < |z1] < |pal-
(s=p1)(s—p2) 31)

@ O sistema é estritamente préprio: |G(s)| — 0 quando r — oo.
@ A fase inicialmente € —180°, pois G(0) = =L =< 0.
@ Conforme m — o, a fase vai para —90°, visto que os dois polos

contribuem com —90° cada, mas o zero contribui com +90°.

@ Como o |p1| < |z1], a fase comega a decrescer primeiro, ficando
menor do que —180°.

@ Depois, como |z;| < |p2|, passa a aumentar, retornado a —180°.
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Example 14.

s—z
G(s)= ——— 7/ <0,p1 <0, p, >0, |p1| < |z1] < |pal-
(s=p1)(s—p2) 31)

@ O sistema é estritamente préprio: |G(s)| — 0 quando r — oo.

@ A fase inicialmente € —180°, pois G(0) = =L =< 0.

@ Conforme m — o, a fase vai para —90°, visto que os dois polos
contribuem com —90° cada, mas o zero contribui com +90°.

@ Como o |p1| < |z1], a fase comega a decrescer primeiro, ficando
menor do que —180°.

@ Depois, como |z;| < |p2|, passa a aumentar, retornado a —180°.

@ Finalmente, por causa de p», vai a —90°.
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Exemplo 14 - continuagao

- = \\~‘o 7R
plpz_ 1
Kz

41m(G)

Re(G)
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Exemplo 14 - continuagao

@ No diagrama de Nyquist ha dois cruzamentos com o eixo real no
SPE.

”
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Exemplo 14 - continuagao

@ No diagrama de Nyquist ha dois cruzamentos com o eixo real no
SPE.

@ Um deles em —z;/pip> € outro em —R.

”
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Exemplo 14 - continuagao

@ No diagrama de Nyquist ha dois cruzamentos com o eixo real no
SPE.

@ Um deles em —z;/pip> € outro em —R.

@ Como em MA ha um polo no SPD, P = 1.

”
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Exemplo 14 - continuagao

@ No diagrama de Nyquist ha dois cruzamentos com o eixo real no
SPE.

@ Um deles em —z;/pip> € outro em —R.

@ Como em MA ha um polo no SPD, P = 1.

@ Para estabilidade, deve-seterZ=P+N=0=N=—-P=—1
(uma volta em torno de —1/K no sentido anti-horario).

”
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Exemplo 14 - continuagao

@ No diagrama de Nyquist ha dois cruzamentos com o eixo real no
SPE.

@ Um deles em —z;/pip> € outro em —R.

@ Como em MA ha um polo no SPD, P = 1.

@ Para estabilidade, deve-seterZ=P+N=0=N=—-P=—1
(uma volta em torno de —1/K no sentido anti-horario).

@ Isso ocorrera no caso em verde, com 0 < K; < 1/R.

”
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Exemplo 14 - continuagao

@ No diagrama de Nyquist ha dois cruzamentos com o eixo real no
SPE.

@ Um deles em —z;/pip> € outro em —R.

@ Como em MA ha um polo no SPD, P = 1.

@ Para estabilidade, deve-seterZ=P+N=0=N=—P=—1
(uma volta em torno de —1/K no sentido anti-horario).

@ Isso ocorrera no caso em verde, com 0 < K; < 1/R.

@ No caso vermelho, tem-se 1/R < K, < p1p2/z1, com uma volta
no sentido horério, istoé, N=1—Z=N+P =141 =2 (polos
no SPD).

”
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Exemplo 14 - continuagao

@ No diagrama de Nyquist ha dois cruzamentos com o eixo real no
SPE.

@ Um deles em —z;/pip> € outro em —R.

@ Como em MA ha um polo no SPD, P = 1.

@ Para estabilidade, deve-seterZ=P+N=0=N=—-P=—1
(uma volta em torno de —1/K no sentido anti-horario).

@ Isso ocorrera no caso em verde, com 0 < K; < 1/R.

@ No caso vermelho, tem-se 1/R < K, < p1p2/z1, com uma volta
no sentido horério, istoé, N=1—Z=N+P =141 =2 (polos
no SPD).

@ Caso tenhamos K > pip>/z; ou K < 0, entdo ndo ha nenhuma
voltaemtornode —1/K;;, N=0—-Z=N+P=0+1=1 (polo

no SPD).
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Exemplo 14 - continuagao
Ha limites tanto inferior quanto superior para o ganho de modo a man-
ter o sistema estavel: 0 < K; < 1/R, de forma que —1/K; néo cruze
os pontos s = 0 e s = —R. Nesse caso, para um valor fixo de K nessa
faixa, as margens de estabilidade sao:

@ oo: inferior (pois teriamos que dividir K por infinito para ficar igual

a 0);
@ 1/RK: superior (multiplicando K por 1/RK, entdo —1/K = —R).

41m(G)

Pt

3 —————»

21 \\\ R Re(G)
P1P2 i
R i
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Margem de fase no Diagrama de Nyquist

@ Uma segunda possibilidade para instabilizar o sistema pode se
referir ao sinal estar defasado;

@ Uma medida de “tolerancia a defasagem”, isto &, quanto o sinal
pode estar defasado antes de tornar o sistema instavel;

@ A margem de fase é o quanto falta para a fase valer —180°
quando o ganho é unitario.
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20(s+1)
(s+5)(s+2)(s—1)

G(s) = (32)

=
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20(s+1)
(s+5)(s+2)(s—1)

G(s) =

(32)

@ O sistema é estritamente proprio: |G(s)| — 0 quando r — oe.

=
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20(s+1)
(s+5)(s+2)(s—1)

G(s) =

(32)

@ O sistema é estritamente proprio: |G(s)| — 0 quando r — oe.
@ A fase inicialmente é —180°.

=
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20(s+1)
(s+5)(s+2)(s—1)

G(s) =

(32)

@ O sistema é estritamente proprio: |G(s)| — 0 quando r — oe.
@ A fase inicialmente é —180°.

@ Conforme ® — oo, a fase vai para —180°, visto que os trés polos
contribuem com —90° cada, mas o zero contribui com +90°.

=
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Diagrama de Nyquist

15

@ A margem de fase pode ser vista a partir do ponto de cruzamento
da circunferéncia de raio unitario com o diagrama de Nyquist;

y EZ?/
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Exemplo 15 - continuagao

Diagrama de Nyquist

15

@ A margem de fase pode ser vista a partir do ponto de cruzamento
da circunferéncia de raio unitario com o diagrama de Nyquist;

@ Caso a fase seja diminuida desta quantidade, o nimero de voltas
em torno de —1 mudara de N = —1 para N = 0;

y EZ?/
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Exemplo 15 - continuagao

Diagrama de Nyquist

15

@ A margem de fase pode ser vista a partir do ponto de cruzamento
da circunferéncia de raio unitario com o diagrama de Nyquist;

@ Caso a fase seja diminuida desta quantidade, o nimero de voltas
em torno de —1 mudara de N = —1 para N = 0;

@ Como P =1, isso resultara no nimero de polos de MF no SPD
mudando de Z = 0 para Z = 1, torando o sistema instavel. F
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Atraso de tempo: efeito na estabilidade

O atraso de transporte de 6 unidades de tempo no sinal de entrada da
funcao de transferéncia G, (s) corresponde a multiplicagdo de da
funcéo de transferéncia pelo fator ¢ —5:

G(s) = Gu(s)e ™, (33)

em que G,(s) é a fungéo de transferéncia sem considerar o atraso.
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Substituindo s = jw, a parte G,(s) da fungao de transferéncia que é
uma razao de polindmios permanecera sendo aquela que seria se
nao houvesse o atraso. Porém, o termo e‘5j‘°apareceré multiplicando,
assim:

G(j)| = [Ga(joo)|le 7| = |Gu(joo). (34)

pois, pela identidade de Euler:
¢ 7% — cos(8m) — jsen(dw), (35)

donde

le 30| = \/cos2(80)) +sen?(dw) = 1. (36)
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Quanto a fase,
LG(jo) = LG, (jo) + Le 7 = LG, (jo) — Sw. (37)

Isso porque, novamente recorrendo a identidade de Euler:

. Im { /3 _
£ —arctan L.} = arctan —sen(dv)
Re {73} cos(dm)
=arctan(—tand®) = —d. (38)
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Example 16.

_ —O&s __ 4 —0,2s
G(s) =Gyu(s)e > = GHoDGED 1)6 . (39)
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Example 16.

_ —O&s __ 4 —0,2s
G(s) =Gyu(s)e > = GHoDGED 1)6 . (39)

@ Afase em s =0 ¢é 0 e o mbdulo vale 40;

Rubens J M Afonso Estabilidade de sistemas de controle




Instituto Tecnoldgico de Aerol a 63/ 69

Example 16.

_ —O&s __ 4 —0,2s
G(s) =Gyu(s)e > = GHoDGED 1)6 . (39)

@ Afase em s =0 ¢é 0 e o mbdulo vale 40;
@ Conforme m varia de 0 a +oo, a fase vai a —180°;

@ O sistema é estritamente préprio, o que faz com que o médulo
seja 0 para @ — oo.

e
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Example 16.

_ —O&s __ 4 —0,2s
G(s) =Gyu(s)e > = GHoDGED 1)6 . (39)

@ Afase em s =0 ¢é 0 e o mbdulo vale 40;
@ Conforme m varia de 0 a +oo, a fase vai a —180°;

@ O sistema é estritamente préprio, o que faz com que o médulo
seja 0 para @ — oo.

Im(G) 4

—
_/

Re(G)

\

Rubens J M Afonso Estabilidade de sistemas de controle




Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Exemplo 16 - continuagao

_ —ds __ 4 —0,2s
G(s) = Gyu(s)e > = GHoDGED 1)6 . (40)

Im(G) 4

Re(G)

—
_/

Nao ha cruzamento do eixo real negativo = ganho positivo jamais ins-
tabilizara o sistema em MF. )
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Esboc¢o do diagrama de Nyquist com atraso

@ A medida que o médulo se aproxima de 0, a fase diminui
monotonicamente = o diagrama polar da infinitas voltas e torno
da origem;

Im(G) 4

i/Re(E)
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Esboc¢o do diagrama de Nyquist com atraso

@ A medida que o médulo se aproxima de 0, a fase diminui
monotonicamente = o diagrama polar da infinitas voltas e torno
da origem;

@ Ha valores de K a partir dos quais ha de uma até infinitas voltas
em torno de —1/K;

Im(G) 4

i/Re(E)
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Esboc¢o do diagrama de Nyquist com atraso

@ A medida que o médulo se aproxima de 0, a fase diminui
monotonicamente = o diagrama polar da infinitas voltas e torno
da origem;

@ Ha valores de K a partir dos quais ha de uma até infinitas voltas
em torno de —1/K;

@ O sistema que era estavel para qualquer ganho positivo foi
instabilizado para K “grande” por conta do atraso.

Im(G) 4

i/Re(E)
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Exemplo 15 - continuagao

Tem-se, para o exemplo 15, que

20(s+1)
(s+35)(s+2)(s—1)’

Gu(s) = (41)

o que resulta na margem de fase PM = 56,7°:

Diagrama de Nyquist

15
1 =i
N
\
0.5 \
E O
/
-0.5 /
Y
= System: Gn
Phase Margin (deg): 56.7
Delay Margin (sec): 0.348
Atrequency (rad/s): 2.84
Closed loop stable? Yes
-1.5 . 1 . 1

-25 -2 -15 -1 -05 0 0.5

b f
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Exemplo 15 - continuagao

Considerando um atraso de tempo de 8 = 0,2 s, a margem de fase é
reduzida para PM’' = PM —8m = 56,7 — 0,2 x 2,84 x 180 = 24 1°:
05 Diagrama de Nyquist
1 ==
0.5 \\
E 0
-05 /-
-1 Bretem Mgr’;m (deg) ss/ 7
Delay Margin (sec): 0.348
S bty
S5 2 15 1 w05 0 05
Re
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Exemplo 15 - continuagao

Considerando um atraso de tempo de 8 = 0,2 s, a margem de fase é
reduzida para PM' = PM — 8w = 56,7 — 0,2 x 2,84 x 180 =24 1°:
05 Diagrama de Nyquist ‘
1 =
05 hS
E 0 j
-05 " System: untitied1 /I
Phase Margin (deg): 24.1 ’
o v o .12 I
=il Closed loop stable?
-15~ L : ; : L : :
S215] =7 S185] =il -0.5 0 0.5 1
Re
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Exemplo 15 - continuagao

Considerando um atraso de tempo limitrofe de 8 = 0,348 s, a margem
de fase é reduzida para PM" = PM — 8w = 56,7 —0,348 x 2,84 x 130 ~
0 (isto é, o sistema em MF encontra-se proximo a instabilidade):

Diagrama de Nyquist

15
1 TTes
N
N
05 \
£ 0
05 ’
" /
p
-1 System: Gn
Phase Margin (deg): 56.7
Delay Margin (sec): 0.348
At frequency (rad/s): 2.84
Closed loop stable? Yes
-15

2B R -15 -1 -05 0 0.5
Re
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Exemplo 15 - continuagao

Considerando um atraso de tempo limitrofe de & = 0,348 s, a margem
de fase é reduzida para PM" = PM — 8w = 56,7—0,348 x 2,84 x 180 ~
0 (isto é, o sistema em MF encontra-se préximo a instabilidade):

Diagrama de Nyquist

08 o

0.6 /
’

System: untitied1

Phase Margin (deg): 0.0322

0.2 Delay Margin (sec): 0.000198
- ) At frequency (rad/s): 2.84
Closed loop stable? Yes

0.4

Im
o
L}

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8 ~
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Exemplo 15 - continuagao
Respostas a uma entrada degrau para o sistema em MF:

Resposta a degrau unitario

y(®

I I I
0 2

I I
4 6 8 10 12
Tempo (s) (seconds)

14

=
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Exemplo 15 - continuagao
Respostas a uma entrada degrau para o sistema em MF:

Resposta a degrau unitario

y(®

I I I I
100 200

300 400 500 600
Tempo (s) (seconds)
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