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Linearizacao exata por realimentagcao de estados

Este método permite linearizar o sistema exatamente, de forma que
se comporta como previsto independentemente de estar em uma
vizinhanga em torno da trajetéria de linearizagao.

Exemplo: Seja o sistema

X1 = —2x1 +axy +senxy

Xp = —xpcosx| +cos(2x; )u

Como escolher o sinal de controle u para obter uma dinamica linear
valida para todo o R??

=
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X1 = —2x; +axy +senx
Xp = —xpcosx] +cos(2x; )u
Ideia 1: Redefinir as variaveis de estado, de forma que a EDO de x|

fique linear, pois ndo a conseguimos manipular diretamente por meio
de u. Escolhendo:

1 = X1,
Zp = axp +senxy,
vemos que z, é igual aos dois termos mais a direita de EDO de i,
incluindo o termo nao linear senx;. Esta escolha de variaveis de
estado ja lineariza a primeira EDO, pois:
Z1=X=—-2 x1 +axy+senx; = —2z1+2
~ ——

<1 2 =
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X1 = —2x1 +ax; +senx;
Jp = —xpcosxj +cos(2xy )u
i1 = X1,
2 senz

0 =axp+senx; — xp = — — ,
a

Calculando agora

Zp =aky + X1 cosx; = a[—xycoszy + cos(2zy )u] + (—2z1 +22) coszy

Z senz
a [— (ZZ -— 1)cosm +cos(2z1)u| +(—2z1 +22) coszy

—ze0s7] +senz; coszy +acos(2z; )u — 271 cosz) + 2200827
senzj coszy +acos(2z;)u — 27y coszy
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Zp = senzj coszy +acos(2z) )u — 2z; coszj

Escolhendo
271€08Z] —senzycoszy +v
acos(2zy)
Tem-se:
=V
Assim o sistema fica:
21=-2721+2
=V

que é linear considerando os estados z; e z; € a entrada v.
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1="20+2

=V

Este sistema é controlavel, entdao podem-se alocar os autovalores em
quaisquer posi¢oes desejadas, podendo estabilizar o sistema em MF
mediante a lei de controle:

V= —k1x1 —kzXz = —kz.
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Proposta de método

Baseado neste exemplo, podemos propor o seguinte procedimento:
Seja o sistema for descrito por

A = f(x) + g (x)u,

em que u é a entrada de controle e

X
X

X = X

x(n_l)

€ o vetor de estados.
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O sistema pode ser colocado na forma companheira

X1 X2
X2 X3
X3 = X4

6] L) +g(x)ul

emm que f e g sdo funcdes possivelmente néo lineares. Escolhendo o
sinal de controle como

obtém-se a linearizagao por realimentagao.
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Resultando
oh o]
X2 X3
X3 = | x4
_Xn_ - v -

Basta determinar v para estabilizar o sistema e o projeto estara
completo. Uma alternativa € escolher:

v=—kix; —koxo —kzx3 — -+ — kyx, = Kx.

Se o sistema for controlavel, podem-se alocar os autovalores em

quaisquer posicoes desejadas.

Caso o sistema nao seja dado na forma companheira, € necessaria

uma mudanca de variaveis de estado. _ _
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Formalizacao do método

Caso o sistema esteja na forma especial

a lei de controle

torna este sistema linear:

7 = AZ+ BV.
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Se o par (A,B) for controlavel, existe uma matriz P ndo singular que
realiza a mudanca de variaveis

z =Pz,
colocando o sistema na forma candnica controlavel

2= Pi=PAZ-+PBVv=PAP 'z+ PB V.
e ~~

Ac bc
As matrizes sao
[0 1 0 0 ] [0]
0 0 1 0 0
Ac= : : : . : , Bc=
0 0 0 1 0
|—a1 —ay —az ... —ay] 1] _ -
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Pode-se escolher a lei de controle
v=—-kz+v,

determinando k = —[a; a» a3 ... a,]” de modo a alocar todos os
autovalores de A — Bk em 0. Assim, o sistema ficaria

0 1 0 ... O] 0]
001 ...0 0
Z2=1. . .ozt v
000 ... 1
0 0 0 ... 0] 1]
Apz+ Bpv,

que a a chamada representacao na forma candnica de Brunovsly,
equivalente a uma cadeia de n integradores do sinal de entrada.
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Lembrando que

V=—kz+v,
e
z=Pi,
tem-se
u=B(z)[—kPz+v]+a(z) =B(z)v+oz) — B(z)kPz,
o(z)

que € a lei de controle estabilizante procurada em fungéo de Z.
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Método

A ideia é encontrar uma transformacgao 7T : R" — R" que permita
reescrever o sistema dado por

na forma
z=Az+BB ' (z)[u—a(z)]
Fazendo
z=T(x),
tem-se

or. or, . T
a—XX = &f(x) + a—xg(x)u B B

7=
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Em particular, buscam-se & e P tais que

7=Api+Bgp (z)[u— 0(2)]
AT (x)+Bsp~ (T (x)[u—a(T(x))]
AT (x) +BpB ™" (x)[u— &(x)].
Lembrando que
oT oT

= 5 H0) + 5 8,

Devem-se ter
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oS O
O =
—
(e}
(e)

oS O
oo...
(e)
—
(e)

o
oT O a-1
58 =1 B (x)
0
1
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Assim
ory ory Ty, .
-87)61 sz e axn_ f(X) = TZ(X)
T, 9T, 0T ]

_a_xl E a_xn_ f(X):TS(X>

oL Tt = (A,

_axl BXQ o
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Analogamente
(0T, T, oT | B
-TMTM axn_g(x)—()
(0T, oT o7, |

R axn_g(x):O

(91, 9T,  T,] . &
S| B =B

_Bxl aX2 N
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Exemplo
Considere o sistema

X1 = —asenxy,
Xy = —x% +u.
Entdo:
—asenxs 0
flx1,02) = 2 g(x1,x2) = | (1)
1
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Buscamos encontrar a transformacédo T que satisfaga:

or OTy]. .
[axl E)xj f(x) = T»(x) (2)
oT, oT ~
|0 =B wacw. ®
ory o]
[axl sz] g(x)=0 (4)
T, AT .
s -5 ©
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De (4) e (1), tem-se que:

oTy

55:0 (6)

Por outro lado, usando (2), (1) e o resultado de (6):

—asenxy,—— oT, =T (x), (7)
oxy
donde:
oT, 0T,
aixl = —da SCHXZ?, (8)
o7, L o7y ©)
—axz = acosx2a 0
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Adotando

T](X) = X1, (10)

satisfaz-se (6).
Por outro lado, usando (2), (1) e o resultado de (6):

T»(x) = —asenx;. (11)

Finalmente, para obter a lei de controle de realimentacao de estados
com linearizagdo exata, basta resolver (5) para encontrar 3(x) e, com
este valor, resolver (3) &(x):

-
B(x) = Bﬂ = —acjsxz, (12)
a(x) = —p(x) (—x1) (—acosxy) = x7. (13) .

=
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A lei de controle resultante é

1
< - 2
u=pXv+ox)=———v+x
BR)Y+a(%) =~ v,
substituindo em
X1 = —asenxy,
. 2
Xy = —X] +u,
tem-se
X1 = —asenxy,
1
xzz—x%— v—i—x%:— 1%
acosxp acosxp
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Determinando z = T'(x):

i1 =X1,
Zp = —asenxy,
donde
Z] :Xl = —asenx; = 77,
: . 1
2 =—axpCoSxp = —a| ———V | COSXxp =V,
acosSxy

0 que permite concluir que a lei de controle encontrada de fato
lineariza e estabiliza o sistema.
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