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Obtencao de modelos matematicos de sistemas complexos

@ Estudo de sistemas requer obter modelos matematicos de
sistemas reais.

@ Modelos baseados em principios fisicos sdo os mais utilizados
para controle de sistemas. P. ex.:

@ Sistemas mecanicos podem ser modelados através das leis de
Newton.

e Circuitos elétricos podem ser modelados aplicando-se as leis de
Kirchhoff e conhecendo o modelo elétrico de cada componente
do circuito.

@ Interface de muitos subsistemas, interacdo entre subsistemas
mecanicos translacionais e rotacionais, elétricos, quimicos, etc.,
— métodos mais genéricos — sistematizagao do processo de
modelagem.
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Formulacao lagrangeana

@ Vantagem: eliminar forgas de restricdo que nao realizam trabalho
no sistema — | incognitas desnecessarias.

@ Envolve coordenadas intrinsecas e fungdes intrinsecas.
e Fungoes intrinsecas: a energia cinética, o trabalho ou o seu
negativo. i. e., a energia potencial.
e Coordenadas intrinsecas: o nimero minimo de variaveis
independentes necessarias para descrever o sistema.
Normalmente chamadas coordenadas generalizadas.

Equacao de Lagrange
doT oT  dV
dt aqz a‘b’ aiql
em que T é a energia cinética, V é a energia potencial, g; é a i-ésima

, 1<i<n (1)

coordenada generalizada e ¢; = dq’

=
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Exemplo motivador - massa deslizando em um fio

Suponhamos que uma massa pontual de massa m deslize em um fio
cuja posicao varie de acordo com:

X = q)(q’t) (2)
= B(q.t) (3)

em que as fungdes ¢, ¥ e Yy, bem como suas derivadas, sao

. J 0 ~ .
continuas e %, 3—2 e a—‘f]’ nao se anulam simultaneamente.

As equacdes de movimento sdo:

mi =X+X (5)
my=Y+Y (6)
mi=2+17 (7)

em que (X,Y,Z) séo as forgas aplicadas e (X,Y,z) sdo as forgas de W
restricao.
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Vinculo das forcas de restricao

As forcas de restricao obedecem:
AX 4 uY +vZ =0, (8)

em que (A,u,v) representam um vetor tangente ao fio na posigdo da
massa. Nesse ponto, o produto interno se anula pois as forcas de
reagao sao perpendiculares ao fio.

tangente a
trajetoria

forga de
restrigdo

m

Figura: Fio e massa livre para se mover ao longo dele.
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Eliminacao das forgas de restricao

Multiplicando (5) por g—;, (6) por g—z e (7) por g—é e somando, tem-se:

Ox . dy .0z ) ox dy dz ox _dy 0z
m{i— 4y i | =X+ Vo 4 Z o - Xem + Voo 2
( g7 q dg  dq dq dq dq Iq

0

9)
em gue o termo a direita se anula porque o vetor (%’%’%) é
tangente ao fio.

Tomando Q = Xg—;‘ + Y% —|—Z§—f], podemos escrever de forma

compacta:
LOx o dy 07
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Energia cinética

Por outro lado, a fungao que representa a energia cinética €

T:%(x2+y2+zz) (11)
em que

NP (12)
T
__dy  dy
)’—a*qﬁﬁ'g (13)
.0z, 0z
Z—%q g (14)
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Derivadas da energia cinética com respeito a ¢

Podemos derivar (11) com respeito a g para obter:

oT B dx 9y 0z
aq-m(anryaq%- i)q) (15)
De (12), (13) e (14), tém-se:
% = % (16)
o dq
ay B @
%~ % i
0z 0dz
3~ 9 e
Substituindo em (15):
oT 0x Ox Ox
aq—m<x6q+yaq—|—zaq> (19) _
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Derivadas da energia cinética com respeito a g

Por outro lado, derivando (11) com respeito a g:

o (3x 9y 0z
5= (55, 0
De (12), (13) e (14), tém-se:
oo, o o
9 a2l 9ot
o0y 0%y, %y
aiq_aiqzq g0t (22)
: 2 2
R _07,, 9% (23)

3 o1 qor

substituindo em (20), resulta:

O _ (@, FxY (P, Py, (¥, P

a1\ 9gar) T\ o2 agar) T\ o2t aqar _
(24)
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Derivada temporal

Agora, derivando (19) com respeito ao tempo:

Calculando as derivadas com respeito ao tempo:

d ox aZx_ 9%

— 2
didg a2t aqar (26)
dady ??y. %y
E@—@Q‘Fm (27)
2 2
daziazq 0°z (28)
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Observando os lados direitos de (21), (22) e (23) e de (26), (27) e
(28), respectivamente, conclui-se que

dax_ax o
dtdg dq (29)
ddy 9y
doz 0oz
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Obtendo equacao envolvendo forcas generalizadas

Substituindo (29), (30) e (31) em (25):

T T L L L P 32
aag "\ Yag Trag Ve ey TRy i) B2

Reorganizando os termos:

aog "\ Yo Ve 45, m"aq yaq Zaq

~~

0 or

dq

e (20) e (10), conclui-se que:

doT oT
aafq:afq‘f'Q (34)

=
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Presenca de forcas

O trabalho 7 realizado por uma forga F é:

«::fF-cﬁ:]f(Fx,Fy,Fz)-(g;,gfj,gfl) dg  (35)

desenvolvendo a expressao

0z
‘c—%( —I— a)dq (36)

Da definicao de Q (10), tem-se que:

ox dy 0z
o= (5as) e
isto &, precisamente o integrando de (36). Assim:
8
0=+ (38)
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Obtendo a Equagao de Lagrange

Entao, para a coordenada ¢, (34) fica:

doT OT ot
— s = (39)
dtdg dg dq

em gue T é o trabalho das forgas externas. Em particular, se forem
conservativas, o trabalho nao depende do caminho e o trabalho é o
oposto da energia potencial associada V:

dar T _ v

@3g 3 % )

Exemplos dessas forgas sao as forgas gravitacional (V = mgh, m:
massa do corpo, g: aceleragao da gravidade e A: altura com relagao
ao ponto inicial) e elétrica (V = q1q2/4neor, g;: carga do corpo 1, ga:
carga do corpo 2, €y: permeabilidade elétrica do vacuo e r: distancia
com relagao ao ponto inicial). >
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Exemplo 1 - Massa pontual em um arco girante vertical

Suponha que uma massa pontual m seja livre para deslizar sobre um
arco de raio a que gira em torno de um eixo vertical com velocidade
constante ®. Determine a dinamica do angulo 6 que o raio unindo a
massa ao centro do aro forma com o eixo vertical, como na Fig. 2.

z

N
gl [ Y
> L

N

Figura: Aro girando com relagao ao eixo vertical para o exemplo

>
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Exemplo 1 - Massa pontual em um arco girante vertical

Nesse caso, tém-se as seguintes equacdes para as posicoes:

x = asen (8) cos(or) (41)
= asen (0) sen (wr) (42)
7= —acos(0) (43)

em que g = 0 é a coordenada generalizada.
Derivando com respeito ao tempo:

x=a[Bcos(8)cos(wr) — wsen (6) sen (or)] (44)
= a [Bcos(0) sen (1) + sen (6) cos(or)] (45)
z=absen (0) (46)
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Exemplo 1 - Massa pontual em um arco girante vertical

A energia cinética é:

2
T=3 Ry = [P rolsen’®)] @)
Donde:
E;g = ma*®?* sen (8) cos(0) = %a%oz sen (20) (48)
T .
39 = ma*0 (49)
d oT 25
o " %0
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Exemplo 1 - Massa pontual em um arco girante vertical

A energia potencial, por sua vez, é:

V =mgh = mga[l —cos(0)] (51)
donde: P
39 = mgasen (0) (52)

Usando a Equagéo de Lagrange (40):

ma*6 — %aza)2 sen (20) = —mgasen (0) (53)
Reordenando os termos:
2

6= % sen (20) — %sen (8) (54)

=
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Exemplo 2 - Massa pontual em um fio girante

Suponha que uma massa pontual m seja livre para deslizar sobre um
fio que gira em torno de um eixo horizontal com velocidade constante
. Determine a dindmica da distancia r entre a massa e o centro
rotagéo, como na Fig. 3.

Y

gl | ™
.

wt
X

Figura: Fio girando com relacédo ao eixo horizontal para o exemplo
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Exemplo 2 - Massa pontual em um fio girante

Nesse caso, tém-se as seguintes equacdes para as posicoes:

x = rcos(ot) (55)
y =rsen (or) (56)

em que g = r é a coordenada generalizada.
Derivando com respeito ao tempo:

X = i-cos(wt) — rmsen (mr) (57)
y =isen(r)+ rocos(mr) (58)
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Exemplo 2 - Massa pontual em um fio girante

A energia cinética é:

T=2 (45 = 3 (7 +r7a?) (59)
Donde:

a—T = mrw? (60)
or
oT _
Fri mi (61)
ial — my (62)
dior
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Exemplo 2 - Massa pontual em um fio girante

A energia potencial, por sua vez, é:

V = mgy = mgrsen () (63)
donde:
W _ mg sen (o) (64)
or 8

Usando a Equagao de Lagrange (40):
mi — mre’ = —mg sen (o) (65)
Reordenando os termos:

i = ro’ — gsen (o) (66)
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Exemplo 3 - Massa pontual em um arco rolante com

velocidade constante

Suponha que uma massa pontual m seja livre para deslizar em um
arco que rola sobre um plano horizontal horizontal sem deslizar com
velocidade constante v. Determine a dinamica do angulo 6 entre o
raio que se liga a massa e a vertical, como na Fig. 4.

Y

Figura: Aro rolando sobre um plano horizontal para o exemplo
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Exemplo 3 - Massa pontual em um arco rolante com

velocidade constante

Nesse caso, tém-se as seguintes equagdes para as posicoes:

x=vt+asen(0) (67)
y=all —cos(0)] (68)

em que g = 0 é a coordenada generalizada.
Derivando com respeito ao tempo:

i =v+abcos(0) (69)
y=aBsen (0) (70)
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Exemplo 3 - Massa pontual em um arco rolante com

velocidade constante

A energia cinética é:

T= % (#+3) = % [V? + 2vabcos(0) + a*6? (71)
Donde:
3g = —mva@sen (8) (72)
g = mvacos(0) +ma*0 (73)
d oT . 5
aol 74
796 mva®sen (8) +ma-0 (74)
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Exemplo 3 - Massa pontual em um arco rolante com

velocidade constante

A energia potencial, por sua vez, é:

V =mgy =mga[l —cos(0)] (75)
donde: e
39 = mgasen (0) (76)

Usando a Equagéo de Lagrange (40):

—mvad sen (8) + ma’6 — [—mvaBsen (0)] +mgasen (6) =0 (77)
Agrupando os termos e dividindo por ma?:

0+ § sen(0) =0 (78)

=

que € a equagao de um péndulo simples.
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

Suponha que uma massa pontual m seja livre para deslizar em um
arco que rola sobre um plano horizontal horizontal sem deslizar,
porém sujeito a atrito com o solo, cujo coeficiente é u. Assuma que a
massa do aro € M. Determine a dinamica do angulo 6 entre o raio que
se liga a massa e a vertical, como na Fig. 5 e da posicao horizontal do
centro do arco xyy.

v,
M
NS

Figura: Aro rolando sobre um plano horizontal com atrito para o exemploW

Rubens J M Afonso Modelagem através da formulagéo lagrangeana



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 28/ 47

Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

O momento de inércia do aro é dado por

J = Ma*. (79)
A velocidade v é:
vV =aQ. (80)
Nesse caso, tém-se as seguintes equagdes para as posigoes da
massa m:
x=xy +asen(0) (81)
y=a[l —cos(0)] (82)

em que g; = 0 e g = x)y sao as coordenadas generalizadas.
Derivando com respeito ao tempo:

Xx=v-+abcos(0) (83)
y=absen(0) (W
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

A energia cinética é:

r=Mp tpm (% +37)

2 2 2
M Ma* : .
:Eazw2 + Tamz + % [V2 +2vabcos(8) + a*6?

=Md*®* + % [vz +2vaBcos(8) + azez]

=Mi3, + %x,zv, + maky 0 cos(0) + %azéz
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

A energia cinética é:

T =M}, + %x,zw + maiy®cos(0) + %azez (85)
Donde:

oT

P o

. (86)

T .

(36 = —maxp0Osen (0) (87)
oT . . ;

—— = 2Miys + miy + maBcos(0) (88)
8xM

oT ;
% = maiy cos(0) + ma*9 (89)
d oT . . . 22
— —— = 2M%p + mip +maBcos(0) —mab”sen (0)  (90)
dt 8xM

d oT . g 25 —l—
i majy cos(0) — maipyOsen (0) +ma0 9
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

A energia potencial, por sua vez, é:

V =mgy =mgall —cos(0)] (92)
donde:
oV
aV
=g — 84 sen (0) (94)
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

A forga externa é o atrito, dado por:

Oxy = far = —u(M +m)g. (95)

Usando a Equagao de Lagrange (40) em cada coordenada
generalizada:

Xy 0 (2M + m) iy + mab cos(0) — mab® sen (0) = —u(M +m)g, (96)
0 : majiy cos(0) — maky 0 sen (8) + ma*6-+
+ maiy®sen () +mgasen (8) =0,

0 : ¥pcos(8) +ab + gsen (8) =0. (97)
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

As equacdes (96) e (97) relacionam as aceleragdes segundo as
coordenadas generalizadas x;; e 6. Se considerarmos que M > m
em (96), isto é, que a massa do aro & muito maior do que a da massa
pontual, entdo:

fu = —58. (98)
Substituindo Xy, de (98) em (97):
§— 8 [H _
65 [ ~ cos(6) — sen (e)] . (99)
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

Encontrando o ponto de equilibrio de (99):

gcos(eeq) — sen (6.4) =0 — 8,, = arctan (g) . (100)

Linearizando com pequenos deslocamentos 86 em torno deste ponto
de equilibrio, isto é, admitindo que 8 = 8, + 66 em (99)
[ g 760 (0)

56,
0=0,,
[—‘i sen (6,) — cos(eeq)} 56,

2
{—g sen [arctan (g)] —cos {arctan (g)} }59 (101)

=
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

Agora, usando relacdes trigonométricas, tém-se:
seno.  u
==, 102
cosa 2 (102)
sen’o4cos?o = 1. (103)

Resolvendo, encontram-se:

senoc:%, (104)
24/ +1
1
(105)

00806227.
V1

Donde, substituindo em (101), tem-se:

2
.. =41
86 = _%59. (106)

=

O modelo linearizado prevé oscilagdo como um péndulo simples.
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

Reescrevendo as equagoes (96) e (97) usando as variaveis de
estado: x; = 0, x; = 0, x3 = x); € x4 = Xy, tém-se:

=, (107)
1

Xy =— [k4cosx] —gsenx], (108)
a

P (109)

. m+M LU Y m_. (110)

e 4 X X —a XpCOSX].

4 ‘Ugm—}—ZM m+2M 2 ! m—+2M :
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

Substituindo x4 de (110) em (108), obtém-se:

= mt M + " Zsen "
I\ TR o T o M T oM

X2 cosx1> COSX1
—gsenxl]. (111)
Isolando i, de (111):

_ 8 m+M
( 'uam—i-ZM

+ %%x% sen xl) cosx; — & senx

(1+ T cosxi)

i = (112)

=
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

Usando este valor de X em (110):

m+M

m
+a
M oM oM
M
m (—pE I X senxy) cosxy — £ senx;
—a cosX|

m—+2M (1+W:”2Mcosx1)

x5 senx;+

X4 =—

(113)

Desta forma, podem-se substituir (108) e (110) por (112) e (113) ,
respectivamente, para reescrever as equagoes de estado na forma:

x = f(x). (114)

=
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

Usando integracdo numérica de (114) podemos simular o
comportamento da massa pontual presa ao aro rolante. Usando os
seguintes valores para os parametros:

m=1kg, (115)
M =200 kg, (116)
g =10m/s?, (117)
u=0,005e (118)
a=25m (119)

e partindo da condigao inicial x” (0) = [0 0 0 2], simula-se o
comportamento do sistema.

Rubens J M Afonso Modelagem através da formulagéo lagrangeana



Instituto Tecnoldgico de Aero ca 40/ 47

Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

L L L L 50
50 60 70 80 % 100 Tempo (5)
Tempo (s)

Figura: Posi¢do angular da massa
pontual pelo tempo na presenga de
atrito.

Figura: Posicao do centro do aro pelo
tempo na presencga de atrito.
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

Nota-se que
@ Ha desaceleragao do aro até parar devido ao atrito.

@ Ha movimento oscilatério da massa pontual causado pelo
movimento do aro.

@ A oscilagdo se da em torno de 6,, = arctan (4) = 0,0025 rad

com frequéncia aproximadamente dada por

2

G+l .
Wpse = gT“ = 2 rad/s, que resulta em um periodo de
T,sc = TS, que sado os valores obtidos pelo modelo linear

aproximado quando M > m.

@ Apos o aro parar, a amplitude das oscilagées angulares aumenta.
Esta amplitude de oscilagdo ap6s a parada do rolamento do aro
depende de qual é o angulo da massa pontual no instante em
que o arco para, que serve como condicao inicial para um
movimento de péndulo simples da massa em torno de 6 = 0. W
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Exemplo 4 - Massa pontual em um arco rolante sob atrito

partindo de x4(0) =2,2 m/s

€y T
oo m o w o s e w0 o m W w % ow W w w
Figura: Posigao do centro do aro pelo Figura: Posig&o angular da massa
tempo na presenca de atrito partindo pontual pelo tempo na presenca de
de x4(0) =2,2 m/s. atrito partindo de x4(0) = 2,2 m/s.

=
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Equacao de Lagrange para sistemas com dissipacao

Principalmente no caso de circuitos elétricos, usualmente ha
elementos dissipadores, tais como resistores. Nesse caso, a equagao

de Lagrange fica sendo:

doL_L R _gi<i<n, (120)

g oq  oa
em que
@ L=T-YV éo “lagrangeano”,
@ R é a chamada fungao de dissipagao de Rayleigh. Usualmente, é
igual a metade da poténcia dissipada.
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Exemplo 5 - Circuito RLC

No caso do circuito RLC a seguir, pode-se escolher como
coordenada generalizada a carga no capacitor g, resultando que

g=i

Figura: Circuito RLC
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Exemplo 5 - Circuito RLC

Assim:
1, 1. 5 . .
T= EL” = Equ , energia no indutor (121)
1 1 g\> 1
V=-CV?==C | =) ==—¢ i it 122
2 v ;G <C1> 2C1q , energia no capacitor (122)
L=T V—lL'2 L 2 (123)
= ) 19 20, q
1 1
R= 5Rli2 = Equz, metade da poténcia dissipada no resistor
(124)
O=v (125)
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Exemplo 5 - Circuito RLC

Tomando as derivadas:

Substituindo na Equagéao de Lagrange (120):

drdg
Lig+-L +Rg=v.

oL L
a*q— 19
d oL .
Eaiq =Ligq
o ¢
g G
OR R
a— 149
d JL BL OR
aq % =0,

Ci

(126)
(127)
(128)

(129)

(130) -
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Exemplo 5 - Circuito RLC

O modelo obtido foi:

.. q .
Lig+ —+Rig=v,
19+ C 1qg=v

obtenha o modelo usando as leis de Kirchhoff e conclua sobre sua
validade.
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