Revisao da Teoria Classica de Controle

A maior parte do material contido nesse texto pode ser encontrado em livros tais como [I3],
[, [18], [B], [2, [12], [8] e [16], entre outros. O principal objeto de estudo considerado neste
texto é o Problema de Controle e Automacéio de Sistemas Dindmicos. Como ponto de partida, é
conveniente que se apresente uma formulagao geral deste problema. Para tal, sdo necessarias as
definigoes de Sistema Fisico e Especificagoes de Desempenho:

Sistema Fisico

Sistema Fisico é a parte do Universo que foi delimitada para estudo.

A parte do Universo que néo foi incluida no Sistema Fisico é denominada de Meio Ambiente.

Universo

Meio Ambiente

W
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Figura 1: Representacdo de um sistema como parte do universo, interagindo com as demais parte
deste através dos sinais w, u, y e z.

A figura [I] apresenta um sistema fisico genérico que interage com o meio ambiente através de
entradas w e u e saidas z e y. Exceto quando for necessario explicitar o efeito de ruido ou
perturbacoes, serd assumida a hipdtese simplificadora de que w = 0 e y = z, e, portanto, os
sistemas serao blocos com entradas u e saidas por y. Ressalta-se que, na literatura especializada,
a notagao w tende a lembrar ruidos estocasticos e, no caso de distirbios deterministicos, substitui-
se w por d.

Especificacoes de Desempenho

Especificagoes de Desempenho sao descrigbes do comportamento ou das caracteristicas a serem
apresentadas pelo Sistema Fisico apds a incorporacao do controlador.
Entre os comportamentos e caracteristicas usualmente requeridas pelo usudrio de um sistema de

controle estao:

e velocidade de resposta



e seguranga na operacgao

e conforto do operador

e precisdo na execucao da tarefa
e eficiéncia na operagao

e custo de instalacao

e custo de manutencao

e atendimento a normas técnicas
e restricoes ambientais

e simplicidade

e expansibilidade

Para se realizar um projeto de controlador, os comportamentos desejados devem ser traduzidos
na forma de especificagoes de desempenho quantitativas, tais como tempo de subida t,, tempo
de acomodacao tg, sobressinal Mp, margem de fase -, eficiéncia 7, valores maximos para o sinal
de controle |u(t)] < Uprax, limite na disponibilidade de energia fooo u?(7)dT < Earax , controle
z . o0 ~ ’ .
que leva ao menor custo possivel J,iimo = min fo fly(r),u(r),7)dr , excursdo da saida contida
u

em uma faixa Yiin < y(t) < Yiax Vi, etc...

Problema de Controle

Um Problema de Controle consiste em determinar uma forma atuar sobre um Sistema Fisico
de modo que o seu comportamento atenda as Especificacbes de Desempenho que haviam sido
fornecidas a priori .

Controlador é a entidade que afeta o sistema fisico através da varidvel manipulada u, de modo
que sejam atendidas as especificagoes de desempenho. A seguir sdo apresentados alguns exemplos
de problemas de controle:

e Sala com Ar Condicionado
Sistema Fisico = Escritério
Especificagdo de Desempenho = Manutencao da Temperatura em uma faixa confortavel
para o ser humano.
Controlador = Sensores de Temperatura + Trocadores de Calor + Circuladores de Ar

e Aviao
Sistema Fisico = Aviao de Passageiros
Especificagdo de Desempenho = Reduzida sensibilidade a turbuléncias atmosféricas.
Controlador = Acelerdmetros + Computador com Interfaces + Superficies de Comando
(Leme, Profundor, Ailerons).

e Pancreas Artificial
Sistema Fisico = Paciente Diabético
Especificagdo de Desempenho = Manutengao da Glicemia dentro de uma faixa de variacao
adequada para o corpo humano.



Controlador = Sensor de Concentragao de Glicose no Sangue + Bomba de Infusao de
Insulina.

e Robo para Solda
Sistema Fisico = Manipulador Mecanico com Efetor tipo Soldador
Especificagdo de Desempenho = Posicionamento Preciso do Efetor
Controlador = Encoders + Microprocessador + Cilindros Hidraulicos

Automacao

Controlador Automaético é aquele que requer pouca interferéncia humana na sua operagao. Ti-
picamente, as interferéncias se restringem a tarefas de ajustes periédicos e de monitoracao, nao
participando diretamente na geragdo das variaveis manipuladas w.

Em suma, a Formulagao Basica de um Problema Controle Automéatico pode assim ser caracteri-
zada:

e Dados um Sistema Fisico e um conjunto de Especificagoes de Desempenho,

e Obter um dispositivo (Controlador) que ndo requer interferéncia direta de opera-
dores humanos e que atua sobre o Sistema Fisico, de modo que o seu comportamento
atenda as Especificagoes de Desempenho.

Modelamento Matematico

Um Modelo de um determinado Sistema Fisico é a representacdo das suas caracteristicas rele-
vantes para o seu estudo. Segundo o principio da navalha de Occam, ou o de lex parsimoniae,
deve-se utilizar o modelo mais simples que seja suficiente para o estudo. Lembrar também a fase
de George Box: "Essentially, all models are wrong, but some are useful".

O conceito de modelo pode ser apresentado mediante exemplos do cotidiano. Um mapa é um
modelo para efeito de representagio das caracteristicas geogréaficas de uma regido. Um maquete
é um modelo para efeito de representacdo de caracteristicas arquitetonicas de um prédio. Um
rato é um modelo para efeito de estudo farmacolégico de um novo medicamento para tratamento
médico de humanos.

Como se pretende, nesse texto, adotar um enfoque quantitativo, é necessario que se disponha de
modelos matematicos que descrevem a evolucao dindmica do sistema fisico em estudo. Ou seja,
necessita-se dispor de Equagdes, Graficos, Tabelas ou Diagramas, entre outras possibilidades.

Sistemas dindmicos em que se pode assumir que os parametros do modelo sdo concentrados
podem, em geral, serem descritos por equagdes diferenciais ordinarias ou EDOs. Um exemplo
de tal sistema é um circuito resistor+capacitor+indutor, cujas dimensdes sdo muito menores
do que o comprimento de onda dos sinais envolvidos no circuito. Quando os pardmetros sao
distribuidos, é necessario, em geral, que se utilizem equacdes diferenciais parciais ou EDPs. E o



caso, por exemplo, de uma linha de transmissao longa, em que o comprimento de onda do sinal
que suporta é menor que a distdncia entre os seus extremos.

Assumindo-se que um sistema dindmico pode ser modelado empregando o conceito de pardmetros
concentrados, a equagao diferencial ordinaria envolvida seria da forma

ar d
F( Y Y

— e, = 1
dtn? 7dt’y7u7t) O ( )

em que y é a saida, u é a entrada, ¢ é o tempo e F alguma funcdo que busca descrever o
comportamento do sistema. No exemplo de EDO da expressao[2] os termos marcados NL sdo os
que conferem o cardter nao linear:

pel d dy d2y d 1
adk A —y + —y—Q + log & + —— +exp(|ul) = (2)
dt3 dt dt dt dt in(y) ~——
\ ;) N—— H/—’
NL NL NL NL

O termo indicado X na equacdo [2] pode ser pré-compensado pelo controlador que deve gerar a
saida v ao invés de u, segundo a férmula de conversao

v(t) = exp(|u(t)]) 3)

O sistema ¢ dito ser linear se I’ assume a forma particular

dny dn—l

Y 0T Y et an(y =) (@)

Caso o sistema seja também invariante no tempo, os parametros a,(t), ¢ = 1,2, ...,n nao depen-
dem explicitamente de t.

Sistemas SISO - LTI

Nesse texto, os modelos estudados serao do tipo SISO - Single-Input Single-Output e LTI - Linear
Time-Invariant, ou seja,

dn n—l

Y dy
n— nY — t
i T g Tt g Ty =ul®) (5)

em que a;, 2 = 1,2,...,n sao constantes reais.

Na &rea de Sistemas e Controle, é um costume comum simplificar a notagao, adotando-se:

dy . d’y (n—1) _ 4"~ W dy
YT Y dtn— 1’y Todn (6)

de modo que a expressao [5] pode ser reescrita mais compactamente
v +ary" Y bt an oy any = u (7)

Fornecidas as condi¢ées de contorno, usualmente condicGes iniciais, a equacdo diferencial ordi-
néaria 5] pode ser resolvida valendo-se de métodos bem conhecidos. Aqui, a equagdo diferencial



ordinaria de n-ésima ordem [p|serd inicialmente transformada em n equacoes de primeira ordem,
fazendo-se

rr =y (8)
Ty =y 9)
z, = yr b (10)

Nessas condigbes, tomando-se derivadas em t nas equagoes [8] obtém-se o sistema de equacgoes
diferenciais

T1 = Y=2=x (11)
3-1‘2 = y = T3 (12)
1 =y =—ayy" TV — L —apy—anytu (13)

= —a1Tp — .. — Ap_1T2 — ApT1 + U (14)

Definindo-se o vetor x = [z1 22 ... 2,]T, a ser chamado mais tarde de "estado", obtém-se de
que

0 1 0 - 0 0

0 0 1 0 0
xr = x+ u (15)

0 0 0 1 0

—ap —Qp_1 —0p_2 —a 1

A B

De 8] tem-se também que
y=[10 -+ 0 0]z (16)
c

Respostas de sistemas LTI
Solugao no dominio do tempo

A solugdo do sistema de equagdes diferenciais ordindrias [I5] pode ser obtida pelo método cons-
trutivo via iteragao de Picard [I].

Aqui, serd apenas verificado o fato de que a expressio

t
z(t) = etz (0) + / A=) Bu(r)dr (17)
0
é a solucao de
r = Az + Bu (18)

dada uma condicdo inicial x(0).



De fato, notando que a variavel de integracdo é 7 e nao t, a equagao [L7] é reescrita como

z(t) = Mz (0)4 M /Ot e~ 7 Bu(r)dr (19)

Pl tefAT w(T)dT
( 0+ [ e Bu >d> (20)

Diferenciando-se a expressao [I9) em ¢, obtém-se

¢
r = Aet (x (0) —I—/ G_ATB’LL(T)dT> + eMe= A By (21)
0

x

Az + Bu (22)

Exponencial de Matriz

A solugéo [17| envolve a expressido exp(At) com A, .. Por definigdo [3],
1 1
eMET 4 AL+ AT A (23)
mas utilizando-se o Teorema de Cayley-Hamilton, e** pode ser obtido de

et = () + a1 (t)A + ag(t) A% + -+ a1 () A™E (24)

em que os coeficientes «;(t), ¢ = 0,1,...,n — 1 podem ser determinados resolvendo-se o sistema
de n equacgdes

Mt = ap(t) + ar(BA + az(E)AE + - + gy (AT (25)
et = ag(t) + (A Faz(H)NZ 4+ + O‘”—l(t))\g_l
At = ap(t) + a1 (H)An + a2 (A2 4+ a1 (AT

em que A, ¢ = 1,...,n sdo os auto-valores de A, «,, caso sejam distintos, ousejai # j — A\; # ;.

Se houver auto-valores com multiplicidades maiores que 1, entdo, deve se utilizar as expressoes
derivadas. Por exemplo, se A; possui multiplicidade 3 (< n), entdo deriva-se 2 vezes em A; a
expressio et para se obter 3 equagoes.

Nt = ag(t) + ar()Ni + aa (DA + as(D)A? + -+ ap_g (HAPT? (26)
tert = ap(t) + 200N + 3az(OA? + 4 (n— 1) ap_q (H)A2
2Nt = 2ay(t) +6as()hi- -+ (n—2) (n = 1) an_1 (A}

Solugao no dominio do transformado

A Transformada de Laplace F(s) = L[(f)] 2

solugao de modelos tipo LTT.

ffooo e~ 57 f(7)dr, pode ser utilizada para obter a



Lembrando que

o @ =sre) -1 0) 1)
pode-se escrever a partir de [18| que
c M — L[Az+ By (28)
sX(s)—z(0) = AX(s)+ BUs)
(s — A)X(s) = z(0)+ BUs)
X(s) = (sI—A) " 2(0)+ (sl — A" BU(s)
de modo que a versdo transformada da saida Y(s) = L[y(¢)] é dada por
Y(s) =C (sI — A)""z(0) + C (sI — A)~" BU(s) (29)
G(s)

A expressiao G(s) é a Fungao de Transferéncia do sistema em questéo.

No caso de x(0) = 0, a relagdo entrada-saida é um mero ganho
Y(s) = G(s)U(s) (30)

e, portanto, no dominio transformado, podem-se empregar representacoes tipo grafos como o
fluxograma.

Relacoes entre as solugoes nos dominios ¢ e s

Considere uma entrada u do tipo impulsivo, ou seja, u(t) = d(t), delta de Dirac. Considerando
que

[ffvwva:ﬂm (31)

obtém-se de|17| para o caso x(0) = 0 que

y(t) = Cz(t) (32)
= CeMz(0) + /0 tceA“*T)Bu(r)dr (33)
= /OtceA@-T)B(s(T)dT (34)
= CeAt-7pB . (35)
= CeMB (36)

A resposta a uma entrada impulso é denotada por
A
g(t) = y(t)],_s = Ce''B (37)

supondo o sistema inicialmente em repouso. E importante ressaltar, porém, que o sistema foi
admitido estar em respouso para t < 0. Logo, definindo-se o sinal degrau unitario

=1 12 @



a resposta impulso é, de fato,
g(t) = Ce B x 1(t) (39)

Assumindo-se que u(t) = 0, pode-se notar que

y(t) = / ' AR u(r)dr (40)
0
= /_ gt — 1) u(r)dr (41)
= [g*u](t) (42)
ou seja,
Y(s) =G(s)U(s) (43)

Portanto, G(s) é a Transformada de Laplace de g(t), o que justifica a notagao adotada.

E interessante lembrar, ainda, que o polindémio caracteristico da matriz A, x, é o polinémio de
grau n dado por

A(s) = det(sI — A) (44)
e coincide com o denominador da funcao de transferéncia
G(s) = CO(sI—A)™'B (45)
1
= ——adj(s] — A)| B 4
¢ det(sI — A) adj (s ) (46)
1 .

Os polos de um sistema sdo niimeros complexos que anulam o denominador de G(s) e coincides
com os auto valores de A.

E possivel verificar diretamente que y(t) = [g * u] (t) é solugdo de z = Azx+ Bu, y = Cz, z(0) = 0.
Necessita-se verificar que

r = Az + Bu (48)
y = Cx=CAr+CBu (49)



ou seja,

y o= Slora ) (50)
_ % O:O o(t — 7) u(r)dr (51)
_ % /_ O:o [certmB x 1t~ 7)] u(r)dr (52)
_ /_ O; % [Cer=B x 1(t—7)] u(r)dr (53)
- / O:O [CAeAtB X 1(t) + CeAt=" Bg(t — T)} u(r)dr (54)
_ / O; [CAA B X1t 1) wlryir + CeAIB| ) (55)
~ o4 [ O:o (A B x 1t~ 7)] u(r)ir + CBu (56)
= CAz+CBu " (57)

Métodos para Obtencao de Modelos

O primeiro passo para se projetar um controlador para um dado sistema fisico é obter um modelo
matematico que descreva adequadamente o seu comportamento. Estando de posse desse modelo,
podem ser caracterizadas as especificagbes de desempenho também na forma quantitativa. Os
principais enfoques para a obtencdo de modelos sdo de caixa transparente e o de caixa opaca,
também conhecidos como de caixa branca e de caixa preta, respectivamente. Na pratica, sao
utilizadas técnicas hibridas ou translicidas, também conhecidas como de caixa cinza.

Enfoque Caixa "Transparente"ou "Branca"

Quando é possivel conhecer o contetido no interior da caixa que representa o sistema, as relagoes
constitutivas entre os elementos que o compde podem, eventualmente, serem utilizadas para se
obter o seu modelo matematico. Usualmente a descricdo envolve varidveis internas além de u
e y. Posteriormente serd apresentado o conceito formal de estado que, a grosso modo, é um
conjunto dessas variaveis internas dispostas na forma de vetor. Existem variadas ferramentas e
técnicas para obtengdo de modelos matematicos, tais como a analogia elétrico-mecanica entre
as leis fisicas, grafos de ligagdo para disciplinar a conecgao entre os diversos componentes, bem
como o formalismo Lagrangeano [I1], [9], [20].



Modelamento usando leis fisicas

De modo geral, a idéia é utilizar leis fisicas derivadas de principios fisicos tais como os de conser-
vacdo da massa, energia, momento e carga. Por exemplo, pode-se mencionar as leis de Kirchhoff
para modelar circuitos elétricos e a leis de Newton para modelar sistemas mecanicos.

Como exemplo, considere o circuito apresentado na figura

V4

Figura 2: Um circuito de segunda ordem utilizando um amplificador operacional - OpAmp. A
entrada de corrente em um OpAmp é quase zero, face a sua impedéncia elevada de entrada. A
diferenca de tensdo entre os terminais 4 e - é quase zero, faze ao seu elevado ganho

Utilizando-se a Lei de Kirchoff para correntes, tem-se que
i1 —ig—i3 =0 (58)

Pela Lei de Kirchoff para tensoes, tem-se que

—u+ Riy + Riz + %y =0 (59)
—vot+vi+y = 0 (60)
—v9 + Riz + %y = (61)
O comportamento dos elementos do circuito fornecem
i = Cu (62)
is = CF (63)
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e, portanto, combinando as equagoes [59] e [58] obtém-se

Riy + Ris + %y = u (64)
R (ig +1i3) + Ris + %y = u (65)
RCvy + RCy + %y = u (66)
Por outro lado, das equagdes [60] e
—ve+v1+y = —vy+ Rizg+ %y (67)
v1 = Riz— %y (68)
e, portanto
Cin = ORiy — S (69)
Da expressapo tem-se ainda que )
is = O3 (70)

e, portanto, a equagao [69] é reescrita como

Cin =crc? — S, (71)
2 2
Substituindo-se Cv; na expressio tem-se

. -1
R(Ciy) + RCy + 5V o= u (72)

. . o
R (CRCy - Cy> +RCYy+-y = u (73)

2 2 2
R*C*y+ RCy+y = 2u (74)

Eventualmente os modelos podem envolver heuristicas ou leis concebidas a partir de observacoes.
Por exemplo, no modelo de Arrow e Nerlove que busca modelar o fenémeno de marketting, a
reserva de goodwill G tende a aumentar com o investimento em propagandas u e, na auséncia
deste, diminuir com o tempo com a constante de decaimento «.

dG

Modelamento usando o conceito de Lagrangeano

Considere o sistema ilustrado na figura [3| (Mdquina de Atwood). Utilizando-se conceitos basicos
de fisica, pode-se escrever as expressoes para as Energias Potencial U e a Cinética T :
U = migq+mag(L—q) (76)
1 .
T = 5(mi+m) (9)? (77)

11



my

L—q

Figura 3: Maquina de Atwood. A corda que une as massas mj e my possui comprimento L.

O Lagrangeano é, portanto, dado por

L = T-U (78)
1 .
= 3 (m1 4+ ma) ((J)2 —migq —mag (L —q) (79)
e
oL .

? = (m1+ma)q (80)

q

oL
o = Mo + mag (81)

T <8q> (my +m2)é (82)

Utilizando-se a férmula de Lagrange

d D
d (o) _oc o )
dt \ oq 99 9q
resulta que
(my +mso)q+mig —mag=0 (84)
ou seja,
- mg —my
_ 85
9= ! (85)

Considere agora um outro sistema ilustrado na figura 4] e que envolve grandezas elétromagnéticas
e mecanicas. O Lagrangeano é da forma

Elétrica Mecanica
1 2 2
L= L(z)q +mz — kz? (86)

12



Figura 4: Um sistema eletro-mecénico acoplado, em que o movimento da massa m devido a
atragdo magnética afeta o valor da induténcia L(z).

em que L (z) representa a indutdncia do eletroima em funcdo da posigdo z da parte mével do
material de massa m que participa do circuito magnético. Os elementos dissipadores de energia
sdo o resistor e o amortecedor

D 1R42 lb'2 87
=51 +§ z (87)
Pela formula de Lagrange, tem-se
4 % _%k + 82 = v (88)
dt \ oq /-
L(z)¢g+Rq = v (89)
e
P () -5+2 -0 (90)
dt \ 9z 0z 93
.. . 1dL .2
—_———_—— = 1
mz+ bz + kz 521 0 (91)

As equagoes B9 e [01] constituem o modelo matemético para o sistema eletromecanico da figura []

L(z)¢g+Rq = v (92)
- : 1dL .2
mz + bz + kz — A 0 (93)

Enfoque Caixa "Opaca"ou "Preta"

Trata-se do caso em que ndo se busca enxergar o que estd no interior da caixa que representa
o sistema. Nesse caso, os modelos podem ser obtidos, muitas vezes, através de experimentagao.
Excitando-se um sistema com um sinal de entrada u adequado e observando-se a resposta ¥,
é possivel estabelecer uma relacdo entrada-saida na forma de um modelo dito externo. Por
exemplo, sabendo-se que um determinado sistema é LTI de segunda ordem, pode-se aplicar um

13



sinal de entrada do tipo degrau unitdrio e observar a sua saida que devera ter a forma ilustrada
na figura b} Medindo-se o Tempo de Subida, o Sobressinal e o Erro em Regime Permanente, é
possivel determinar os valores numéricos dos parametros de um modelo para esse sistema.

Resposta a Degrau Unitario

1.2 T T T T T T T

141 Entrada Degrau \I
1

Erro em Regime Permanente

Sobressinal

Saida

1.5 2 25 3 3.5 4 4.5
Tempo (seconds)

Tempo de Subida

Figura 5: Resposta a uma excitagdo tipo degrau unitario, de um sistema de segunda ordem,
exibindo as caracteristicas notaveis que podem ser utilizadas para a identificacdo do modelo

Inadequagoes de Modelos

As leis de controle determinadas com o uso de modelos inadequados podem apresentar desem-
penho comprometido quando utilizado com os processos reais. Entre os fatores que podem
contribuir para a degradacao do desempenho estao

e Sinais que se afastam muito do ponto de linearizagdo. Por exemplo, uma mola obedece a
lei de Hooke para pequenos tracionamentos (f = kx) mas tende a ficar mais duro se for
muito solicitado ( f= k:x3) e, eventualmente, pode se romper. Um outro exemplo é o fato
de que intensidades muito grandes de campo magnético tendem a produzir saturacdo do
nucleo de reatores, alterando a sua indutancia.

e Ruidos desprezados. Por exemplo, vibragoes da plataforma onde estd instalado o equi-
pamento, campo eletromagnético devido a centelhamento de maquina de solda a ponto,
rajadas de vento, entre outros..

e Fendmenos ndo modelados. Por exemplo, folga de engrenagem, atrito seco, modos de flexao
de vigas, anisotropia do meio, entre outros.

e Equipamentos e componentes nao-ideais. Por exemplo, ampliadores operacionais, par ter-
moelétrico e cilindros hidraulicos, apresentando, respectivamente, faixa de passagem limi-
tada, nao-linearidades e vazamento de fluido.
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e Variacoes lentas com o tempo. Por exemplo, envelhecimento de componentes, deslocamento
do centro de massa devido ao consumo de combustivel, oscilagdes climaticas, entre outras

possibilidades.

e Atrasos de transporte. Por exemplo, devido a localizacido remota do sensor, utilizagao de
rede internet para transmissao de dados, tempo de processamento para calculo do sinal de

controle, entre outras possibilidades.

e Ma utilizacdo. Por exemplo, veiculos com excesso de passageiros, operagao em ambientes

hostis, manutencdo de baixa qualidade, entre outras.

Sistemas de Segunda Ordem

A funcéo de transferéncia de um sistema SISO-LTI de segunda ordem genérico é da forma

b
Gs)=————
() s24+as+b
Porém, reescrendo-se [94] na forma,
2
Gls) = oz

§2 4 28wps + w2
observa-se que os polos ficam descritos por expressdes muito convenientes

—28wy, £ 1/482W2 — 4w

2+ 2wpstwl =0= 5= 5

Se 0 < £ < 1, os polos sdo complexos conjugados e dados por

s = —&wy * jwu /1 — &2
e denotados frequentemente na forma

§ = —0%jwg

o = Ewyp
wg = wpy1-—E&2

A obtengao de € e de wy,, a partir de @ e 8 em [04] ¢ imediata notando que

b = W= w,=+/pb
a a
a = 2w, —>¢(=—=—+
3 £ 2 o

Resposta Degrau de um Sistema de Segunda Ordem

(94)

(95)

(96)

(97)

(98)
(99)
(100)

(101)
(102)

O caso mais interessante é aquele em que 0 < £ < 1, ja que os polos constituem um par complexo
conjugado. Como a resposta de um sistema LTT que possui um polo em p apresenta termos tipo
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eP! na saida, entdo, quando se tem polos complexos, a saida apresenta termos e~ 7t*7wt oy seja,
um componente oscilatério sen(wqt + ).

Introduzindo a notagio B = cos™! (£) tem-se que a resposta degrau apresenta como grandezas
notdis o tempo de subida

P )] (103)
wq
e o sobressinal (overshoot, sobressinal, sobrepasso)
_ §
M, = exp(— ) (104)

A razdo para a utilizagao da notagao 8 é clara quando se observa a figura [0}

4 Im{s}

/ x -------------- T jog =ieasin(B)

Lugar Geométrico
de & = cos(p) = cte

Re{s}

—jo =jo,cos(B)

Figura 6: Relacdo entre a localizacdo dos polos de um sistema de segunda ordem e os pardmetros
wp € B, bem como entre £ e

Polos Dominantes

Sistemas de segunda ordem podem ser facilmente especificados mediante duas de suas carac-
teristicas: percentagem de sobressinal + tempo de subida, razdo de decaimento + tempo de
acomodagao, margem de fase + faixa de passagem, entre outras combinagoes, uma vez que, as-
sumindo que o tempo é continuo, sdo necessarios apenas dois parametros e w,, para determinar
a posicao dos polos.

Um grande nimero de sistemas pode ser aproximado por modelos de segunda ordem, utilizando-
se o conceito de polos dominantes.

Seja um sistema que possui polos p; = —o + jw, pg = —0 — jw (0 > 0,w > 0) além de polos p;,
i =3,...,n de modo que Re{p;} < —0o, i = 3,...,n. Lembrando que eftelpitt decai muito mais

rapidamente que e~°?, constata-se que apds um breve transitério, os modos que predominam sio
eP1t o b2t

Como exemplo da utilizagdo do conceito de polos dominantes, considere o problema de ajuste da
posicdo de um "zero"de um processo, denotado a, cuja funcdo de transferéncia em malha aberta
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1 s+a
- -7 1
G(s) 25+ 1)(5+2) (105)
1 s+a
_ = 10
253 4+ 352 4 2s (106)

assumindo que a malha serd fechada com ganho negativo unitério.

Adote-se como a especificacdo de desempenho que a resposta degrau apresente um sobressinal
de 16.3%. Se a hipétese de polos dominantes for vilida, o que deve ser verificado a posteriori,
esse sobressinal corresponde a fazer £ = 0.5.

A funcao de transferéncia de malha fechada é

G(s)
T = — 107
(s) 1+ G(s) (107)
3t
_ 2 s3+3524+2s (108)
I+ %s3+%§2a+23
= stha (109)

253 + 652 +5s+a

€ a expressao deve ter no denominador a forma ’'polos dominantes 4+ um polo afastado p’,
ou seja

S+ a

Ta(s) = 110
1) = G 2wt d) o
sta
= 111
2(s — p) (8% + 28w, s + w2) (111)
s+a (112)
253 4+ (46w — 2p) % + (2w? — 4dpéw) s — 2pw?
Igualando-se os denominadores de [I09] e [I12] tem-se que
253 4 65% 4 55 + a = 25° + (4éw — 2p) 52 + (2w2 — 4p§w> s — 2pw? (113)
e, portanto, deve-se ter
= 4éw—2p (114)
= 2w? — 4ptw (115)
a = —2pw? (116)
Impondo a condigao de projeto, & = 0.5, resulta um sistema de 3 equacdes a 3 incoégnitas
3 = w-p (117)
5 = 2w?—2pw (118)
a = —2pw? (119)
que leva a w = 5/6, p = —13/6 e a ~ 3. A parte real dos polos dominantes é dada por

—wp, c0s(60°) = —5/12 = —0.41667 > —13/6 = —2.1667, valendo a aproximacdo por polos
dominantes.
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Realimentacao

A realimentacao (retroacao, feedback) é utilizada para alterar a dinmica de um sistema ou para
combater incertezas. Usualmente a dindmica é alterada para se melhorar as suas caracteristicas
de estabilidade. As incertezas comparecem, em geral, sob a forma de perturbagoes exdgenas,
como os casos de ruidos de medida e sinais de entrada ndo monitorados, ou de limitagdo na
informacao sobre o modelo, como os casos de erros de modelamento, falhas abruptas no sistema
e variacoes lentas do sistema com o tempo.

Robustez a incertezas no modelo

Um modelo sempre apresenta incertezas. Estas incertezas podem advir de uma série de fatores
como desconhecimento de alguns fendmenos que afetam os processos, aproximagoes que foram
feitas para simplificar o modelamento, variagoes no processo devido a alteracdes do ponto de
operacgdo ou envelhecimento de componentes e muitos outros. Considere um amplificador de

Sem realimentagao Com realimentagdo
u +
Y a+aA Y € | B ik y

Figura 7: Amplificador com incerteza no ganho.

ganho A e incerteza AA, conectado em malha aberta como no lado esquerdo da figura[7l A saida
y € dada, em funcdo da entrada u, pela equagao

y = (A+AA)u (120)
= Au-+ AAu (121)
e quando nao ha incertezas, a saida é
A
Ynom = Ylaa—o = Au (122)

Supondo agora que a incerteza do modelo é de 10%,

AA
tem-se que a saida possui um erro percentual de
— A AAu— A
Y Ynom o qg0g, — AUT2AUT AU 1609 (124)
ynom. AU
AA
= X 100% (125)
= 10% (126)

Portanto, sem realimentacao, a incerteza sobre o modelo é diretamente transferida para a saida.
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Considere agora o mesmo amplificador de ganho A e incerteza A A, conectado em malha fechada

como no lado direito da figura [7]

Observando-se a figura [7], é imediato verificar que

e = u—y
y = (A+AA)e
ou seja,
y = (A+AA)(u—y)
y(1+ A+ AA) = (A+AA)u
B A+AA
Y7 1yataa”

Quando nao ha incertezas, a saida é dada por

A

e supondo novamente que a incerteza do modelo é de 10%,

AA
a1 x 100% = 10%

tem-se que a saida possui um erro percentual de

y—y AtAA A
TSRO 100% = ATAERA IEA 0 100%
Ynom mu
1 AA
= B — e —— 1
AT A+raa a < 100%
1
= — 10
7 Araa%

Supondo que foi escolhido o valor A = 100 a equagdo [136] permite escrever

Y — Ynom 1
——— x100% = —— 10
Ynom X % 1+100=£10 %

de modo que o erro percentual da saida se situa na faixa

Y — Ynom

ynom

x 100% € [0.9,1.1] %

Rejeicao de distiurbios

Um sistema estd sempre sujeito a ruidos que podem ser de diversas naturezas.

(127)
(128)

(129)
(130)

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

Considere a saida de um amplificador de ganho A, sujeito a um rufdo aditivo n (lembrando
noise) e conectado em malha aberta, como ilustrado no lado esquerdo da figura 8] Diretamente
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Sem realimentacdo Com realimentagao

Figura 8: Efeito do ruido de saida n em um sistema de malha aberta (& esquerda) e em um

sistema de malha fechada (a direita).

da figura [ tem-se que
y=Au+n

ou seja, se Ynom ¢ a saida quando nao ha ruido,
Ynom = Au
observa-se que, em vista da equacao e da figura [§| que

Y = Ynom + N

Logo, o ruido esté se superpondo diretamente ao sinal de saida.

(139)

(140)

(141)

Considere, agora, o caso realimentado, ilustrado na parte direita da figura Novamente, por

inspecao,
u—-y
y = n+ Ae
que, rearranjando, fornece
y = n+tAlu-y)
= n+ Au+ Ay

Explicitando-se y a partir da equacao [I45] tem-se
A 1

Y=iyattiyal

e chamando de y,om 0 caso sem ruido,

A
Ynom = mu
resulta que

1
Y = Ynom T mn

(142)
(143)

(144)
(145)

(146)

(147)

(148)

Fazendo-se A = 100 na expressdo [[48] verifica-se que o ruido é atenuado em aproximadamente

100 vezes,
Y = Ynom + 0.01 1

20
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Estabilidade

Considere um integrador puro operando em malha aberta, como ilustrado no lado esquerdo da
figura [0l Se o sinal de entrada u é do tipo degrau unitario,

Sem realimentagdo Com realimentagao

uj’y u+efy
— | —> >

Figura 9: Um sistema para ilustrar o efeito da realimentacao sobre a estabilidade

u(t) = (150)

a safda correspondente, a partir de y (0) =0 é

y(t) = /Ou(r)dT (151)
- /1d7 (152)
0

= t (153)

que é um sinal que cresce indefinidamente (até violar as condigoes para a validade do modelo
utilizado). Em outras palavras, trata-se de um sistema instavel no sentido BIBO (bounded input
- bounded output).

Fazendo-se uma realimentagdo como ilustrado na parte direita da figura [J] e admitindo que
y (0) = 0, tem-se que

y(t) = /Oe(T)dT (154)

e(t) = u(t)—yl(t) (155)
Diferenciando-se ambos os lados da equagdo [I54] em relagio a t, obtém-se que
dy (t)
— =e(t 156
20— e (156)
onde, substituindo-se a expressao do erro [154] resulta
dy (t
O )~y ) (157)

onde, como antes, u (t) = 1 para t > 0, caso a entrada seja do tipo degrau unitario.

E facil verificar que a funcao
y(t)=1—¢e" (158)
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satisfaz a equagao De fato, substituindo-se a expressao [L58| em

y(t)

ﬁ 1 y(t)
d(1—e” ~~
—— = u) - (1—e) (159)
—t
—dzt = 1-1+e! (160)
et = et (161)

Critérios para analise da estabilidade

Nessa revisao esta-se tratando apenas de sistemas lineares invariantes no tempo. Assim, o critério
de estabilidade consiste em verificar se a parte real dos e-valores de A ou os polos do sistema
estao localizados no interior do semi-plano esquerdo do plano complexo.

Definicao Formal de Estabilidade

Um estado x, ¢ dito ser ponto de equilibro de

dx
QR ICIOR) (162)

se x(tg) = e = x(t) = x(, YVt > to, Ou seja, f(ze,t) =0, Vt > to.
Sistemas lineares invariantes no tempo

dx

(1) = Ax(t) (163)

possuem um Unico ponto de equilibrio z, = 0 se A é néo singular, mas infinitos pontos {z. €
Ker(A)} se det(A) = 0 e constituem um subespago do espago de estados.

Sistemas néo-lineares podem ter multiplos pontos de equilibrio isolados [19], [17], [14] e [7]. Para
efeito de andlise local de um dado ponto de equilibrio z. de

dx
QR ICIOR) (164)

pode-se fazer a translacdo @(t) = z(t) — z. , de modo que

di . "
5 (B) = f2(t) — 2, 1) = f(2(2),) (165)
e, portanto, ndo ha perda de generalidade quando se refere apenas a pontos de equilibrio 0.
Um ponto de equilibrio z. é dito ser estével se dado € > 0 arbitrdrio, 35(g) > 0 tal que

|z(to) — ze|| <6 = ||a(t) — x| <&,V >t (166)

22



Um ponto de equilibrio x. é dito ser assintoticamente estavel se é estavel e 30 > 0 tal que
|z(to) — we|| < 6 = ||(t) — z|| L 0 para t T 0o (167)
Um ponto de equilibrio z. é dito ser exponencialmente estavel se Ja, d, A > 0 tal que
|2(to) — @we|| < 6 = [|a(t) — ze|| < a||lz(to) — x| e M (168)
Um ponto de equilibrio z,. é dito ser globalmente assintoticamente estével se Va(to)
|z(t) — z|| } 0 para t 1 co (169)

Um ponto de equilibrio z. é dito ser globalmente exponencialmente estavel se Ja, A > 0 tal que
para V(o)
|z(t) — ze|| < af|z(to) — z|| e M (170)

Os sistemas com entradas forgantes, ou seja,

dx
= (&) = f(z(t),u(t). ) (171)

com u(t) # 0 e y(t) = h(z,u,t), sdo usualmente estudados com relacdo a estabilidade entrada-
saida (ou estabilidade externa).

Estabilidade de Sistemas LTI

Sistemas de tempo continuo, lineares e invariantes no tempo sao estaveis se todos os auto-valores
da matriz de sistemas A, «, (ou equivalentemente, todas as raizes do polindmio caracteristico
A(s)) possuirem parte real negativa pois

y(t) = ke (172)
=1

se u(t) =0.

No dominio transformado, tal fato se traduz na condicdo que todos os polos da fun¢ao de trans-
feréncia estao localizados no semi-plano esquerdo.

Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

Um polindmio com coeficientes reais A(s) é dito ser de Hurwitz se todas as raizes de
A(s) =0 (173)

possuem parte real negativa (ou, equivalentemente, todas as raizes pertencem ao semi-plano
esquerdo).

Por simplicidade, serd assumido que a; > 0, ¢ = 0,1, ...,n, visto que se algum coeficiente a; for
negativo, sabe-se que o polinémio nao é de Hurwitz.
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Um polindmio de grau n com coeficientes reais A(s) é Hurwitz se e sbmente se o angulo de fase
de A(jw) varia de n% quando w varia de 0 1 co.

A prova consiste em notar que uma raiz com parte real negativa contribui com uma variacdo no
angulo de fase de 7.

Critério de Leonhard-Mikhailov A curva A(jw) para w € (0, 00), tragada no plano complexo,
deve passar por exatamente n quadrantes.

Critério de Hermite-Bieler Sejam E(.) e O(.) polinémios tais que representam as partes par
e impar de A(s), respectivamente, ou seja,

A(s) = E(s%) + s0(s?) (174)

O polindmio com coeficientes reais A(s) é Hurwitz se e somente se E(r) e O(r) possuem raizes
reais negativas simples intercaladas, Z—‘l’ > 0 e a primeira raiz mais préxima de 0 é de E(r).

Decorre diretamente do Critério de Leonhard-Mikhailov, notando que E(—w?) é a parte real de
A(jw) e wO(—w?) é a parte imagindria. Para w | 0 a fase de A(jw) é 0, e a curva A(jw) deve
passar por n quadrantes.

Portanto, o primeiro eixo a ser cruzado é o imaginério (Re{A(jwg)} = E(—w?) = 0 para algum
wp) e & medida que w 1 oo, cruza sucessivamente o eixo real e o imagindrio, até passar por n

quadrantes.

Polinémios E(r) e O(r) que satisfazem as condigdes do Critério de Hermite-Bieler sdo chamados
de pares positivos.

Na busca de um método sistemético para verificar se os polindémios E(r) e O(r) sdo pares posi-
tivos, a idéia é construir um arranjo do tipo recursivo.

Seja n par, uma vez que para n impar o resultado é analogo.

Dados os coeficientes de E(r) e O(r) seja P(r) um polinémio cujos coeficientes sdo obtidos da
tabela

E ay Qa3 G4 < QAp_o Gn
O (251 as as s Ap—1 0 (175)
P bi by by - ba
em que
bl — a1a2a—1aoas b2 — ala4a—1llolls .. (176)

Nestas condicoes, E(r) e O(r) formam um par positivo se e somente se O(r) e P(r) formarem
um par positivo.

Por construcao
ao

P(r)=E(r) — a—er(r) (177)
ou
E(r) = P(r) + Z—?rO(r) (178)
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Para verificar a suficiéncia, assuma que O(r) e P(r) formam um par positivo. Entdo as suas

raizes sdo reais simples intercaladas e Z—I > 0. Definindo-se o polinémio auxiliar

A(r) = P(r) = A\rO(r); X € (o, “0] (179)

ay
verifica-se que as raizes de A(r) ndo podem coincidir com as de O(r), j4 que quando O(r) =
0 = P(r) # 0 e em particular, para A = 22. Por outro lado, para A | 0 as rafzes de P(r) séo

préximas as de A(r) e portanto, intercaladas com as raizes de O(r). A medida que A 1 ot as
raizes de A(r) ndo colidem com as de O(r) (pois as raizes de O(r) e A(r) ndo coincidem) e, pela
continuidade, as rafzes de O(r) e A(r) sdo intercaladas.

A necessidade é verificada com argumento anélogo.

Critério de Routh-Hurwitz: Um polindmio de grau n com coeficientes reais A(s) é Hurwitz
se nao hé troca de sinais na primeira coluna da tabela

S ag a2 a4 T Qp—4 Ap—2 Gnp
s"L ot ay as as -+ Gp—3s ap_q1 O
"2 by by b3 s b%_l b%
sn3 N IS R T |
: (180)
3
S pP1 P2 D3
2
s q1 Qg2
81 T1
80 S1
em que
— aiaz—aqpasg — ai1a4—aqpas
b1 = o by = o (181)
_ biaz—aibs _ bias—aibs
= 5 co = . (182)
e assim por diante. (183)

O critério consiste, portanto, na aplicacdo direta do mecanismo descrito pela tabulacao [175
usando as expressoes recursivamente, a partir da tltima linha. Demonstracoes rigorosas do
Critério de Routh-Hurwitz podem ser encontradas em [10], [I5] [6]

Critério de Nyquist

O critério de Nyquist é muito utilizado por permitir interpretacdo grafica direta, por levar a
definigoes importantes como a margem de fase e margem de ganho, bem como pela possibilidade
de extensao ao caso multivariavel.

Os resultados fundamentais para a demonstracao do critério de Nyquist sao o Teorema do Residuo
e a Férmula de Lucas.

Teorema!do Residuo: Se f: C' — C é analitica em uma regido simplesmente conexa €2 de C
(o)

delimitada pela curva fechada I, exceto por singularidades 71, ...,7, € €, entdo

éf(s)ds:Qﬂj res(f,r)+---+res (f,rq)} (184)
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o
onde {2 denota o interior de 2, I é percorrida no sentido anti-horario e res (f, ;) denota o residuo
de f em r;.

O Teorema do Residuo é um resultado fundamental em Célculo com Variaveis Complexas e a
sua demonstracao pode ser encontrada em diversos livros texto.

Teorema de Cauchy: Se f : C' — C ¢é analitica em uma regido ) delimitada pela curva fechada
I', entédo

f(s)ds=0 (185)

' (s 1 1 1
P + +oot (186)
p(s) s—2z1 S— 2z 5 —zq

- X (1s7)

Seja s = z; uma raiz de p(s) de multiplicidade ¢ > 1 de p(s), ou seja

p(s) = (s—2) q(s) (188)

para algum ¢ (s). Derivando-se a expressdo obtém-se

P(s)=L(s—2)""q(s)+ (s —2) d (s) (189)

e, portanto,
/(s 14 "(s
P(s) _ L 1) (190)
p(s) s—z q(s)
Procedendo-se andlogamente com o polindmio ¢ (s) e assim sucessivamente até a tltima raiz,
obtém-se o resultado desejado.

A Férmula de Lucas pode ser estendida para o caso em que p(s) é uma razao de polindémios.
Considere, inicialmente, um polo s = r; de multiplicidade ¢ > 1 de p(s), ou seja

p(s) = (s —r:) " q(s) (191)

para algum ¢ (s). Derivando-se a expressao obtém-se

Ps)=—(s =)~ q(s)+ (s =) () (192)

e, portanto,

pis) ¢ q (s)
=- +
p(s) s—ri  q(s)
Combinando-se os resultados para os zeros e para os polos, tem-se para uma fungio f(s) descrita
como razao de polindmios, com Z zeros e P polos em uma regiao €2

(193)

"(s 1 L 1 "(s
J;((S)) -3 —Es_rﬁi,((s)) (194)
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o
onde g (s) é analitica em (.

Principio do Argumento: Seja f : C' — C uma razao de polinémios, com z;,? = 1, ..., Z zeros
erg,k =1,..., P polos em uma regiao ) delimitada pela curva fechada I'. Em vista da versao
estendida da férmula de Lucas

’ Z P ’

f(s) s—zi s g(s)

obtém-se integrando ambos os lados

f'(s) Z 1 S ’_g//OF
]gf(s)dw]g ;S_Zi ds—jg ;s_n ds+£g(s)ds (196)

em que o ultimo termo é nulo em vista do Teorema de Cauchy. Pelo Teorema do Residuo,

1 4 1
_ 1
75 ;S#i ds ;(éSZi)ds (197)
z ! ;
= 27?]'2 res(f,z1) + - +res(f, zq) (198)
i=1
— iz (199)

e, analogamente,

G|
f > ds = 2mwjP (200)
r\i= %"

de modo que

O
ﬁf(s)dS_Q jZ — P] (201)

A funcdo w = f(s) mapeia uma curva I' em uma outra curva A = f(I') e, por mudanga de
varidveis

f(s)
]{\%dw

= Inw|,

= In|w|e/4Y

0 pois A fechado

—— .
= In |w]| |A +1n63‘{“”
wOA
= jéw‘w@/\
= 27jN[0,+ O] (202)
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onde N [0,+ O] é o ntimero de voltas de A, em torno do 0, no sentido anti-hordrio. Combinando-

se [207] e [202]
N[0, +0O]=Z~-P (203)

A férmula m permite contar a diferenca entre o niimero de polos e zeros de uma funcdo f (s)
circundados por uma curva fechada I'. A idéia do critério de Nyquist é utilizar este fato para
verificar se existem polos de malha fechada no semi-plano direito, caso em que o sistema nao
seria estavel.

Critério de Nyquist: Seja G,(s) uma funcao de transferéncia em malha aberta com P polos
no semi-plano direito e I' o Contorno de Nyquist, a ser percorrido no sentido anti-horario. O
nimero de polos da fun¢éo de transferéncia de malha fechada G (s) obtida com realimentacio
unitaria de G, (s) é Z, dado por

Z=N[-1,+ O]+ P (204)
em que N [—1,4+ O] é o niimero de enlacamentos do ponto —1 pela curva A = G, (T).

A razdo de se ter substituido N [0,+ O] por N [—1,+ O] é porque quando se realimenta unita-
riamente a funcao de transferéncia de malha aberta para se obter a fun¢do de transferéncia de
malha fechada

- G (s)
1+ Ga(s)

os polos de G (s) s@o as rafzes de 1 + G, (s) = 0.

Gy () (205)

Se o Contorno de Nyquist I é percorrido no sentido horério, ou seja de w = 0 a w = 00, 0 que
corresponde, por exemplo, a usar o auxilio das curvas de Bode, os enlagamentos de —1 devem
ser considerados positivos no sentido hordrio N [0, + O].

Caso a funcao de transferéncia de malha aberta possua polos imaginarios puros ou polo na orige,
o contorno deve ser acrescido de desvios infinitesimais, pois o contorno I' ndo deve passar por
singularidades.

Como exemplo, considere a fungdo de transferéncia em malha aberta

K
s34+ 52 + sl

G(s) = (206)

Constat-se pela figura [10] que o sistema é estdvel para ganhos K pequenos, mas instavel para K
grandes.

Tipos de Sistemas

Um sistema é dito ser de tipo ¢ se a sua funcio de transferéncia de malha aberta for da forma

K(s—z1)...(8 — zm)

Gls) = s4(s —p1)...(s — pn)

(207)

Na pratica, os tipos mais comumente encontrados sdao o 0 e o 1.
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Diagrama de Nyquist com Eixos em Escala Log

Figura 10: Exemplo de curva de Nyquist para estudo de estabilidade.

Para um dado sinal de entrada de referéncia R(s), o sinal de erro, em malha fechada com
realimentagao unitaria negativa é dado por

1
1
- R(s) (209)
K(s—z1)...(s—2zm)
B N e

Para uma entrada degrau, ou seja R(s) = 1/s, o erro em regime permanente pode ser obtido
pela aplicagdo do Teorema do Valor Final

e(o0) = lillldsE(s) (210)
1 1
= lims - (211)
50 K(s—z1)...(s—2zm)
R =y =y i
1
= lim (212)
550 K(s—2z1)..(s=2m)
701+ s9(s—p1)...(s—pn)
e se o sistema for do tipo 0, a equagao indica que
. 1
e(o0) = ;13%1 4 KGz) - (5=2m) (213)
s9(s—p1)...(s—pn)
1
= TR 70 (214)

1+ (=p1).-.(=pn)

Por outro lado, se o sistema for do tipo 1, a equagdo 212] indica que
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1
e(c0) = lim — —
B

1
= lim =0
50 K(=z1)...(=2m)
e ey ey

(215)

(216)

Em vista dos resultados 214] e constata-se que para diminuir o erro de regime permanente
no caso de sistemas do tipo 0 o valor do ganho K deve ser elevado e que no caso de sistemas do

tipo 1 nao se observa erro de regime permanente.

Lugar Geométrico das Raizes

O método do Lugar Geométrico das Raizes permite obter graficamente as possiveis localizagoes
dos polos de malha fechada, a partir dos polos e zeros de malha aberta, quando algum parametro,
usualmente o ganho, varia em uma faixa pré-especificada. Ou seja, a idéia é obter valores de s

que satisfazem (logo, raizes da equagao)
1+Geo(s)Gp(s) =0
pois, a fungdo de transferéncia de malha fechada do sistema representado na figura

Y (s) Go(s)Gr(s)

R(s) 1+Gc(s)Gp(s)

Construcao do Lugar Geométrico das Raizes

Se o controlador consiste apenas de um ganho
Go(s) =K
a ser variada na faixa (0,00) a expressao se reduz a
1+ KGp(s)=0
Neste caso, assumindo que Gp (s) possui m zeros e n polos

bos™ + bys™ 4+ 4+ b5+ by,
s"+ais 4+ +a,_15+an,

bo(s—21) ... (8 — 2zm)
(s—p1)...(s—pn)

Gp(s) =

(217)

(218)

(219)

(220)

(221)

(222)

as regras que permitem a construcdo grafica do lugar geométrico das raizes (LGR), para o caso

K > 0, sao:

1. Segmentos do eixo real com nimero impar de polos+zeros de malha aberta Gp (s) perten-

cem ao LGR
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2. Quando K — oo, as raizes de tendem a se aproximar de n — m assintotas que passam

pelo ponto
oo 2imt P 2 (223)

n—m

3. Quando K — o0, as rafzes de[220] tendem a se aproximar de n — m assintotas que possuem
inclinagoes
180" 4 £360°

n—m

b 0=0,1,2,...,n—m—1 (224)

4. Os angulos de partida dos polos ou chegada a zeros dos ramos sdo dados por

0r = modgzgpo Z L (2 — 2) — Z £ (pr,—po)| — 180° (225)
i=1, itk =1, bk

5. Os pontos de quebra (BP) podem ser encontrados resolvendo

num (s) % [den (s)] — d(s) % [num (s)] =0 (226)

6. Os pontos de cruzamento dos ramos do LGR com o eixo imaginario podem ser calculados
utilizando o critério de Routh-Hurwitz

7. Os ramos nascem nos polos e se aproximam dos zeros, a medida que K varia de 0 a oo
8. Os zeros atraem os ramos enquanto os polos repelem os ramos

9. O LGR é simétrico em relacdo ao eixo das abcissas.

Aplicagoes do LGR
Ajuste de ganho

No exemplo apresentado aqui, permite-se que o tempo de subida ou o percentual de sobressinal
sejam ajustados, mas ndo ambos simultaneamente, pois a variagdo do ganho K representa apenas
1 grau de liberdade. No grafico a esquerda da figura K é variado até que os polos de malha
fechada estejam sobre o circulo que representa o lugar geométrico de w, constante que resulta
no tempo de subida requerido ¢;. No grafico a direita da figura @, K é variado até que os polos
de malha fechada estejam sobre o lugar geométrico de £ constante.

Realimentacao tacométrica

Tacometros sdo dispositivos utilizados para medir a velocidade angular do eixo de maquinas
rotativas. A utilizacdo da informacao da velocidade de rotacdo permite, em aplicagdes como o
de controle de servomecanismos, obter uma flexibilidade adicional em relacéo & utilizagdo apenas
da informacdo da posi¢do angular (provida por potencidmetros ou encoders, por exemplo).
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Ajuste de t, Ajuste de M,
Im{s} Im{s}

©, constante It
~ ek & constante
\'r,' . ,

Re{s} Bf Re{s}

Figura 11: Ajuste do ganho K para obtencao de w,, e £ desejados. Nota que se faz uso do conceito
de polos dominantes.

v

G(s)

A

nS

Figura 12: Sistema com realimentacao tacométrica

Considere um sistema de controle com um diagrama em blocos como o ilustrado na figura
em que a malha de realimentacdo inclui o termo As em que A\ é uma constante.

Assumindo que G (s) é da forma
K

s(s+1)
e que os polos desejados de malha fechada ja foram determinados a partir as especificacoes de
desempenho, pode-se ajustar o valor de A\. Nota-se que o zero devido a realimentacao tacométrica
atrai o ramo do LGR. Assim, ajusta-se o valor de A de modo que o ramo do LGR passe por
esses polos desejados e, posteriormente, ajusta-se o ganho. O grafico a esquerda da figura
apresenta o LGR do sistema sem a realimentagao tacométrica. O grafico a direita apresenta o

LGR com a ralimentacio tacométrica. A posicdo do zero pode ser facilmente ajustada fazendo-se
o — 1 —thy = —180°.

G(s) = (227)

Sintonizacao de Controladores PID

O controlador PID - Proporcional Integral e Derivativo é descrito por

u(t) = Kpe(t) + K /O e(r)dr + KD%(t)

em que Kp,Kp e K sao constantes.
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Sem Realimentagao Tacométrica Com Realimentagao Tacométrica

Polo Desejado Im{s} Im{s}

i
m] |
A 1
LR, i
[ 1
“ i

VW2 I W P, W N o WG

; e e e e B

T\ ]\ Rets} e \ Refs}

I T

Figura 13: Ajuste do ganho direto K e do ganho da realimentacio tacométrica para alocacéo dos
polos em posicoes desejadas

Aplicando-se a Transformada de Laplace, obtém-se que

E(s) + KpsE(s)

Ul(s) KPE(S)-FKIT

K
<Kp + 71 + KD5> E(s)

2
(KPS+KI + Kps ) B(s)

S

e, portanto, o controlador PID introduz 1 polo na origem e 2 zeros na posi¢ao caracterizada por
Kps?+ Kps+ K; =0 (228)

Escolhendo-se adequadamente os ganhos Kp,Kp e K pode-se, por exemplo, introduzir 2 zeros
reais ou 1 par de zeros complexos conjugados, além do polo na origem. A figura [[4] ilustra a
utlizacdo de controlador PID na configuragdo 1 par de zeros complexos conjugados e um polo na
origem.

O controlador PID pode, por vezes, ajudar a estabilizar um sistema que, em malha aberta,
apresenta polos no semi-plado direito. Considere, por exemplo, o sistema

s+1

G =-K— 229
P(S) (S _ 1) (82 I 1) ( )
e tome-se o controlador PID )
2 5
Gc<s> _ % (230)

Nessas condigoes, a funcdo de transferéncia de malha aberta do controlador em cascata com o

processo controlado se torna
(s+1)(s*+2s5+5)

s(s—1)(s2+1)
que é estavel para K > 3.43, conforme pode ser verificado no LGR da figura

G=K

(231)

E interessante notar que, nesse exemplo, o sistema é estavel apenas para ganhos suficientemente
elevados. Ressalta-se, também, que o processo controlado é instavel em malha aberta, de modo
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Sistema Original Com Controlador PID

bl bl
Polo Desejado st Polo Desejado st

\ i
O .
F I
i :
. PID —_ |

5 Re{s} 1~ Re{s}

- e - -

| \ 1
£ ]
]
\ H
\ ]
' \ i
' v 1
: :
D )
1
1

Figura 14: Exemplo de ajuste de controlador PID em que se alocam 2 zeros e um polo na origem

que na eventualidade de falha do controlador, sensor ou atuador, o sistema pode se tornar
instavel.

Projeto de Compensadores Avangadoras de Fase usando LGR

Compensadores avancadores de fase, usualmente conhecido por compensador lead sdo, em geral,
utilizados para melhorar o comportamento transitério de sistemas em malha fechada. Transi-
térios sdo associados a frequéncias mais elevadas, de modo que o compensador lead é um filtro
passa altas

a18 + ag
G, = — 232
() = 9 (232)
s+ %0
= 2 @ (233)
bl s+ H
em que
ap 1
20 = 234
o <o (234)
Pode-se colocar [232] em uma forma mais elegante, fazendo-se
ay ay a0b1
_ YN L 235
R (235)
que leva a
s+ =
Go(s)= K—T (236)
s+ ol

com 0 < @ < 1. A figura [I6] apresenta a forma de se projetar um compensador avangador de
fase. Tendo-se determinado os polos desejados de malha fechada, basta ajustar a condicao de
angulo, no caso, ¢ — —3 — 2 — Y1 = —180°. Existem variadas regras para se posicionar o zero
do compensador avancador de fase.
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Sistema Instavel para Ganhos Pequenos

Imaginary Axis (seconds™")
(=]

-3_5 -2 -1.5 -1 -05 0 05 1 1.5
Real Axis (seconds‘1)

Figura 15: O controlador PID foi ajustado de forma a atrar os ramos do LGR para o semi-plano
esquerdo.

Visualizacao da estabilidade condicional

Alguns sistemas dindmicos de controle sdo tais que, quando um pardmetro varia monotonica-
mente (por exemplo, o ganho em malha aberta crescendo de 0 a 00), apresenta tanto regices de
comportamento estavel quanto instavel, intercalados.

O sistema cuja malha aberta é da forma

K (s*+25+5)
85 + 1154 + 3953 + 4952 + 20s

G(s) = (237)

que possui zeros {—1+2i, —1—2i} e polos {0, —1 (multiplicidade 2), —4, —5}. O lugar geométrico
deste sistema encontra-se tragado na figura[l7} Utilizando-se o critério de Routh-Hurwitz, obteve-
se que esse sistema é estavel em malha fechada para 0 < K < 0.99 e 97.33 < K < 166.68.

Resposta em Frequéncia

Um sinal u (¢) peridédico pode ser representado como uma combinagao de senos e cossenos, através
da Série de Fourier (Transformada de Fourier, caso « () ndo seja periddico)

u(t) =ap + Z ay, cos (kwt) + Z by, sin (kwt) (238)
k=1 k=1
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LGR sem Compensador LGR com Compensador

Polo Desejado Im{s} Im{s}

o

1
\
'

£
ta e
.

v S Lot w\h w
‘?\'NRe{s} e < O g Y o “\‘VRe{s}

N ~ ]

Lead

Figura 16: O compensador lead atrai os ramos do LGR de modo que este passe pela posicao do
polo de malha fechada desejada.

Pela propriedade de superposigdo dos sistemas lineares, se yo (t) é a saida correspondente a
entrada constante ag e yy, (t) é a saida correspondente & entrada Ay sin (kwt + ) = ay, cos (kwt)+
by, sin (kwt) , a saida correspondente a é

y(t) =y (t)+ Yy (t) (239)
k=1

Logo, a saida y (t) em fica caracterizada se cada componente yy, (¢) for explicitada em termos
da entrada Ay sin (kwt + k), ou seja, se forem conhecidas as saidas correspodentes a entradas
senoidais.

Neste contexto, seja uma excitagdo senoidal de amplitude A e frequéncia (angular, [rd/ s]) w

u (t) = Asin (wt) (240)
cuja Transformada de Laplace é
w
U(s) =A——— 241
(5) = Ay (241)

Em vista da defini¢do de fungao de transferéncia [30] e a versdo transformada da entrada 241} a
saida y (t) de um sistema linear invariante no tempo com fungéo de transferéncia G (s), corres-
pondente a esta excitacao, é dada por

y(t) = L[V (s)] (242)
= LG (s)U (5)] (243)
1 Aw
= L {G(s) 52+w2] (244)
= -1 num (s) Aw
= L {(3—171)-..(5_%) (82+w2)} (245)
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LGR

e

;5]

Imaginary Axis (seconds™)
>

ra

% 5 4 3 2 A 0 { 2
Real Axis (seconds"}

Figura 17: Um sistema que apresenta estabilidade condicional

onde p; séo os polos de G (s) . Utilizando-se o método da expanséo em fragoes parciais,

. num (s) Aw
yt) = L _(8_p1)_._(s_pn)(82+w2)} (246)
sy num (s) Aw
- -_<sp1>-~<spn><s+jw><sjw>} 247
-1 k1 ky, K, K,
N [y I Frw I P I Py (348)

Cada termo marcado com * corresponde a componente do tipo eP! — 0 para t — 0o se o sistema
for estével (G (s) com todos os polos no semi-plano esquerdo). Portanto, se G (s) é estével, e
para t suficientemente grande (ou seja, o sistema em regime permanente),

_ K; Ky
t = L7t
o Lsﬂw)*(s—M
= Kje % 4 Koyel®t (249)

Os residuos K7 e K5 sao dados por

Aw .
Ky = Gls) 55 (5+iw) - (250)
_ AG(—jw)
- 75 (251)
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Ky = G0 505 (-] (252)
_ AG (jw)
= 5 (253)

Como G (s) é uma razdo de polindmios, verifica-se que

G (—jw) =G (jw) (254)
ou seja, _ _ _ _
G (jw) = |G (jw)| eI4GUY) — (—jw) = |G (jw)| e 4G (W) (255)
e retornando & equagao 249
y(t) = Kie %+ Kyel*t (256)
AG (—jw) o | AG (W) o
= - v 7 w P C a1 2
o e + 5 e (257)
G (i) e—i4C0w) G ()] eI4CGw)
= A ‘ (jW)’ € . efjwt + ’ (]w)| 6 ejwt (258)
—2J 27
‘ ej[wH»iG(jw)] _ efj[thriG(jw)]
= A|G (jw)| 5 (259)
= A|G (jw)|sin (wt + £G (jw)) (260)

A saida de um sistema linear invariante no tempo G (s) com todos os polos no semi-plano esquerdo
e em regime permanente, para uma entrada senoidal

u (t) = Asin (wt) (261)
é dada por
y(t) = A|G (jw)|sin (wt + £G (jw)) (262)

Conclui-se, portanto, que a saida de um sistema linear invariante no tempo e estével, recebendo
uma excitagao do tipo senoidal de uma determinada frequéncia é também senoidal com a mesma
frequéncia, mas com amplitude A |G (jw)| e defasado de 4G (jw).

Os gréficos de |G (jw)| x w e £G (jw) x w com o eixo das abscissas (w) em escala logaritmica e
’G (jw)‘ expresso em dB sao conhecidos como curvas de Bode.

A grandeza |G ( jw)| ¢ um ganho pois relaciona as amplitudes da saida e da entrada

| Amplitude [y ()]
G Gl = Amplitude [u (t)] (263)

e o seu valor numérico em dB é dado por

|G (jw)| 5 = 2010g |G (jw)| (264)
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E conveniente lembrar que dB é uma relacao de poténcias

P
dB =10log == (265)
Py
e que, em geral,
Py Va\?
2 (12 266
==(%) (266)
de modo que
P.
dB = 10log — (267)
Py
vz)2
= 10log | — 268
(7 (268)
= 20log M (269)

As curvas de Bode podem ser obtidas experimentalmente com relativa facilidade. Uma mon-
tagem simples para o tracado de curvas de Bode requer apenas um gerador de sinais e um
osciloscopio. Equipamentos mais sofisticados como analisador de redes podem possuir esta fun-
¢a0 ja incorporada. Caso se disponha de um micro-computador com interfaces andlogo-digital e
digital-analogo, o tragcado das curvas de Bode pode ser automatizada através de um programa
que produz varredura de frequéncia. E possivel, também, esbocar as curvas de Bode a partir de
G (s), através de algumas regras simples.

Reforgando o que foi mencionado anteriormente, é possivel, muitas vézes, realizar projeto de con-
troladores sem a necessidade de obter formas fechadas para a equagao de estados. Em particular,
curvas de Bode sdo extremamente atraentes do ponto de vista de inperpretacao intuitiva, pois
expressam a resposta em frequéncia de um sistema. Um exemplo muito comum encontrado no
dia a dia é o da resposta em frequéncia de caixas actusticas, microfones e amplificadores de som.

Visualizagao Simultanea das Malhas Aberta e Fechada

Quando a fungdo de transferéncia em malha aberta Gyra(s) = Ge (s) Gp (s) (vide figura é conhe-
cida para cada valor de s = jw, w € R, a resposta em freqiiéncia do sistema sob realimentacio
negativa unitdria pode ser facilmente obtida utilizando

Ge (jw) Gp (jw)

Gur (jw) = 1+ Ge (jw) Gp (jw) o

Em projetos de controlador, deseja-se escolher G¢ (.) de modo que Gyr (.) atenda as especifi-
cagoes de desempenho. Assim, métodos que permitem a visualizagdo da resposta em freqiiéncia
em malha fechada sdo de grande valia em controle de sistemas dinamicos.

Carta de M e N Constantes

A carta de Nichols-Black é um abaco que permite visualizar as respostas em freqiiéncia em
malha aberta e fechada de modo simultaneo. Como a resposta em freqiiéncia também caracteriza
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completamente o sistema, pode-se ajustar as caracteristicas da malha fechada, atuando sobre a
malha aberta, via ajuste do controlador.

A uma excitacdo senoidal de freqiiéncia w, o ganho e o atraso em fase de malha aberta séo
fornecidas pelo nimero complexo de médulo ’GMA (jw)‘ e fase LG4 (jw), o ganho e a fase da
malha fechada é fornecida pelo niimero complexo de médulo |Garr (jw)| e a faseAGarr (jw) -

O que se requer do dbaco é, enfim, a obtengdo do ntumero complexo G r (jw) a partir de um
outro niimero complexo G (jw) relacionados por

G (i) = T o2 (271)

Considere G4 (jw) com parte real X e parte imagindria YV’
Gua (jw) =X +jY (272)

A idéia é obter pontos no plano (X,Y) tais que

_ | Gmalw)
M= ’ 14+ Gua (jw) ‘ (273)
B Gra (jw)

onde M e N sdo constantes, ou seja, serdo as novas coordenadas onde serdo lidos os valores de
|Garr (jw)| € £Gurr (jw) que correspondem & malha fechada.

A partir de
Gua (jw)
M? — = 275
’1+GMAUw> (275)
X +jY
= |2 276
’ 1+X+jY (276)
X24Y?
- + (277)
142X +X2+4+Y?
e, portanto,
M? +2XM? + M>X? + MY? - X?-Y? = 0 (278)
X2 (M2 - 1) 42X M2 4 M2+ (M2 1) Y2 = 0 (279)
Se M =1, entao 279 se reduz a
2X = 1 (280)
1
X = - 281

3 1
que corresponde & uma reta passando por X = 3.
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Se M # 1, entao permite escrever

M? M?
X% 42X Y2 = 0
+ M2 -1 + M2 -1 +
2
M? M?
X+ —— Y = ——
( +M2—1> * (M2 —1)?
que corresponde, para cada M, a circulo de centro <_MAg[7i17 O) e raio %
A expressdo 274 pode ser simplificada notando que
Gara (Jw) , ,
L ——————— = £ (G —4£L(1+G
(A - comnto <0t
Y
= tan_l Y — tan_l 1—1_7)(
ou seja
a .
N — tand (MA(JW)>
1+ Gua (jw)
gan (tan~! = — tan~! —
= tan|(tan™" — —tan” ——
X 1+ X
B tan (tan_1 %) — tan (tan_l H_LX)
1+ tan (tan_l %) X tan (tan_l HLX)
Yy Y
_ X T 1+X
= Y Y
L+ 5% X 4%
A equagao 289 permite escrever
NX+NX*+NY? =Y
1
X4+ X+Y2 - Y = 0
+ X+ ~

2 2 2
1 1 1 1
X+ = Y — — = = —
(v+3) + (=) - i)
que, novamente, sao circulos de centro (—%, i) .

2N

Carta de Nichols-Black

(282)

(283)

(284)

(285)

(286)

(287)

(288)

(289)

(290)
(291)

(292)

Ao invés de utilizar as coordenadas X e Y que correspodem as partes real e imaginario de
Gupa (jw) = X+7Y para tragar os lugares geométricos de M = |GMF (jw)| e N =tan LG (jw)
constantes, uma alternativa é utilizar {GMA (jw)| e LGy (jw). A Carta de Nichols é simples-
mente um abaco que, a partir de valores numéricos de ’G Ma( jw)| e LG4 (jw), correspondente
a um dado w, permite que ‘GMF (jw)‘ e LGy (jw) seja calculada por inspegdo. Usualmente

|GMA (jw)‘ e ‘GMF (jw)| s30 expressos em dB.
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Considere a funcao de transferéncia de malha aberta omitindo o subscrito "MA"

1

“O=6vn

(293)

Para cada valor de w tem-se um par (‘G (jw)

, 4G (jw)) de malha aberta e os valores de
‘G(jw) /(1+ G(jw))‘ e £ (G (jw) /(1 + G(jw))) de malha fechada podem ser lidos direta-
mente da carta de Nichols, figura [T§

Nichols Chart
40 T T T

—{oas
30 125 a8 .
i 0508

20+ ) 1 ) >\ a8

3dB

& B

1248y

Open-Loop Gain (dB)

-60 - 1 L | -
-360 -315 -270 -225 -180 -135 -90 -45 0
Open-Loop Phase (deg)

Figura 18: Carta de Nichols com indicagdo das margens de ganho (MG) e de fase (v)

Especificacoes no Dominio da Frequéncia

Especificagoes quantitativas de desempenho podem ser fornecidas tanto no dominio do tempo
t, quanto no dominio da freqiiéncia w. E interessante lembrar que a resposta em frequéncia
pode, muitas vezes, ser obtida de modo simples e direto no laboratério. Os modelos no dominio
do tempo também podem ser obtidos com base em experimentos, mas mediante o emprego de
métodos de identificacao.

42



Resposta em Frequéncia de um Sistema de Segunda Ordem

Os pontos notaveis nas curvas de Bode de sistemas de segunda ordem sao a frequéncia de resso-

nancia
Wy = wpy/1 — 282 (294)

e 0 pico na resposta em frequéncia

M= — 1 (295)

T2 /1-¢2

Se o sobressinal desejado é M, tem-se a partir da equagéoque o coeficiente de amortecimento

requerido é

£ = _% (296)

\/7T2+1D2Mp

que corresponde ao pico na resposta em freqiiéncia M, fornecido pela expressao[295] Estando de
posse do valor de £ e uma outra especificagdo, como o do tempo de subida, pode-se determinar
wn, €, portanto, wy.

Margens de fase e de ganho

Considerando-se a conveniéncia de trabalhar com curvas de Bode de malha aberta, ja que a
funcéo de transferéncia do processo foi fornecida e a do controlador é justamente o objetivo do
projeto, pode-se invocar o critério de Nyquist para incorporar o conceito de grau estabilidade,
expresso por dois indicadores: Margem de Fase e Margem de Ganho.

Margem de Ganho: é o inverso da magnitude do ntmero complexo Gra (jwo) quando wg é
tal que £G (jwo) = —180°. Representa o ganho adicional que ainda mantém o sistema estével,
quando a malha for fechada com realimentacdo unitéria.

Margem de Fase: é a quantidade de atraso de fase que pode ser introduzido na situacdo
|G MA (jwo)‘ = 1, de modo que o sistema continua estavel, quando a malha for fechada com
realimentacao unitéria.

As Margens de Ganho e de Fase podem ser representadas graficamente como visto na figura
XXXXXXXX.

As margens de ganho e de fase podem ser vizualizadas diretamente nas curvas de Bode (e, por
conseguinte, na carta de Nichols-Black), conforme ilustrado na figura xxxxxxxx.

No caso de um sistema de segunda ordem caracterizado por (¢, wy,), |G MA (jw0)| =1 para

wo = wp\/ V1 +4¢* —2¢2 (297)

e a margem de fase v é dada por
1 2¢
1+ 4¢* —2¢2

(298)

v = tan~
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Uma aproximacao 1atil para v (em graus) que vale para & pequeno é
v=100 x & (299)

Em vista da expressao [296] a margem de fase determina o sobressinal no caso de sistemas de
segunda ordem (ou quando hé um par polos dominantes).

Largura de banda

Intuitivamente, sistemas que possuem respostas rapidas sao aqueles que atenuam pouco os com-
ponentes de freqiiéncias mais elevadas. O grau de atenuacao das altas freqiiéncias em relacdo as
baixas pode ser expresso quantitativamente pela largura de banda.

Dada uma fungéo de transferéncia G (s), a largura de banda é a faixa (0,w.) onde a freqiiéncia
de corte w, é caracterizada por

|G (jw)| < |G (jwe)| — 3dB (300)

Yw > we.

Projeto de Controladores no Dominio a Frequéncia

Como visto anteriormente, o compensador lead apresenta a forma genérica ja apresentada em

[236] mas com s = jw
jw+ 7

G.(jw) = K=
Jw + ﬁ

(301)
com (0 < «a < 1.

O méaximo avanco de fase ocorre para

11 1
“=\ToT = Tva (302)

l1—«

Pmax = sin™" (Ha> (303)

e o seu valor é

Se for possivel aproximar o comportamento do sistema em torno das frequéncias de interesse
como sendo de segunda ordem, as especificacbes de desmepenho requerem apenas o valor do
sobressinal desejado (Mp) e do tempo de resposta, que pode ser tipicamente o de subida (t,.) ou
o de acomodagio (ts).

Para sistemas de segunda ordem, tanto o M, quanto a margem de fase v dependem somente
do coeficiente de amortecimento £. Portanto, fornecido o M,, desejado, pode-se obter o valor da
margem de fase 7 que deve ser imposta.

Por outro lado, t, e ts fornecem o valor de w,, requerido. Se o valor de £ é pequeno, w, ~ w, =

W@ gw)=1-
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O projeto de um compensador lead utilizando as curvas de Bode consiste, portanto, em se obter
we a partir de ¢, e ts e, calcular o ¢pax requerido

Pmax =7 — LG (jw.) — 180° (304)
para se ter o 1 necessario. De posse de ¢max, a expressao [303| permite obter «

_ 1- ¢max

= 305
“ 1 + ¢max ( )

Da expressao [302
1

T=
wer/a

e de 236

s+ 7
Ge(s) = \/a —L (306)
G(jw)| s + 75
K
A sequéncia de projeto de controladores lead utilizando curvas de Bode encontra-se ilustrada na

figura [I9]

|G(j)|
[dB]
EI Ajustede K log(m)

g SNl N 4
L) ~

AGlio)
[°]

-180

Figura 19: Exemplo de projeto de compensador avancador de fase, com a indicagdo da sequéncia
de procedimentos 1 a 4

Projeto de Controladores Atrasadoras de Fase

O compensador atrasador de fase (lag) é utilizado, em geral, para aumentar o valor de K,
melhorando o rastreamento de excitagoes do tipo rampa. Trata-se de um filtro passa-baixa e o
seu projeto é muito simples. Basta adicionar o ganho requerido em frequéncias baixas comparadas
com aqueles da regiao de cruzamento 0dB.
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Figura 20: Exemplo de projeto de compensador atrasador de fase para melhoria do K,

Preditor de Smith

O Preditor de Smith é utilizado para controle de sistemas com atraso de transporte. Considere a
tarefa de projetar um controlador G¢(s) para um processo com atraso Gp(s) = G(s) exp(—T's),
conforme a figura A idéia é fazer o projeto do controlador G¢(s) como se nao houvesse

’
— W T4 Y
e

Gels) G (s)

A 4

Figura 21: Exemplo de uma planta que possui atraso de transporte.

o atraso, ou seja, como se a planta fosse descrita apenas pelo fator G(s) (sem o fatore™7%).
Quaisquer métodos podem ser utilizados para fazer o projeto do G¢(s). A saida correspondente

sera denotada Y (s). Notando que

Y(s) = G(s)U(s)
G(s)U(s) + G(s)e U (s) — G(s)e T*U(s)
= G(s)e T U(s) + (1 — e )G (s)U(s)
Gp(s)
= Y(s)+ (1 —e THG(s)U(s)

constata-se que é possivel obter (t) a partir de y(t), requerido pelo controlador Gx (s), mediante
o uso da parecela de predicao (1 —e~7*)G(s)U(s). Esse termo é facilmente computavel, caso se
conheca o modelo da planta. A estrutura do controlador G¢(s) pode ser visto na figura [22| Como
esperado, o Preditor de Smith depende da disponibilidade de um modelo acurado da planta para

produzir bons resultados.
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}+
(1-6™)G(s) :Q
Y

Controlador G(s)

Figura 22: Sequéncia de argumentos utilizados para o projeto de Preditores de Smith
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