Sistemas Lineares

Seja um sistema descrito pela equagao diferencial ordinaria, doravante referido como a versao
autonoma da equagao de estados,

% (6) = ABhuxnr(t) ; 2lto) = 0 ()

Matriz de Transicao de Estados

Seja ¢(t,t0)nxn, doravante denominada de matriz de transicdo de estados, tal que

d
9 t,10) = AWO(1,10) 5 Bt t0) = I o)
A solugéo de(T] é
z(t) = ¢(t,to)zo (3)
A coluna k-ésima de ¢(to,tg) é a solugdo de[l| com a condigao inicial
wt) =19 9 b 0 DT @)

Uma forma alternativa para se obter ¢(t,tg) é selecionar n vetores linearmente independentes
{z',22,...,2"} e obter as solugdes z*(t) da equagéocorrespondentes as condigdes iniciais x(tg) =
z'. Nesse caso, pode-se definir a matriz fundamental 1 (t) como sendo

o) = [ 2l(t) 2*(t) - 2"() ] (5)
e pode-se verificar que
(t, to) = ()Y~ (to) (6)
Propriedades de ¢(t,t):
e Unicidade
o o7 (t,t0) = ¢(to,1)
o P(ta,to) = P(ta, t1)9(t1,t0)
o det ¢(t,to) = exp( [, trA(o)do) [Abel-Jacobi-Liouville]

Para os sistemas lineares representados no espago de estados por

Lty = Awelt) + B ; alto) = 2o @
y(6) = CW(e) + Dyl ¥

o0 mapeamento u — y é da forma

z(t) = ot to)zo + ) o(t, 7)B(r)u(r)dr 9)

<

—~
~+

=

C(t)o(t, to)xo + /t C(m)o(t, 7)B(T)u(T)dr + D(t)u(t) (10)



No caso particular de A nao dependender de t:
¢(t, to) = exp (A(t —to)) (11)
Seja A(s) o polinémio caracteristico de A:

A(s) = det(sI —A) (12)

S ap_18" 4+ ars + ag

Teorema de Cayley-Hamilton

Segundo o Teorema de Cayley-Hamilton, a matriz anula o seu polindmio caracteristico, ou seja:
AA)=A"+a, A" 4t aA+agl =0 (13)

Esse resultado ¢ muito 1til para se obter a férmula explicita de exp (A(t —to)).

Sistemas LTI

Os sistemas lineares invariantes no tempo, referidos como sistemas LTI, sdo representados no
espago de estados por

%(t) — Ax(t) + Bult) ; (to) = o (14)

y(t) = Cux(t)+ Du(t) (15)
e o mapeamento u — y é dado por
t
y(t) = Cexp (A(t —to)) wo + [ Cexp (A(t — 7)) Bu(r)dr (16)
to
No caso particular de tg =0, g = 0 e u(t) = 6(t), tem-se
g(t) = y(t)|,_s = Cexp (At) B (17)
de forma que
y(t) = [g*u] (t) (18)
Fazendo-se uso da propriedade da transformada de Laplace

Laplace{[g xu] (t)} = G(s)U(s) (19)

constata-se de [I8 que
Y(s) = G(s)U(s) (20)

em que G(s) é denominada de fun¢io de transferéncia.
Pode-se fazer também uso da transformada de Laplace em [[4] assumindo zp = 0 de modo a
se obter

Laplace {(jlf(t)} = Laplace { Az(t) + Bu(t)} (21)
sX(s)—xg = AX(s)+ BU(s)
X(s) = (sI—A)"'BU(s)



Laplace{y(t)} = Laplace{Cx(t)+ Du(t)} (22)
Y(s) = CX(s)+DU(s)

Combinando-se [21] e obtém-se em vista de [20] que

G(s)=C(sI-A)'B+D (23)

Controlabilidade e Observabilidade

O estado zp da representacdo {A(t), B(t),C(t),D(t)} é dito ser controldvel em [tg,t1], se e
somente se Jup, ;) que transfere (to,x¢) para (t;,r1) com x; arbitrdrio. A representagao
{A(t), B(t),C(t),D(t)} é dita ser completamente controlavel em [tg,?1], se e somente se Vg
é controlavel em [tg, t1].

Se uma representagdo é completamente controldvel, é possivel atingir {¢;,0} a partir de
{to, xo} para um x arbitrario, ty < t1. De @tem-se que

2(t) = bt to)wo + /t (b, ) B(r)u(r)dr (24)
¢(t1, to)xo = — ; ' ¢(t1, T)B(T)U(T)d’f (25)
T0 = — t 1 o(to, 7)B(T)u(r)dr (26)

Note-se em [26| que o mapeamento L : u — — f;l @(to, 7)B(T)u(r)dr é linear, de modo que o
conjunto de estados o controldveis é o conjunto imagem im{L[u]}.
Definindo-se o gramiano de controlabilidade

W (to,t1) == /ftl ¢(t0,T)B(T)BT(7-)¢T(t0,T)dT (27)

tem-se uma matriz que representa um operador linear W : & — W (¢, t1)x. Pode-se mostrar que
im{L[u]} = im{W (to,t1)}.

Teorema de Brockett: Para uma representacdo %%(t) = Axz(t) + Bu(t), Ju que transfere
{to, o} para {t1,z1}, to < t1 se e somente se

(.730 — qf)(to, t1)$1) S im{W(to,tl)}. (28)

Se rank{W (to,t1)} = n, entdo a transferéncia de {to,xo} para {t;,z1} pode ser realizada pelo
sinal

u(t) = =BT (t)¢" (to, t1)W ™ (to, t1) [z0 — ¢(to, t1)21] (29)

que possui a caracteristica de ser o controle de minima energia.
No caso de sistemas LTI, sdo equivalentes:

e {A, B} completamente controlavel
e linhas de exp (At) B sdo linearmente independentes

o W(ty,t1) é ndo singular t; >ty >0



e rank[B AB --- A""!'B] = n (Kalman’s rank condition)
e rank[s] — AB] =n; Vs € C (Popov-Belevitch-Hautus test)

Teorema (Wonham, 1967): Os polos de um sistema LTI podem ser alocados arbitrariamente por
realimentacao de estados, se e somente se a representacao for completamente controlavel.

O estado zo da representacio {A(t), B(t),C(t),D(t)} é dito ser observavel se xg é deter-
mindvel a partir do conhecimento da sua resposta a excitacao nula yp, ;- A representacio
{A(t), B(t),C(t), D(t)} é dita ser completamente observavel em [tg, 1] ndo existe nenhum estado
xo € R™ que nao seja observavel.

Definindo-se o gramiano de observabilidade

Mto, t1) i= /t " S 10) OT (1) C () to) (30)

{4, C} é completamente observavel em [tg,t1] se nicleo de M (to,t1) é {0}. Nose-se, ainda que
para o operador linear L : zg — C(t)é(t, to)xo, Ker{L} = Ker{M (to,t1)}
No caso de sistemas LTI, sdo equivalentes:

e {A,C} completamente observivel
e colunas de C exp (At) sdo linearmente independentes
e M(tog,t1) é ndo singular ¢t >t >0

C

CA
e rank . =n

caArt

O Problema de Desacoplamento de Distirbios
Dado um sistema descrito pelas equagoes de estado

%(t) = Az(t) + Bu(t) + Ew(t) ; z(0) = xq (31)

y(t) = Ca(t) (32)

a idéia é obter uma lei de controle de modo que uma perturbagao w(t) conhecida, ndo afete y(t).
Nesse problema, se

u(t) = Fa(t) + Gu(t) (33)
a equagao de estado torna-se
) = Axlt) + B[Falt) + Gu(t)] + Bu ) (34)

(A4 BF)x(t) + (BG + E)w (t)

ou seja

y(t) = Cexp((A+ BF)t)xo + /0 Cexp ((A + BF) (t — T)) (BG + E)w(r)dr (35)



Caso A + BF possua auto-valores no semi-plano esquerdo, Cexp((A + BF)t) | 0 & medida que
t T co. Além disso, deseja-se fazer

/tC'exp ((A+BF)(t— 7)) (BG+ E)w(r)dr =0 (36)
0
ou seja,
C
C(A+ BF)
: (BG+E)=0 (37)
C(A + BF)"1

Como exemplo, considere um processo modelado por

ac[ 0 W ]oso et 0[] "
Adotando-se

F=[-3 -1];G=[1 (39)

tem-se que
BG+E] = {”[—1“{”—[_01} (40)
[A+BF] = {_1 _11}%”[—3 —1]_{:2 _02] (41)
CIBG+E] = [1 0}{_1]=0 (42)
CIA+BF|BG+E] = [1 o}{‘j 02}{01}:0 (43)

e, além disso
. . -3 0 -2
Elg([A—FBF]):ezg([ _4 _2}>:{ 3

Formas Canonicas
Forma canénica controlavel: Dada uma representagdo completamente controlavel

dxr

E(t) = Apxnx(t) + Buxiu(t) (44)

pode se fazer uma transformacao similar T = Px, de modo que

dzT dPx
P = “w (45)
dx
= P

= P (Axz(t) + Bu(t))



e, notando que z = P~'Z, obter

.
d—j(t) = PAP'%(t) + PBU(t) (46)
em que
0 1 0 0
0 0 1 0
PAP~! = ; : D ; (47)
0 0 0o - 1
—ag —a; —ay - —Qp_1
¢ T
PB=[0 0 0 --- 1] (48)
No caso, a matriz de transformagdo P ¢é da forma
p
pA
P = . (49)
pAn71

em que p é a tltima linha da matriz U = [B AB --- A""!B]

Quando B possui m < n colunas, ou seja, u(t) possui m linhas, a matriz U serd o tipo
n X nm. Se b;, ¢ = 1,...,m é uma coluna de B, seja d; tal que os elementos do conjunto
{b;, Ab;, ..., A%~1h;} sejam linearmente independentes. Caso a representacio seja completamente
controlavel, é possivel construir

U=1[by Aby -~ A" by oo by Aby, -+ A% 1h,] (50)
de modo que
> di=n (51)
i=1
Definam-se ainda
ki = d (52)
ko dy + ds
e p; a linha k;-ésima de U_l, ou seja,
~ . -
p1A
plAdl—l
P= : (53)
Pm
pmA
P A1




Utilizando-se a matriz P assim obtida para transformacao similar, tem-se

O(d,—1)xm
1 % % % %
O(dy—1)xm
B=pPB=| 01x%x%x
0(d,.—1)xm
00001
€
[0 1 0 0]
0 0 1 0
Aij = (PAP*I),,Z N Rt
! 0
* * *
[0 0 0 0]
0 0 O 0
ij

em que * denotam nimeros que nao sao relevantes para a apresentacao dos conceitos.

Para simplificar a notagdo, é conveniente definir ainda

(PAP™Y)

dy
(PAP1)

da

(PAPY),

em que (PAP~'), ¢ alinha d;-ésima de PAP™! e

i

1 =x *
0 1 *
Bm: .
: *
0 0 1

(54)

(57)

Exemplo: Considere um sistema cuja representacao no espaco de estados possui as matrizes da

forma
0O 0 1 0 0 0
3 0 -3 1 1 0
A= -1 1 4 -1 B = 0 1
1 0 -1 0 0 0

(58)

com m = 2 en = 4. Este sistema é completamente controlavel utilizando-se apenas um dos
sinais de controle, ou seja, os pares (A4,b;) e (A,by) sdo completamente controldveis, em que



B = [b1]b2]. Nessas condi¢des, pode-se escolher d; = 1 e da = 3, obtendo-se

U= [ by by Aby A%by ] (59)
Uma vez que
1 1 0 -2
Tl | oo (60)
*x k% *
1 0 0 1
faz-se
P = [ -2 ] (61)
p2 = [ 10 1 }
de forma que a matriz de transformacao similar toma a forma
11 0 -2
1 0 0 1
P= 10 0 O (62)
0 01 O
A forma canonica controldvel é, portanto, dada pelas matrizes AeB
0 1 0 0]
-~ -1 0 0 1 0
A=PAP ol 1o o 1 (63)
1 1 -3 4
e i
10
= 0 0
B=PB= 0 0 (64)
0 1
Aqui, i
01 0 O
Am = [ 11 -3 4| (65)
e
10
Bo=| g 1| (66)

Teorema da Estrutura

Teorema da Estrutura: Se {4, B,C, D} é completamente controldvel e P é a matriz que repre-
senta a transformacao similar para a forma candnica controlavel, entao

G(s)

C(sI —A)"'B+D
C(sI—A)"'B+D
[C5() + DQ(s)] Q7 (s)



em que C = CcpP 1,

Exemplo: Considere as matrizes A e B apresentadas anteriormente,

Snxm(s) =

si(s) 0 0

0  sa(s) 0

; 0
0 0 Sm($)

s = [1 s §2 - sdi*l}

st
52
SdVTl

0 0 1 0 0 0
3 0 =3 1 10
-1 1 4 -1 B= 0 1
1 0 -1 0 0 0

juntamente com a matriz de saida

100 0
0_[0100}

e assumindo D = 0, bem como a matriz de transformacao similar

11 0 -2
10 0 1
P= 10 0 O
0 01 0

A representagdo na forma candnica controlavel é dada por

A

)

C

01 0 0
B 4 |00 1 0
= PAPT =100 0 1
11 -3 4
10
0 0
= PB=|, ,
0 1

oo 1 0
“ 12 =30

Neste exemplo, mantendo-se a escolha d; = 1 e dy = 3, tem-se

0
S(s) = :

oS oo

82

—A,5(s)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)



de modo que, utilizando-se da férmula [70} juntamente com as matrizes A,, e B,, fornecidas em
e [66] respectivamente, obtém-se

1 0
- -1
10 s 0 01 0 0 0 1
Qs = | 1] [0 53]_[113 4] 0 s (78)
0 s2
S -1
1 53—432—1—35—1} (79)
A funcéo de transferéncia G(s) é dada, portanto, pela expressiao
G(s) = [CS(s)+DQs)| Q7 (s) (80)
1 0 .
oo 1 0 0 1 s -1 N (81)
12 =30 0 s -1 % —4s2+3s5—-1
0 s?
1 2
= 3 ’ 2 2 ’ (82)
st —424+3s—1—-1| s°—4s°+1 —-3s°+2s+1
Note que, fazendo-se
N(s) = [05(5) + DQ(s) (83)
e
D(s) = Q(s) (84)
tem-se a forma usual de funcao de transferéncia
G(s) = N(s)D(s) ™! (85)
Uma matriz racional G(s) é dita ser prépria se
lim G(s) < 0o (86)
§—>00
e estritamente proépria se
lim G(s) =0 (87)
5—00

Realizagoes

Realizagdo de uma fungio de transferéncia: Dada uma matriz racional prépria G(s), realizagdo
é uma quadrupula {A, B,C, D} tal que

G(s)=C(sI —A)"'B+D (88)

Grau de McMillan

O grau de McMillan de uma funcao de transferéncia prépria G(s) é a ordem da realizagdo minima

de G(s).
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Realizacoes Minimas

Uma realizacdo {4, B, C, D} de G(s) é minima se e somente se é simultaneamente completamente
controldvel e observével [2], [1] e [12], entre outras.

Realizacao de Gilbert

Seja G(8)pxm uma funcdo de transferéncia estritamente prépria (D = Opyxm,)

G(s) = [gij(s)] si=1,...,p;j=1,...m (89)

A(s)=s"4a,_ 18"+ +ays+ao (90)

o minimo multiplo comum dos denominadores de g;;(s). Assumindo-se que as raizes A\;,i = 1...,7
do polindmio caracteristico sao distintas, pode-se escrever

Als) = H (s — i) (91)

e podem ser obtidas matrizes R;, ¢ = 0,...,r — 1, tais que

oS
ou seja,
R; = lim (s — \;) G(s) (93)
S*})\i
Denote-se
pi :=rank (R;) (94)

e sejam matrizes C; e B; escolhidos de modo que

Nessas condigoes, uma realizacao controldvel {A, B, C,0} é

)‘1]P1><Pl
A (96)
A"'IPT‘XP)"
By
B-| : (97)
B,
C—[Ci - O] (98)

Exemplo: Considere a funcao de transferéncia

G(s) = l Si% 5;1 ] (99)

T (s+D)(s+2)  s+2

11



A(s)=(s+1)(s+2) (100)
A expansdo em fragdes parciais leva a identidade
1 s+2 2s+4
G _ 101
) (8+1)(s+2)[ -1 s+1 (101)
1 1
_ 102
PR (102)
ou
1 2
Ry = [ 10 } (103)
0 0
Portanto,
pr = 2 (105)
P2 (106)
e uma possibilidade de escolha de C; e B; seria
1 2 10 1 2
Rl_{—1 0]_{0 1“—10 (107)
1 By
e
0 0 0
Rg:{ll}:[l][lBl] (108)
2
Cs
A realizacdo diagonal de Gilbert é, portanto, da forma
o (71 0 (1
il -1 0 z+ | | -1 (109)
[0 0]) (1 1]
[ -1 I
= -1 x4+ | -1 0 |u (110)
L -2 1]
e
1 0 0 1 00
y‘“oﬂ [1] ”3_[011 (111)

. ~ —1 . . .
Para verificacdo, basta calcular C (sI — A) " B. Além disso, pode-se verificar que a repre-
sentagao é completamente controlavel e observavel, ou seja, é minima.

12



Realizacao utilizando Parametros de Markov

Uma outra forma de realizagdo pode ser obtifa com base em parametros de Markov. Considere

inicialmente a funcdo de transferéncia

. Bos™ + ﬁ1$n71 + At Bao1s+ Bn
s+ aps"Tl 4 a1+ ay

G(s)
¢ note que

Bos" + B1s" T 44 Bu1s + Ba
ST ars"T 4+ a8+ ay

h

em que, apés a devida organizacao, obtém-se

ho = Bo

hi = —aitho+ 5

hey = —aihy —ashg + B2

hy = —oaihg—1 —ashi_o— - —agho + B

Portanto, a funcdo de transferéncia pode ser escrita na forma
G(s) =ho+his™ 4+ has™2 4 -+

Defina-se, agora, a matriz de Hankel, denotado H(m,n) por

hi  hy - hy
ha  hy o han

]J('rn7 n) — h’3 h4 e hn+2
hm hm+1 e h7n+n—1

Por outro lado, considere a representacao no espaco de estados

dx
dt
y = Czx

= Az + Bu

cuja representagdo no dominio transformado é
G(s)=C(sI - A)"'B

Sabendo-se que
(sT —A) P =T+ As ' 4 A%s72 4 ...

a equacao [I19] pode ser reescrita como

G(s) = C(I+As*1+A23*2+~-->B
= CB+CABs ' +CA’Bs 2 +...

13

= Kh?o + (81— a1fBo)s H 4+

ho + hls_l + h28_2 + -

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)
(122)



Comparando-se a expressao e obtém-se que
hi, =CA* !B

conhecidos como pardmetros de Markov.
Os passos para utilizar o conceito de parametros de Markov para realizar fungoes de transfe-
réncia sdo:

e A partir do G(s) de ordem n, efetuar a divisdo longa e obter os pardmetros de Markov
{h1,..;hon}

Construir a matriz de Hankel

hq hy - hy,
ha hs -+ hpy
H(n+1,n) = (123)
ho  hpy1 -+ hop—
hpyr hpg2 o0 hop
e Determinar o posto de H(n + 1,n)
n*=p{H(n+1,n)} (124)
e Obter [ Q. Qg o Qpx n*lﬂ n*OH n91 } tal que
(a1 az -+ ap- 1 0 -+ 0]H(Mn+1,n)=0 (125)
e Construir as matrizes A, B e C
0 1
A=| ¢ (126)
0 1
—Qq —Q2 e —Qlp*
hy
B= : (127)
[
C=[10 0 ] (128)
Pode-se verificar que
hi = CB (129)
ho = CAB (130)
hy = CA®’B (131)
(132)

14



e, além disso, que tanto

U=|B AB ... An*—lB]:H(n*,n*) (133)
quanto
C
CA
V= . =1 (134)
CAn*fl

possuem rank n*. Portanto, a representacao é completamente controlavel e observavel, ou seja,
a realizagdo é minima.

Lema de Inversao de Matrizes

Considere matrizes F,xm € Guxn. Entao det(I,, + GF) = det(I,, + FG).
Verificagdo do Lema de Inversdo de Matrizes: Sejam A e B matrizes inversiveis. Entéo

w([42])

det(A)det(B — CA™'D) (135)

det(B)det(A — DB'C)

pois
ol Yo B (136
detQé ngetGA; 9]) - detqci_l g]) (137)
det([é g])det (A7) = det(B-Ca"'D)
det([g g]) = det(A)det(B - CA™'D)
Analogamente, [ é g } [ é Bql ) [ é D?_l } "

= det (B) det (A - DB—lc)

|
)]
|

Portanto, fazendo-se A=1,, B=1,, ,C = —-Gpxn € D = Fxm, em

det(A) det(B — CA™'D) = det (B) det (A - DB‘10> (140)

15



obtém-se

det(L) det(In + Goxnl = Frsem) = det (I,) det (In T anmI;Llexn) (141)
det(l,, + GF) = det(I, + FG)

Matriz de Diferenca de Retorno (Return Difference Matriz)

Considere um sistema em malha fechada da forma

% = Az + Bu (142)
y = Czx
u = —Ky+v
ou seja
dz
E:(A—BKC’)J:—&—Bv (143)
Nessas condicoes,
Appen(s) = det(sI — A) (144)
Aclosed(s) = det(SI — A+ BKC)
de modo que [I1], [8], [10]
Aciosea(s) = det ((s[ - A) (I +(sI —A)"! BKC’)) (145)

det(sI — A) det ( I+ (sI — A 'BKC )

Fazendo-se G = (sI — A)"' BK ¢ F = C no lema de inversdo de matrizes det(I,, + GF) =
det(I, + FG), a equagio se torna
Actosea(s) = det (sI — A)det (I + O (sI— A)~ BK) (146)
= Agpen(s)det (I + L(s)K)

em que G(s) é a fungdo de transferéncia de malha aberta
L(s)=C(sI—A)'B (147)

Logo, a relagdo entre os polinémios caracteristicos de malha fechada e de malha aberta é dada
por

Aclosed (S)
Aopen(s)

A matriz de diferenga de retorno R(s) é, por definicao,

= det (I + G(s)K) (148)

R(s) =TI+ G(s)K (149)

Teorema: Se Agpen(s) possui P polos no semi-plano direito, entdo A psea(s) é Hurwitziano se e
somente se a curva de Nyquist de det (R(s)) envolve a origem —P vezes.
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Caso particular de Cyx, € Bpxy: Significa que u e y sdo n x 1, G(s) e K sdo n x n. Da
equagao [I46] tem-se

Aciosed(s) = Dopen(s)det (I+G(s ) (150)
= Agpen(s)det <G +K)>
= Aopen(s) det (G(s)) det (G (s) + K
= Agpen(s) det (O (sI — A)~ )dct (G’l(s) +K)
= Agpen(s)det () det (s — A)~" det (B) det (G—l(s)+K)

= det (C) det (B) det (G-l(s) + K)

= Adet (G’l(s) + K)

em que A é uma constante e, portanto, nao afeta o cdlculo das raizes de A jpseq(s) = 0.

Portanto, para testar se Agjpsed(s) ¢ Hurwitziana, basta que se estude det (G_l (s)+ K). Essa
tarefa se torna muito facil se a func¢ao de transferéncia inversa do sistema apresentar dominéncia
diagonal.

Dominancia Diagonal

Uma matriz complexa M., é dita ser dominante na diagonal, em média, se

T
[mig| + |maa]
mi;| > —— =12, 151
> 3 (151)
Se uma matriz de fun¢des racionais R(s) é dominante na diagonal para Vs € T, em que T' é o
contorno de Nyquist, entdo o nimero de envolvimentos da origem de det(R(s)) ¢é igual ao nimero
de envolvimento dos elementos da diagonal de R(s), [5].

Assim, se G~!(s) apresentar dominincia diagonal, pode-se estudar, para cada i separada-
mente, o niimero de envolvimentos de G;'(s) + K;;. Uma forma de se fazer esta verificacio de
modo grafico é utilizar o teorema de Gershgorin.

Circulos de Gershgorin

Os auto-valores de uma matriz M, ., estd na unido dos discos (centrados em m;; com raio igual
a soma dos médulos dos elementos da linha 4, excluindo my;)

T
s —mail < Y fmig| s i=1,2,7 (152)
j=1.j#i
e também na unido
T
s —mi| < > |myi| s i=1,2,.r (153)
J=1,5#

Os gréficos da figura [I] ilustram o aspecto das bandas de Gershgorin, obtidas para s = jw com
w variando de 0.1 a 10, de uma funcdo de transferéncia inversa G(s)2z2. Como nenhum circulo
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Figura 1: Exemplo de arranjo inverso de Nyquist com os circulos de Gershgorin sobrepostos.
Retirado do artigo do Prof. N Munro, Design of controllers for open-loop unstable multivariable
system using inverse Myquist array, Proc IEE, 1972.

contém a origem, M apresenta dominancia diagonal. Na figura 2] sdo vistos os mesmos gréficos
apresentados na figura [I} tracados mediante a utilizagdo do script gershband do MIMO toolbox
para o MATLAB. Os elementos da matriz de transferéncia utilizados para a confeccao desses
graficos encontram-se a direita da figura[2] Os circulos de Gershgorin podem ser utilizados para

Myguist Diagram of G(1 i g

From input 1 to output..

0.0473 s*3 + 0.3555 8”2 - 0.572 s - 0.889

From input 2 to output...
-0.2434 s - 1.547

Figura 2: Exemplo de arranjo inverso de Nyquist com os circulos de Gershgorin sobrepostos
obtido com a utilizacdo do MIMO Toolbox da MATLAB, gershband().

projeto de controladores estaveis. Se para cada elemento diagonal g;; ! a banda de Gershgorin
nao inclui a origem ou os pontos criticos K; o critério de Nyquist inverso é satisfeito. Um método
para o projeto de uma matriz de ganhos de realimentacdo da saida, empregando o conceito de
dominéncia diagonal. Considere o sistema ilustrado na figura 3] em que H e K sdo matrizes a
serem projetados e G(s) é uma fungdo de transferéncia com n entradas e n saidas. A matriz H
é utilizada para transformar a fungdo de transferéncia para a forma dominante na diagonal. Os
passos para obtencao de K, a matriz de ganhos para a realimentacao da saida sdo:

e Passo 1: Fazer H =1
e Passo 2: Fazer P(s) = HG~1(0)G(s)

18



V(s) +  E(s) U(s) Y(s)
H G(s) >

K <

Figura 3: Estrutura utilizada para projeto de controlador baseado em dominéncia diagonal.

e Passo 3: Plotar p;;'(s) para s € T', contorno de Nyquist
e Passo 4: Sobrepor os circulos de Gershgorin
e Passo 5: Se pi_il(s) nao for dominante na diagonal, ajustar H e tornar ao Passo 2

e Passo 6: Escolher k; utilizando o critério de Nyquist

Critério Generalizado de Nyquist

Um método alternativo para se caracterizar a estabilidade de sistemas multivaridaveis é utilizar
o critério generalizado de Nyquist. Como visto anteriormente, o polinémio correspondente ao
determinante da matriz de diferenga de retorno det (R(s)) pode ser utilizado para o estudo da
estabilidade em malha fechada. Para cada s fixo,

det (R(s)) = det (I + L(s)) = H Ai(s) (154)

em que L(s) = G(s)K e A\;(s) sdo os auto-valores de I + L(s). Os auto-valores A;(s) de I + L(s)
sao obtidos como as raizes de

det (A= (I +L(s))) =0 (155)
ou
det ()\I — (I + L(s))) = det (A — T — L(s)) (156)
= det (A=1)I— L(s))
= det (ul — L(s))
que permite escrever um polindmio em p para cada valor de s:
pt 4 ar (8)p" Tt Fan () "R H a1 () an(s) =0 (157)

Denotando por ;(s) as raizes desse polinémio tem-se utilizando o fato X\;(s) =1+ u,(s) e
em vista de [154]

det (R(s)) = [] (1 + pi(s)) (158)

i=1

O critério generalizado de Nyquist pode ser assim formulado [§], [I0]: Se um sistema linear
multivaridvel controldvel e observavel é tal que Agpen(s) possui P polos no semi-plano direito,
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entdo Agpsed(s) é Hurwitziano se e somente se a curva de Nyquist de u;(s) envolve —P vezes o
ponto critico —1 + 50.

Exemplo: Considere o sistema (retirado de PARKS, P.C. and HAHN, V. - Stability Theory,
Prentice Hall, 1993)

1 s—1 s
O = BT 612 { 6 5—2} (159)

A equacao [158] é, no caso, da forma

10 1 s—1 s
det<u(s)[0 1]125(s+1)(s+2)[ 6 S_QD =0 (160)
9 25 -3 s24+3s+2
1 (s)

16 0e "V T e nery "

ou seja,

5 —1.5+/~65+0.25
1.25 (s +1)(s +2)
s—1.5— /=65 +0.25

208 = T G s+ 2) (162)

(161)

A medida que s percorre o contorno de Nyquist, obtém-se as curvas apresentadas na figura 4]
obtidas com o auxilio do script nygmimo do MIMO toolbox para o MATLAB. Os elementos da
matriz de transferéncia utilizados para a confeccdo desses graficos encontram-se a direita dessa
figura. Observando-se que na figura [f] os pontos notédveis mais préximos do ponto critico —1 séo

Generalized Nyquist Criterion

157 T . T v T T - - g =

From input 1 to output...
s -1

Im
o
]
g

=

e
o

o

£

ot
n
ot
o

o

o

e

o

=

ot

5

0.5

continuous-time transfer function.

1 08 06 -04 02 o 02 0.4 0.6 08 >> nygmimo (g)

Figura 4: Lugar de Nyquist Generalizado.

-0.8 e -0.4, conclui-se que o sistema é estavel para 0 < k; < 1/0.8 =1.25 e kg < 1/0.4 = 2.5.

20



Gang of Four

Em principio, o material desta se¢do poderia ser apresentado considerando plantas MIMO. Po-
rém, para efeito de consisdo na apresentacao, adotar-se-4 Gp(s) SISO e G¢(s) um controlador
linear. A figura[5|apresenta o diagrama em blocos da estrutura de controle estudada nessa se¢ao.
Porém, como a idéia é estudar propriedades de malha, nao é considerada a funcdo de transfe-
réncia feedforward F(s) e é admitido que o sensor possui resposta répida, ou seja H(s) = 1.
Assim, com a simplificacdo, tem-se que Y (s) = Z(s)+ruido de medida ¢ Yye5(s) = R(s). Nessas
condigoes, as fungoes de transferéncia de malha fechada relevantes sao:

D(s)
Yref(s) +~ E(9) [ Us) xt - T2
Ge(s) n Gp(s) —
+ —
N(s)

Figura 5: Uma tipica configuracdo de malha de controle.

Z = 1+ZZGC __1f2igc 1fgigc ref (163)
Eo= _1+2£GCD__L+échNA_L+éPGCK” (164)
vo= _1fgigc _1+22G5N+1+iiGcnd (165)
em que a variavel s foi omitida. Para facilitar a notagdo, é conveniente definir
L(s) = Gp(s)Gc(s) (166)

que é a fungdo de transferéncia de malha aberta.
As seguintes fungoes de transferéncia recebem denominagoes especiais de Sensitividade S(s)
e Sentividade Complementar 7'(s), em vista da importancia desses em projetos de controladores.

1

$ = 15 (167)
__L(s)

r = 1+ L(s) (168)

E usual que sejam definidas, ainda,

_ Gp(s)

@ = 14+ L(s) (169)
_ Gel(s)

R = 1+ L(s) (170)

e reescrever as equagoes [[63] [[64] e [I65] na forma

21



Z(s) = Q(s)D(s) —=T(s)N(s)+T(s)Yrer(s) (171)
—Q(s)D(s) = S(s)N(s) + 5(5)Yres(s) (172)
—T'(s)D(s) — R(s)N(s) + R(s)Yres(s) (173)

=
s
v
=

I

- +
— +
A condigao para estabilidade da malha fechada é que as raizes da equacdo

1+ L(s)=0 (174)

estejam todos no semi-plano esquerdo.
Para que a saida auxiliar y(¢) restreie bem a referéncia y,.f(t), o erro e(t) = y(t) — yres(t)
deve ser pequeno, ou seja, F deve ser pequeno em algum sentido. Tendo-se em vista que

E(s) = S(5)Yrer(s) (175)

a condicao de bom rastreamento da referéncia requer S pequeno, também em algum sentido.
Por outro lado, para se ter uma boa rejeicao do ruido de medida N na saida Z, deve-se ter
T pequeno em algum sentido, ja que

Z(s) =T(s)N(s) (176)

Porém, uma dificuldade fundamental é que, para cada s,

S(s) +T(s) — 1+1L(S)+1f(zzs) (177)
14+ L(s)
- e (178)
— 1 (179)

de modo que nao se pode ter, para um dado s = jw,

S(jw)| e|T(jw)| simultaneamente pequenos.
Felizmente, o bom rastreamento estd relacionado com sinais de baixa frequéncia e basta ’S ( jw)‘
ser pequeno em baixas frequéncias e, para se ter uma boa rejeicdo de ruido na saida, relacionada
com frequéncias elevadas, |T(jw)| pequeno. A condicao

|S(jw)| | paraw | (180)
pode ser caracterizada com uso de ||.||, propondo uma funcao peso Ws(s), de modo que

[WsSl,, <1 (181)

Como a idéia é ter ’S (jw)| pequeno em baixas frequéncias, Wmst(jw)‘ deve ser grande em
baixas frequéncias, ou seja, um filtro passa baixas.
Analogamente, a condigao
|T(jw)| | para w (182)

pode ser caracterizada com o auxilio de uma funcdo peso Wrp(s) do tipo filtro passa altas,
impondo

[WrT|,, <1 (183)
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A rejeicao do disturbio d(t), considerando que em geral Gp(s) atenua frequéncias mais ele-
vadas, requer S pequeno, ja que

Gp D
1+ GpGe

1

= —GpD 185

14+ GpGe P (185)

—_————

S

(184)

Se ndo é desejavel que ocorram valores elevados na saida do controlador, a funcao de trans-
feréncia (n,r,d) ~ u deve ser pequena. Logo, a condi¢ao desejada é

IWaGesS|l, <1 (186)
Assuma, agora que o modelo G(s) possui incertezas aditivas de modelamento
G(s) =GE™(s) + AGp (s) (187)

e se deseja baixa sensibilidade da saida com respeito a incertezas aditivas no modelo.
Se Z (s) é a saida do modelo nominal correspondente a uma referéncia R (s)

G (s) Ge (s)

Z (s) = R 188
&= e 5o ) (188)
a saida real é dada por
[G?gom + AGP] Geo
Z+ANZ = R 189
1+ [Gm + AGp| Ge (189)
G"Ge AGpGe

prypy (190)
L+ GpmGe (1+GrmGe)?

em que o argumento s foi otimido. E utilizada uma aproximagao de primeira ordem de para se
obter a expressdo. Observando-se a equagao [I90] tem-se
AGpG
AZ=——"L7C R (191)
(1+G¥™Go)

donde, em termos relativos,

AZ _ AGpGc 1+GP"Ge 192
'z nom 2 GG (192)
(1+GpmGe)” Gp™Go
1 AG
= L (193)
1+GPm"Ge GB™
e, portanto, de um modo nao rigoroso,
&2 1
= — =5 (194)
é;gﬁ 1+ GP Ge

Logo, a baixa sensibilidade da saida a incertezas aditivas no modelo requer que para frequén-
cias w em que Gp(jw) apresenta magnitudes elevadas,

|S(jw)| | paraw | (195)
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Como feito anteriormente, adotando-se ’Ws (jw)| do tipo filtro passa baixas, a condi¢do a ser
imposta é
[WsS| <1 (196)

No caso de incertezas multiplicativas, uma forma de caracteriza-las é escrever
Gr (jw) = GE™ (j) [1+ Wi () A (jw)] (197)

em que |A (jw)| <1 e W () sdo escolhidos pelo projetista, a luz das especificagdes. Enquanto
A(jw) fornece uma incerteza de "diregdo”, Wi(w) altera a "magnitude” da incerteza. O termo
Wi é um fator multiplicador para cada w.

Para se estudar o problema de estabilidade robusta a incertezas multiplicativas, suponha
novamente que a planta real é caracterizada por

Gp (jw) = GE™ (jw) [1 + W (w) A (jw)] (198)

em que ‘A (w)‘ < 1 e Wr(w) sdo escolhidos pelo projetista. A condigdo de estabilidade requer
que a curva de

Lmeerte (jw) = G (jw) [1+ Wi (w) A (jw)] Ge (jw) (199)
= L(jw)+p(w) A (jw) L (jw) (200)

nao enlace o ponto (—1,0) & medida que w percorre o contorno de Nyquist. Observa-se na figura

Im{L (i)}

W(0) Al(e)L"M(jo)

Figura 6: Configuracao basica de uma malha de controle
|§| que Lmeert (jw) ndo enlaga (-1,0) se, para Vw
|Wr (w) A (jw) L (jw)| < |1+ L (jw)| (201)

Como
(Wi (w) A (jw) L (jw)| < |Wr (w) L (jw)| (202)
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a condicao [201] serd satisfeita se

Wi (w) L (jw)| < |1+ L (jw)|

Wi (w) L (jw)
T L0o) ‘ < 1 (203)
Wi ()T (jw)| < 1 (204)

A tabela seguinte apresenta alguns dos quesitos mais utilizados na pratica e as respectivas con-
digtes em termos de S(s) e T'(s), a serem utilizadas mais & frente.

Quesito Condicao

Rastreamento da Referéncia [WsS|| <1
Rejeigao do Ruido de Medida (WrT| <1
Reduzida Agao de Controle [WgrS,, <1
Robustez a Incerteza Aditiva [WsS|| <1

Estabilidade Robusta a Incertezas Multiplicativas  ||[W;T| <1

Integral da Sensitividade de Bode

Considere L(s) = Gp(s)Ge(s) com grau relativo maior ou igual a 2 e que L(s) possui p;,i =
1,..., N, polos no SPD. entédo

N,

/000 ln|S(jw)’dw:7rZres {pi} (205)

i=1

Portanto, a drea acima de 0 dB da curva In |S (jw)| deve ser compensada pela area abaixo, de
modo a resultar um certo nimero no lado direito da equacéo Obviamente, caso L(s) nao
possua polos no SPD, esse niimero é 0.

Parametrizacao Q

Por simplicidade de notagao, é tratado apenas o caso SISO. Denote por S a familia de fungoes
racionais proprias e estaveis. Serd mostrado que, dada uma planta cuja representagio é G p(s)
€ S, o conjunto de todos os controladores estabilizantes é dado por [15], [4]

De fato, lembrando a apresentacdo do gang of four, as fungoes de transferéncia que devem
ser estaveis para se obter estabilidade interna do sistema,

Z 1 Gp —GpGe GpGe D
0] T e G co | o
Substituindo-se
Ge = % (208)
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obtém-se

Gp —GpGc GpGe

1
| —ap -1 1 (209)
1+ GpGe GpGe —Go Ge
. Gp —-Gp 1,(Q;PQ Gp kgpQ
1+ P1-GrQ Gp 17213(2 _172PQ 172}9@
Gp Gp
Gp _17G§Q 17G§Q
= (1-GrQ)| —Gp -1 1 (211)
GpQ __Q Q
1-GpQ 1-GrQ  1-GPQ
Gp(1-GpQ)  —GpQ GrQ
= | “Gr(1-GrQ) ~(1-GpQ) (1-GCrQ) (212)
GpQ -Q Q

Por hipétese, Gp(s) € S e Q € S, de modo que todas as fungoes de transferéncia em sao
estaveis.

Reciprocamente, assuma que um certo G¢(s) estabiliza internamente um sistema. Nesse
caso, seja

©= 15 GrGe 215)
e note que @ € S. Além disso

_ Ge
@ =3 + GpGe (214)
Q(+GpGe) = Go (215)
Q = Gc—-GpQGe (216)
Q = (1-GpQ)Gc (217)

_ Q

Ge 0 (218)

e G¢(s) possui a forma requerida.
Quando a planta G p néo é estavel, a obtencao de um controlador internamente estabilizante
requer maior cuidado.

Para ilustracao de potenciais efeitos indesejados, pode-se relembrar o problema de alocagao
de polos. Se N(s) e D(s) fossem apenas polindmios a equagdo de Bézout, juntamente com
Adesejado(s)a

N(S)X(S) + D(S)Y(S) = Adesejado(s) (219)
forneceria polinémios X (s) e Y(s), que permitiria obter

X(s)
Y(s)

Go(s) = (220)

o que resultaria, em vista do fato de que para systemas SISO estritamente proprios, pode-se
escrever

Aclosed(S) = Aopen(s) [1 + GP(S)GC(S)] (221)
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o que leva a

Aclosed(S) = Aopen [1 + GPGC} (222)
N X
= DY |14+ == 223
1+ 5] (22
NX 4+ DY
= DY—— 224
= NX+DY (225)
= Adesejado(s) (226)
Porém, considere a planta trivial
1
Gp(s) = - (227)
s
e faca-se a associagao
N(s) = 1 (228)
D(s) = s (229)
Caso a equagado de Bézout seja
X(s)+sY(s)=1 (230)
uma solugao seria X(s) =1 e Y (s) = 0, o que ndo permite obter um controlador genuino
1
Gols) = ~ (231)
(0)
ou a solugdo X(s) =1—seY(s) =1,
1
Gols) = —— (232)

que nao é propria.
Porém, assumindo que N(s) € S e D(s) € S, é possivel obter uma solugdo adequada, por
exemplo

1
X = 5 (233)
s—1
Y = 2 (234)
que sao proéprios. De fato,
1 s—1
X Y = = 235
() +sY(s) = <57 (235)
s+s2—s

Retomando o problema de obter o conjunto de controladores estabilizantes, seja uma planta
Gp (s) = N (s) /D (s), representada na forma de fatorizagdo coprima, com N(s) e D(s) perten-
centes a S e tome-se X(s) € S e Y(s) € S satisfazendo

N(s)X(s)+D(s)Y(s) =1 (237)
Nessas condigoes, o conjunto de controladores estabilizantes é dado por

{X(S) + D(s)Q(s)
Y(s) + N(s)Q(s)

;QGS} (238)
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QFT

A sigla QFT significa Quantitative Feedback Theory que consiste, basicamente, em prover um
método baseado no dominio da frequéncia para projeto de controladores robustos. O texto
apresentado aqui foi adaptado de [13] e [6].

Considere uma malha de controle cujo diagrama em blocos encontra-se ilustrada na Figura
[ sendo Gp(s) e Go(s) uma planta SISO-LTI. Embora néo se trate aqui o projeto de F(s), essa
funcdo de transferéncia feedforward é usada comumente em projetos QFT como mais um grau
de liberdade para modificar a resposta do sistema.

Vi(s)
R(s) Yree($) +~ E®) [ U(s) y Ly
— F(s) Ge(s) > Gp(s) n
4
Y(s) 5
N(s)

Figura 7: Configuracdo basica de uma malha de controle

Para ilustrar os procedimentos utilizados nos projetos utilizando QFT, considere um sistema
descrito pela funcao de transferéncia

ka
Gp(s) = sGta) (239)

em que os pardmetros a e k possuem incertezas. Mais especificamente, a € [1,4] e k € [1,5]. O
problema é obter um controlador G¢(s) que apresente adequado desempenho para toda a familia
de plantas

ka
P_{S(SJra),ae[Lél]eke[l,B]} (240)

A figura [8] apresenta a carta de Nichols em que se observa a resposta em frequéncia da planta
nominal, bem como alguns pontos referentes a diferentes combinagoes de valores dos pardmetros
ke a.

As regides a serem evitadas, caracterizadas por

|8 (jw)| < Smax (241)

para w pertencente a uma faixa de frequéncias a ser ajustada, sdo chamadas de U-bounds ou
sensitivity bounds e se relacionam com estabilidade robusta. As regides caracterizadas por

a(w) < |T (jw)| < B (w) (242)

sdo chamadas de B-bounds ou tracking bounds e se relacionam com o desempenho. A condigio
[242] pode ser verificada facilmente, notando que equivale & condigdo

_Gpljw)Geliw)
g};gg,‘uc;}:(jw)Gc(J@‘ < Bw) (243)
. ‘M ~ a(w)
Al | THGr ()G (Gw)
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Nichols Chart
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Figura 8: Templates para frequéncias w = 0.15,2.0 e 18.0.

Os limites U-bounds, B-bounds e similares sdo conhecidos como Horowitz bounds.

A figura |§| apresenta as U-bounds para w = {0.5,1,3,30H 2} com Sp.x = 2.5 e as B-bounds
paraw = {001,0.02,0.1,0.2,0.5H z} correspondendo a valores de % de {1.0011,1.0043,1.107,1.47,3.1}
obtido de

0.3
alw) = (jw)? + 0.99jw + 0.3 (244)
) — 0.06607 (jw + 30) (245)

(jw)? +1.2jw + 2

As fungdes o (w) e 5 (w) podem ser obtidas fazendo simulagdes ap6s escolher a forma da resposta
desejada. No caso, foi adotado o modelo de segunda ordem.

Tendo obtido as Bandas de Horowitz, faz-se o loopshaping de modo tradicional, utilizando
se o Gp nominal e o controlador escolhido, por exemplo um compensador cascata avangador de
fase, como no caso ilustrado na figura

Decomposicao em Valores Singulares

A decomposi¢do em valores singulares possui varias utilidades em controle multivaridvel, in-
cluindo reducdo de modelos, analise da resposta em freqiiéncia e balanceamento de modelos,
entre outros. Por exemplo, sistemas de miltiplas entradas e saidas apresentam, geralmente,
acoplamentos entre os canais, de modo que além da informacao de ganho, é necessario que se
conhega a diregdo em que estes atuam. A utilizagdo da decomposigdo em valores singulares (SVD
= Singular Value Decomposition) permite obter tais informagoes.

Uma matriz U é dita ser unitaria se

Ur=u"t! (246)
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Horowitz Bounds
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Figura 9: Exemplos de Bandas de Horowitz.

Uma matriz A,x4 pode ser escrita na forma

A=UXV"

(247)

em que U e V sao matrizes unitarias de dimensoes p X p e ¢ X g, respectivamente, e a matriz X

possui a forma especial

y =

D
[ 0 ] sep=>q

[D O] sep<gq

com D diagonal e de dimenséo d x d, d = min {p, ¢}

qQl

S}

g1 0

0 0d
= max {o1,..,04}
= miin {o1,..y04}

(Relagdo entre auto-valores e valores singulares) Dada uma matriz A,

= /X (A4

= /A (AA*)

30

(248)

(249)

(250)
(251)

(252)



Projeto QFT
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Figura 10: Exemplo de um projeto utilizando o conceito de QFT

Imediata, a partir da forma de AA*

AA* = USV*(USVH (253)
= UZV*VXU* (254)
= USSU* (255)
o? 0
= U U* (256)
0 o2

e, analogamente para A*A.
Seja G (jw) a matriz complexa obtida fazendo-se s = jw em uma fungdo de transferéncia,
com w fixo. Utilizando-se SVD, obtém-se

G (jw) = U (@) T (@) V* (@) (257)

em que, pelo fato de U e V' serem unitéarias, as suas colunas sdo tais que

up (Wui(w) = 1 (258)
uj (W)uj(w) = 0 (259)
v (@vi(w) = 1 (260)
v (@i (w) = 0 (261)

parai,j =1,...,d e i # j. Multiplicando-se a direita por V (w), tem-se
G(jw)V(w)=U (w)E(w) (262)
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ou, em termos do ¢-ésimo componente
G (o) vs (@) = 01 (G (jw) s () (263)

O valor singular o; (w) representa, portanto, o ganho de G (.) na frequiiencia w quando exci-
tado na direcao v;

IG Geo) vi @),

0 (G (jw) = 1O, (264)
s ()]
= |G (jw)vi ()], (265)
uma vez que ||uz (w)”2 = u} (w)u; (w) = 1. Usando o principio da superposigdo, para uma
entrada qualquer r (w),
G
o (@ () < 1GU Dl 2 5, (266)

I @),

O grafico de o (G (jw)) e 7 (G (jw)) em dB versus logw é também chamado de curvas de
Bode, em analogia com o caso SISO.
Seja G (s) uma fungao de transferéncia prépria e estdvel. A norma ||.|| é definida por

HG(S)Hoo = mng(G (jw)) (267)

Representacao das Incertezas

Retoma-se, aqui, a representagdo de incertezas multiplicativas no modelo é a multiplicativa. Se
G°™ (s) é o modelo nominal, a planta real é assumida ser da forma

Gp (s) = GF™ () [L+ Wi (3) Ap (s)] (268)

em que ||[Af|| <1 e Wr(.) é um peso definido de acordo com as exigéncias das especifica¢oes
de desempenho. O subscrito (.); se refere ao fato da incerteza estar no lado da entrada (input)
de Gp (s), conforme a estrutura vista na figura em que é apresentada uma representagdo em
diagrama de blocos.

A motivacao para esta forma de representacao pode ser visualizada através do caso particular
em que Gp (s) é sobmente um ganho gp € [gmin, max) - Tome-se como o ganho nominal o valor
médio

nom gmax + Jmin

gy = Jmex X Imin (269)
Se Wy for escolhido como

9max — Ymin
Wp=———— 270
! Jmax + GJmin ( )

entao,

gp = g’ 1+ WiA[] (271)
—_ g}njom + 9max ; 9min A[ (272)

e gp varia de gmin & gmax, & medida que Ay varia de —1 a 1.
As incertezas podem também ser representadas na saida da planta,

Gp(s) = [14+Wo (s) Ao (s)] GF™ (s) (273)
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G (s) = Gp(s) + W, (3)A1(s)

T Wae)A(s)
K(s) :
Yref i Yorig
44:0_. G(s) : > —>

W(8)Ax(s) [

H(s)

A

Hmt (s) = H(s)[ 1+ W (s)Ay(s)]
Figura 11: Incertezas aditivas e multiplicativas em uma malha de controle.

em que ||Ap| < 1, e podem ser movidas para entrada, desde que sejam tomados cuidados no
sentido de se considerar o efeito do ganho G (jw) sobre Wi.

B grande a classe de plantas podem ser colocadas na forma ilustrada a esquerda da ﬁgura
em que as incertezas A; (s) estao agrupadas em uma matriz bloco diagonal

A(s) = diag {21 (s),....A¢ (s)} (274)
e destacadas do restante do sistema.

Transformacgoes Lineares Fracionais

Considere uma matriz Py, particionada segundo

Py Pro
P= 275
[ Py Pao (275)
em que as dimensdes sa0 [Pi1], .5 [P12], x g, 215, x g, © [P22],, 4, Dadas as matrizes Ay, xq,

e Kp,xq,, as transformacoes lineares fracionais superior (u de upper) e inferior (¢ de lower) sdo
definidas, respectivamente, por

F,(P,A) = Pyp+PyAI—P1A) " Py (276)
Fy(P,K) = Py + PpK(I—PpK) Py (277)

A utilidade das LFT pode ser vista notando que no diagrama mais & esquerda da figura [I2]

Z(s) = F,(P,A)W (s) (278)
- [P22+P21A(1_p11A)—1p12} W (s) (279)
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Figura 12: Estruturas comumente utilizadas em projeto de controladores: A é o bloco de incer-
tezas, P ¢é a planta e K é o controlador

O controlador K (s) também pode ser destacado, de modo que o sistema pode ser representado
como no diagrama em blocos do meio da figura [12] que permite escrever, em vista da LFT,

Z(s) = F,(P,K)W(s) (280)
- {Pn 4 Pk (I — PpK) ™" Pgl} W (s) (281)

Destacando tanto A (s) quanto K (s) como no diagrama de blocos mais a direita da figura
[12] e considerando que

R (s) Py (s) Pia(s) Piz(s) V (s)
Z (S) = P21 (S) P22 (S) P23 (S) W (S) (282)
Y (S) P31 (S) P32 (8) P33 (3) U (8)
a utlizacao de LFT permite escrever
Z(s) | _ 5 W (s)
[Y(s)] = F“<P’A){ U (s) } (283)
_ {Pm +Pua (1-Pna) Pu} [ e } (284)
em que
Py = [Pui(s)] (285)
?12 = [ P12 (8) P13 (8) ] (286)
= o P21 (S)
Py = { Py (s) } (287)
_ o P22 (5) PQ (5)
Pe = [ P33 (s) P3z (s) } (288)
A LFT fornece, a partir de 283 que
Z(s) = F, (Fu (P, A) ,K> W (s) (289)
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Controle Hoo

O diagrama em blocos da figura [I3] pode ser colocada na forma padrao & direita da figura[I2] por
simples reorganizagdo. Para facilitar a apresentagdo, tomou-se apenas o caso de A =0

| Wy +——

5 U — Y1) 2,
W(s) -:{—)E(S) . [ G, | L W, (s)

U(s)

7
P,
[Z;
||
o

[}
—
2
Sala¥
F 3

Figura 13: Estrutura de controle em malha fechada de 1 grau de liberdade

Sao introduzidos filtros peso Wg, W e Wik para que o projetista possa adequar as especifi-
cacoes de desempenho.

W (s)
2" = Wr (s) z0ld (290)
Wk (s)
A funcao de transferéncia w ~» z é dada por
Gu: (s) = Fi (P (s), K (s)) (291)
em que
Ws —WsGp
- 0 Wgr
P(s)= 0 WrGp (292)
1 —-Gp

e, ainda, G¢ (s) = K (s). As condigoes de desempenho e de estabilidade, portanto, representadas
por
WgS
1Gu:lloe = [[Fe (2. K[, = || WrE || <1 (293)
WrT

O problema de controle Hoo é reduzido ao problema de determinar todos os controladores K (s)
que estabilizam o sistema e de modo que a transferéncia w ~~ z seja minimizada

min [|F, (P, K| (294)
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Aplicagoes préaticas nao requerem a solucao étima do problema de controle Hoo, mas sim um
K (s) de modo que
|Fe (P K)| <~ (295)

em que v > 0 pode ser iterado, caso necessario, sendo que idealmente, v = 1.

Um K (s) que satisfaz denominado sub-6timo, pode ser obtido com base no seguinte
resultado devido a K. Glover e J.C. Doyle, 1988.

Seja {A, B,C, D} uma realizagao de

Py Pro
P(s)= 296
©=|p ] (206)
particionado consistentemente
B = [ B B | (297)
_ |G
Cc = { Oy ] (298)
. 0 Dqo
D = { Doy 0 } (299)

Sejam as hipéteses (algumas podem ser relaxadas, mas levam a expressoes mais intricadas):
a) {A, Ba, Cs} é estabilizdvel e detetavel
0
b)D12:|:I:|eD21:[O I]
C) |: A— _]CUI BQ
Cy Dy,
A— ij Bl
d

) { Co Doy

e) D{zCl =0e Bngl =0
f) (A, By) estabilizavel e (A, C7) detetavel

} possui colunas Li. Yw

] possui linhas Li. Yw

Se as hipéteses a-f sdo satisfeitas entao

|7 (P ), < (300)
para o controlador
K (8) = —ZooLoo (sI — Asy) ™" Fap (301)
em que
-1
Zo = (1 - V*ZYDOXM,) (302)
Lo = -Y,CF (303)
F. = -BIx, (304)
A = A+~ 2 BiBT X + BoFs + ZooLoo Oy (305)
e as matrizes X, e Y, sdo obtidas da equacao de Riccati
ATX o+ XA+ CTCOL + X o (7*23113{ - BQBzT) X = 0 (306)
AV + Yoo AT + By BT + Yo, (7—20301 - Cgcg) Yo = 0 (307)
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Uma demonstragao para uma versao mais geral do resultado pode ser encontrada em Zhou e
Doyle [14].
O controlador

u = Ky (308)
- PZOOLOO (s — Ase) ' Fooly (309)

pode ser separado em uma matriz de ganhos de realimentacao

u=FT (310)
e um estimador de estados
estimador usual w
Az — — A ——
o = AT+ Bot = ZooLeo (y — Co7) + v 2B BT X 7@ (311)

Nota-se que inclui um termo adicional que representa estimativa da entrada exégena no pior
caso. A medida que v — oo o controlador Ho, tende a ser idéntico ao LQG (Hz).

Ajuste de pesos

Uma forma de propor os pesos Wy é utilizar a férmula encontrada em [12]

We(s) = 27 (312)
§) =M —

s s+ wpA

em que M > 1, tipicamente M = 2 e A < 1, por exemplo, A = 1073, Para s — 0, Ws(s) — % e
para s — oo, Wg(s) — ﬁ Portanto, para s = jw com valores baixos de w, |Wg (jw)| é grande,
faz com que ’WS (jw)S(jw)’ seja pequeno, como se deseja. Nessas condigoes,

JjE +wp
jw+wpA

w? 2
V- wh
S (314)
Vw? + wh A2

Ws(jw)| = (313)

Logo, w tal que |W5(jw)’ =1 é dado por

w? 2

R (315)

w? 4+ wh A2

2 2 42 w? 2
w?+wpA® = e +wp (316)
1
w? <1 - M> S (1 - A2> (317)
1— A2) M2

Para o caso M =2 e A =103, tem-se que w = 1.1547wp.
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Método LTR

O método LTR (Loop Transfer Recovery) consiste em projetar, inicialmente, uma funcao de
transferéncia alvo que satisfaz as especificagoes desejadas e, posteriormente, recupera-la atra-
vés de um procedimento sisteméatico baseado no regulador linear-quadratico com estimador de
estados. Embora apresente algumas limitagdes (sistemas de fase minima e tendéncia a gerar con-
troladores de ganho elevado), permite realizar importantes conexdes entre os dominio do tempo
e da freqliéncia. A apresentacdo desta secdo segue o material em Cruz, [3] e Maciejowski [9].
Assuma que a planta a ser controlada é descrita pela equacao diferencial ordindria linear

dzr

il Az + Bu (319)
y = Cx (320)

e a correspondente funcdo de transferéncia é
Gp(s)=C(sI—A)'B (321)

Uma forma de obter um controlador do tipo realimentagao de estados
u=—Kz (322)

é resolver o problema de minimizar o indice de desempenho quadratico

Ju] = /O h [yT () y (t) + uT (t) Ru (t)} dt (323)

A solugdo do problema de minimizar um custo do tipo quadratico [323] sujeito a restrigdes
lineares [319] ¢ da forma [322] em que

K=R'BTP (324)
e P satisfaz a equagao algébrica de Riccati
PA+ATP+CTC - PBR'BTP=0 (325)

A solucao do problema linear-quadréatico pode ser parametrizada de forma conveniente através
de

R=pl (326)
em que p > 0.
Se Gp (s) for de fase minima, entéo
lim P =0 (327)
pl0t

Para a demonstracao desse resultado pode-se consultar Zhou et al, [15].
Lema: Se Gp (s) for de fase minima, entdo

li K=M 2
p\l&)rl N/ C (328)

em que M é uma matriz ortogonal (ou seja, M7 M = I).
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Substituindo-se R = pI em

PA+ATP+CTC - PBp™'BTP = 0 (329)
KT K
—N— —
PA+ATP+CTC - PBplpp™'BTP = 0 (330)
PA+ATP+CTC— (VpKT) (VpK) = 0 (331)
Como pl 0t =P|0
: T _ T
lim (VoK) (VoK) = cTC (332)
,}i}?l (VpK) = MC (333)

para algum M ortogonal.
Uma vez que o estado z ndo é diretamente disponivel, deve-se estima-lo a partir de y e u. Se
L ¢é o ganho do observador de estados, a estimativa Z é dada por

dz ~ P
d—f = AT+ Bu+L(y—7Y) (334)
y = Cz (335)

Utilizando-se o controle
u=—K7 (336)
obtém-se de que
dz I ~ "

i Ax — BKx — LCx + Ly (337)
u = —K=x (338)

sugerindo como controlador (e considerando a inversdao de sinal entre y e e).
Go(s)= K (sI—[A—BK —LC)) 'L (339)

Teorema Fundamental do Método LTR. Se {A, B} é controlavel, { A, C} é observavel, Gp (s)
é quadrada e de fase minima,

K=p'BTP (340)
em que p > 0 e P satisfaz
PA+ATP+CTC - LpBBTP =0 (341)
p
entao .
1%3 Ge(s)=|C(sI—A)"B| C(sI—A7'L (342)
P
Introduza a notacao
o = (sI—A)" (343)
Y = (sI-A+LC)! (344)
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e note que
Ge(s) = K(sI—A+BK+LC)™'L (345)
-1
- K(v'+BK) L (346)

Aplicando-se o lema de inversdo de matrizes (uma prova pode ser encontrada em Kailath [7])
~1
(A+BCD) ' =4t A"'B (0*1 + DA*lB) DA (347)

a expressao [345] mediante a associacao

Pl o A (348)
B ~ B (349)
I - C (350)
K ~ D (351)
resulta
Ge(s) = K{w—@bB(I—i—KwB)_le/)}L 352

(352)
= KyL—-K¢B(I+KyB) ' KyL (353)
- [I ~ K¢B(I+ KwB)_l} KoL (354)
= (I+K¢B)™ KyL (355)

~ = _1/-:(\
= (VoI +VpKYB) '\ /pKyL (356)
Em vista do lema , os termos marcados com x tendem a MC' e, portanto

lim G¢ (s) = (CyB) ™' CyL (357)
pl0t

A relagdo entre ¥ e ¢ pode ser explicitada pelo lema de inversio de matrizes, fazendo-se a
associacao

sI—A ~ A (358)
H ~ B (359)
I ~ C (360)
C ~ D (361)
ou seja,
¢ = (sI—A+LC)!
PR G )
(sIfA)*lf(sIfA)’1L<I+C(sIfA)71L> O (sl — A"
= o—oL(I+CeL) ' Cyp (362)
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Substituindo esta expressdo de 1 (s) em obtém-se

lim Go (s) = (CyB) ' CyL
pl0t

—1
- [C@B —CpL(I+CpL)™" apB} L
CeB)™ (I + CL) CyL

CypB) ™' CoL

- C(sI—A)—lB} C(sI—A)~'L
= Gpl(s)C(sI-A)7'L

(
— (CpB) (I +CpL)C (gp — oL (I+CpL)™" C’go) L
(

(363)

(364)
(365)

(366)
(367)
(368)

Segundo o teorema fundamental do método LTR (Teorema xxxxxxxxxxxx, o controlador
G (s) tende a cancelar a dindmica da planta a medida que p | 07 e a fungao de transferéncia

total (controlador + planta) tende a
Ga(s)=C(sI—A)"L

que é denominada, doravante, de alvo.

(369)

O problema se reduz, portanto, a buscar uma matriz L conveniente. A busca de L pode
ser tornada sistematica através da utilizacdo de um estimador de estados especial, o filtro de

Kalman.
Considere ruidos virtuais w (t) e v () no sistema original

ili—f = Az + Bu+ Hw
y = Czx+vo
em que
Elw(t)] = 0
E [w () wT (7)} = We(t—7)
Efv@®)] = 0
E [v (t) o7 7)} = Ve(t—T)
w (1) v (7)
As expressoes para o filtro de Kalman correspondentes a [370] e 371] sdo
%ﬁf = AT+ Bu+L(y—79)
y = CZ

em que
L=scTy!

e S satisfaz a equagdo algébrica de Riccati

AS+ SAT + HWHT — SCTv—lcs =0

41



Identidade de Kalman: Definindo-se

Gy(s) = C(sI—A'H (381)
Ga(s) = C(sI—A)7'L (382)
= C(sI—A)'scTy? (383)
tem-se que
[[4+Ga(s)|V[I+Ga(=5)]" =V +GCy(s) WGT (=s) (384)

De fato, a partir da equacao algébrica de Riccati, tem-se
—AS — SAT - HWHT 4+ scTv-1cs
58 —sS — AS — SAT — HWHT + scTv-1cs
(sI —A)S+ S (—sI— A" —HWHT + 5CTV-'CS = 0 (385)

Multiplicando-se por C (s — A)f1 pela esquerda e por (751 — AT)f1 CT pela direita e
inserindo-se convenientemente VV ! ou V=1V, resulta

VG (=) +Ga(s)V =Gy (s) WG, (=5) + Ga () VGl (—=s) = 0 (386)
Transportando —Gy (s) WGT, (—s) para direita e somando V nos dois lados
V4+VGL (=) +Ga(s)V+Gal(s)VGY (=5) =V + Gy (s) WGY (—s) (387)
obtém-se o resultado desejado
[+ Ga(s)|V[[+Ga(=5)]" =V +Gy (s) WGE (—s) (388)

A expressao pode ser simplificada, adotando-se

W= I (389)
Vo= ul (390)
com g > 0. Neste caso, se reduz a

1
[[+Ga(s)] [I+GCa(=s)] =T+ LGV (s)GT (—s) (391)

e os valores singulares de I + G4 (s) podem ser obtidos de

. . 1 . .
[1+GaG)] [[+Ga(=jw)]" = T+ Gy (jw) Gl (—jw) (392)
. 7 1 . .

[[+Ga(w)] [I+Ga(w)]” = T+ LGV (Jw) G (jw) (393)

A ([1+Ga ()] [T+ Ga ()] ") A <1 n iav (jw) G (jw))

ai([uGA (jw)]) - \/1+iag (G (jw)) (394)

ou seja,

2
/
~
+
Q
b
()
£
N
Il
Q
—_
+
\

iaf (C (oI — A)~" H) (395)



Se p < 1, a expressao fornece a férmula
1 -1
0, (G4 (jw)) ~ —0; (C (jwl — A) H) 396)
(Ga (jw)) NG (

que pode ser utilizada para o ajuste da fungio de transferéncia alvo G 4 (s) através da selegdo de
wede H.
Em vista de|394) G4 (jw) satisfaz também a condigio

o ([1+Gaw)]) 21 (397)
que no caso de sistemas de uma entrada e uma saida significa que
11+ G4 (jw)| > 1 (398)

ou seja, G4 (jw) nao intersecta o circulo de raio unitirio com centro em (—1,0). Consequente-
mente, G4 (jw) apresenta

MF € (—60°60°) (399)
MG e {;oo> (400)

como pode ser visto na figura

Im{Ga(im)} |

L

Re{Galw)}

Figura 14: Margens de Ganho e Fase para um projeto LQR.

O método LTR involve os seguintes passos principais:

Passo 1: Traduzir as especificagoes de estabilidade e desempenho em termos da regiao que
pode ser ocupada por Q(GA (jw)) eT (GA (jw)).

Passo 2: Selecionar p e H considerando

, 1 , _
i (Ga (jw)) ~ ik (C (jwl — A)~" H> (401)

e a regiao caracterizada no passo 1. Uma tentativa inicial com H = B é interessante, pois neste
caso G, (jw) = C (jwl — A)"' B que é a planta original. Para w — 0 e A inversivel,

‘ 1 .
oi (Ga (jw)) ~ ik (CA 1H) (402)
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e a escolha do ganho de baixa freqiiéncia pode ficar facilitada se H for tal que CA~'H = I. Para
W — 00,
1
ag; GA jw >~ —0; CH 403
(Ga(j0) = ;o1 (CH) (103)
e permite a escolha da freqiiéncia de cruzamento através do ajuste de p.
Passo 3: Resolver a equacao algébrica de Riccati

1
AS 4+ SAT + HHT — ;SCTC’Szo (404)
Passo 4: Calcular )
L=-8c” (405)
I
Passo 5: Resolver a equagao algébrica de Riccati
1
PA+ATP+CTC - -PBBTP=0 (406)
p
Passo 6: Calcular 1
K=-BTp (407)
p

Passo 7: Calcular a fungao de transferéncia do controlador

Go(s)=K (sl — A+ BK + LC) ' L (408)
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