Linear Matrix Inequalities

Em publicagoes recentes, uma tema que tem recebido destaque na comunidade de Sistemas
e Controle é o de Desigualdades Matriciais Lineares - LMI - Linear Matrix Inequalities. Assim,
é oportuno que se apresente aqui um pequeno resumo sobre esse tema. Um excelente texto de
referéncia é o livro [I]. Aplicagdes especificas em Sistemas e Controle podem ser vistas em [2].
1. Defini¢do: Um conjunto € é dito convexo se Vp1, po € Qe A € [0,1] C R,

p=Ap1+ (1 —=A)p2 € Q (1)

2. Observacdo: Se p; € Qe a; > 0 parai=1,..., N de modo que

N
i=1

entao
P =aqp1 + agps + - +anpy € Q (3)

3. Definigdo: Uma funcdo f: Q — R é dita convexa se ¥p1, p2 € Qe A € [0,1] C R,

f) <Af(p1) + (1 =A) f(p2) (4)

e estritamente convexa se a desigualdade é estrita (<).
4. Problema de Otimizagdo Convexa (POC): Dada uma fungdo convexa f e um conjunto
convexo (2, o problema é obter p* tal que

f) = gggf(p) (5)
p* = arg{min f(p);p € Q}

5. Teorema: Se p* é um ponto de 6timo local para um POC, entdo p* é um ponto de 6timo
global para esse POC. Se a funcao f for estritamente convexa, entao p* é tinico.
6. Definicdo: Uma fungdo f: R™ — R ¢ dita ser afim se possuir a forma especial

~

f) = [ V]TH] (6

= Yo +tvp1+Yep2+ -+ Ynbn

em que g € Y = [ I Y2 o Yn ] s@o constantes (ou seja, v;, ¢ = 0,1,...,n s@o constantes).
Caso o dominio seja o conjunto de matrizes Q = {P € R"*™}, a fun¢ao F : R"*™ — RP*4 ¢
da forma

em que p;; sdo os elementos de P.
7. Lema: Se F': R"™*™ — R"™" é afim, entdo o conjunto

Q= [P e R™|F(P) > 0} 8)

é convexo. De fato, seja Q@ = {P|F(P) > 0} e tome-se P, e P, € Q. Para A € [0,1] C R,
considere
P=APi+(1=)) P, (9)



e note que
F(P) = FOAPL+(1-)\)P,) (10)
= AM(P)+(A=NF(P)=0

levando-se em consideracao que Fy = AFp + (1 — \) Fp.
Logo, P € Q e, portanto, §2 é convexo. Em particular, o conjunto de P € R™ ™ tal que
F(P)e{M € R™*"|M = MT} também é convexo.
8. Definigdo: Uma expressdo do tipo F(P) > 0 é chamada de LMI. No caso particular
F:R"— R"™", tem-se
F(p) = Fo+p1F1+ ... + poFy (11)

em que Fj; sdo matrizes r x r.
9. Exemplo 1: Considere a LMI

Ipz —1p1 >0 (12)
O auto-valor é obtido fazendo-se
det ()\ — [1p2 — 1p1]) =0 (13)
que leva a
A=p2—p1 (14)
Portanto,
A>0<=p:>m (15)

e a regiao que satisfaz [I2] encontra-se ilustrada & esquerda da figura
10. Exemplo 2: Considere a LMI

1 0 0 1 0 0
[0 O}—F{l O]P1+[01}p2>0 (16)
[ Ln } > 0 (17)
P1 P2
O auto-valor é obtido fazendo-se
det()\l{ ! plDo (18)
pP1 P2
que leva a
0 = M—(1+p)A+p—pi (19)
\ (1 +P2)i\/(1+P2)2—4p2+4p%
N 2
Portanto,
A>0<<=py>pi (20)

e a regiao que satisfaz [[7] encontra-se ilustrada no centro da figura [T}
Esta conclusao poderia ter sido obtida de forma imediata utilizando-se o complemento de
Schur, apresentado mais adiante:

Z Y 1y T
vT X > 0= Z-YX 'Y'>0 (21)
I m 2 —1
> 0 <= 1-— >0
[pl p2} Pp1p2



oul > p%pgl — p2 > p? em vista de py > 0.
11. Exemplo 3: Considere a LMI

1 p1 po
mo 1 0 |>0 (22)
P2 0 1
O auto-valor é obtido fazendo-se
1 p1 p
det |AXI—| pp 1 O =0 (23)
p2 0 1
que leva a
0 = A=1*-(=1)p3—(A-1)pf (24)
0 = (A =1[0=1"-p3 -1}
\ (1+p2) £ \/(1 +p2)? — dps + 4p?
N 2

Portanto, um dos autovalores é 1 > 0 e os outros sao obtidos resolvendo-se

A=1)°-p3—p} = 0 (25)
M2 +1—-p2—p? = 0
L - 2% 4p2 + 4p?
2

A= 1+4\/pi+pi

Para se ter A > 0,

VP +pt < 1 (26)

pitpi < 1
e a regido que satisfaz [22] encontra-se ilustrada & direita da figura [l 12. Observacdo: Pela

P2 P2 P2

i 21 i

g

Figura 1: As regioes descritas pelas LMI dos exemplos 1, 2 e 3.

equacao [8) uma LMI define um conjunto convexo no dominio de F.



13. Observacao: Um sistema com véarios LMIs é também uma LMI:

Fi(P) > 0; Fa(P)>0;...;Fi(P) >0 <= (27)
F(P) 0 0
0 F(P) - 0
F(P) = . : . . >0
0 0 Fu(P)

14. Exemplo de aplicagdo: Verificacido de Estabilidade Assintotica
Considere um sistema descrito por

dx
—=A 2
7 = A (28)
em que A € R"*™. Seja V(x) da forma
V(z) = 2T Px (29)

que pode ser considerada funcdo candidata de Lyapunov se P > 0. Como

%V (z () =27 (ATP + PA) T (30)

a origem (z = 0) ser4 assintoticamente estavel se 3P € R"*", PT = P e tal que

P > 0 (31)
ATP+PA < 0

Em notagao mais compacta

P 0

FP)=1 o _(ap 4 pa)

>0 (32)

Portanto, o estudo da estabilidade assintotica foi convertida em um problema de verificacao da
viabilidade da LMI
F(P)>0 (33)

15. Exemplo de aplicagdo: Verificagdo de Estabilizabilidade
Considere um sistema descrito por

dx

— = Az + Bu 34
pr + (34)
em que A € R"™*"™ e B € R"™. Assuma que se deseja obter uma matriz de realimentagio de
estados K, tal que a lei de controle u(t) = Kxz(t) torna a origem estdvel. Analogamente ao caso
anterior, pode-se utilizar a fungdo 29 para o novo sistema

dz
= Ax+ BKzx (36)
(A+ BK)z (37)



que resulta na condigao

P >0
(A+BK)'P+ P(A+BK) < 0

Constata-se, porém, que tanto K como P sao incognitas, de modo que[39|nao é LMI por envolver
o produto KT P. Para contornar o problema, note que se impde P > 0 (ndo-singular) e, portanto,

é permitido pré e pés multiplicar a segunda desigualdade, obtendo-se
P! |(A+ BK)"P+ P(A+ BK)| P™' < 0
PAT 4+ PIKTBT + AP+ BKPTY < 0
Chamando Q = P~ e M = KP~!, tem-se

P > 0<=Q>0
AQ + QAT + BM +MTBT < 0

Caso seja possivel obter Q) e M que satisfaz

Q 0

FQM)=1 — (ATQ + QA+ BM + MTBT)

>0

a matriz de ganhos de realimentacao de estados é dada por

K=MQ!
16. Teorema (Complemento de Schur): Sdo equivalentes:

e X>0eZ-YXIYT>0

e X >0e >0

Z Y
YT X

Uma vez que X é inversivel, considere a matriz M nao singular dada por

I 0
M:[le I]

Ver o resto da demo no arquivo shur-comp

vl Z Y 1 vx! Z Y I 0
Miyr x| M= o 1 YT X || -x T I
[ Yx )| z-yx T v
- lo T 0 X

[ Z_yx-yT
0 X

|

(40)

(43)



17. Otimizagao semi-definida (OSD): é o problema de obter a solugdo P* € R™*™ que minimiza
L: R — R, L(P) linear em P, ou seja,

mlinL (P) (46)
sujeito a
F(P)=Fo+puiFi1+...+p1imFim+ o+ 0 Fi1 + oo + Do Fom (47)
18. Limitante para a funcdo custo: Considere o sistema
d
d—j = Az + Bu ;z(0) = xg (48)

com A estivel e Q = QT > 0. Se P é tal que

P > (49)
ATP+PA+Q <
entao, pode-se verificar que
/ 2 (H)Qx(t)dt < x Pxg (50)
0
Portanto, o melhor limite para a funcao custo é obtido resolvendo-se a OSD:
min xOTPxo (51)
sujeito a
P > (52)
ATP+PA+Q <
19. Exemplo (Problema LQR): Defina-se uma fungéo de custo
Tz, u] = / (a7 (1)Q(t) + (1) Ru(t) di (53)
0
e considere o problema de controle étimo
min J[z, u] (54)
sujeito as restri¢coes de estado
d
d%‘j = Az + Bu ;2(0) = zo (55)
Sabe-se que a solucdo para este problema é da forma
u(t) = =R BT Px(t) (56)
com P obtido como solucao da equagao algébrica de Riccati,
ATP4+ PA—PBR'BTP4+Q =0 (57)

O termo PBR™'BT P ¢ do tipo quadratico, mas pode ser colocado em forma conveniente para
utilizagao de técnicas LMI mediante utilizacdo do Complemento de Schur:

ATP+ PA—PBR'BTP+Q= (ATP +PA+ Q) — (PB) (R*l) (BTP) (58)
—_— 28 2

Z Y X1 YT



levando ao LMI

Z Y |_| ATP+PA+Q PB (59)
YT X |~ BTP R
Portanto, o problema a ser resolvido é
< T
min zy Pzg (60)
sujeito a
ATP+ PA+Q PB
BTP n | 0 (61)
20. Estabilidade Robusta: Considere o sistema
d
d%" — Az ; A€co{A,... Ax} (62)
ou seja
N

emque \; >0e Zfil i =1.
Considere a fungdo V(x) = 7 Pz e note que se for possivel obter P = PT > 0 que satisfaz

d
$V (@) =2 (ATP—i—PA)x <0;Vr#0 (64)
o sistema ¢ estavel. A expressdo em [64] pode ser reescrita na forma

T

N N
2 DoNA] PP DY NA | @ Vo #0 (65)
1=1 i=1

zT (ATP + PA) x

_ T (4T , .
_ Hm (ATP+PA)w < 0; ¥z 40

em vista de Logo, o sistema serd estavel se for possivel obter P = PT > 0 tal que
ATP+PA; <0;i=1,..,N (66)

21. Limita¢do do méximo valor singular. Seja A(p) uma matriz que depende de um pardmetro
p na forma A(p) = Ap + A1p. A desigualdade 7(A(p)) < 1 pode ser colocada na forma de LMI

7(A(p)) <1 = Ap)AT(p) < I <=1 - A(p)A" (p) > 0 (67)

Novamente, utilizando o Complemento de Schur

or Z Y
Z-YXY' >0 = v ox |2 0 (68)
_ I A(p)
I—A(p) I 'AT — >0
(p) (p) AT(p) I =




22. Desiqualdade elipsoidal: A desigualdade que restringe p € R™ em uma regiao elipsoidal é da
forma

pPrQp<1;Q=Q">0 (69)
ou seja
1-p"Qp>0 (70)
Analogamente ao caso anterior
_ Z Y
Z-YX'YT>0 — vT x| 20 (71)
1 pT
1-p = >0
p Qp l » 0|2

23. Lema (Kalman-Yakubovich-Popov) Seja G(s) = C(sI — A)~'B + D a funcio de transfe-
réncia do sistema na representacdo de estados minima

% = Ax+ Bu (72)
y = Cz+ Du (73)

Entao, sdo equivalentes:
e Aé Hurwitz e |G| <7

e 7P > 0 tal que

ATP+PA+CTC CTD+ PB
pTC+BTP  DTD-~21 | <0 (74)
24. Exemplo: Célculo de ||G||, de sistemas SISO com D = 0. Denotando-se por p = ~2,
|G| = minp (75)
sujeito a
0
0

P >
woo>

ATP+PA+CTC PB

BTP — 0

25. Sistemas passivos: Um sistema com A estével e na representagdo minima

(c% = Ax+ Bu (77)
y = Czx+Du (78)
é dito ser passivo se
T
/ WL ()y()dt > 0 Yu() , ¥T >0, 2(0) = 0 (79)
0



O sistema [77] é passivo se 3P = PT > 0 tal que

ATP+PA PB-CT

B™P—C —(D"+D) | <"

26. Observagdo: A passividade é equivalente ao fato de G(s) ser positivo real

G*(s)+ G(s) > 0,VRe{s} >0

27. Norma H,: Considere um sistema com A estével e na representacdo minima

d
d—f = Ax+ Bu
y = Cx+ Du

com a correspondente fungdo de transferéncia dada por
G(s)=C(sI - A)'B+D
em que se assume [|G||, < oo se D = 0. Entao
HG”Q <7
se e somente se 3P = PT > 0 e Q, tais que

Trace(Q) < ~*

Pl
c Q

ATp+ PA PB

gtp 1| <0

Pode-se verificar, inicialmente, que
|Gy, < v <= Trace (CWC’T) <~?
em que W é o gramiano de controlabilidade, dado por
W = /00 exp(At)BBT exp(ATt)dt
0

e que, por sua vez, corresponde a solugdo da equacao
AW + WA" + BB" =0
Lembrando que a resposta impulso é dada por
9(0) = 50,y = Coxp(AB

a expressdo [88] se torna

cwet = / C exp(At)BBT exp(ATt)CTdt
0

- Amgﬂwﬂwm

(85)

(86)



fornecendo -
Trace (CWCT) = / Trace [gT(t)g(t)} dt
0

Em vista do Teorema de Parseval,
1 o0

Trace [G*(jw)G(jw)] dw = /000 Trace [gT(t)g(t)} dt

2r ) o

e pela definicdo de |G|, e ||g]l,

I1Gll, = \/217T/0o Trace [G*(—jw)G(—jw)] dw

lgll, = \//OOOTTGCG[QT(t)g(t)}dt

a equivaléncia [87] é estabelecida.
Agora, combinando [87] e o problema consiste em buscar P, tal que

Trace (CWC’T) < 72
AW +WA" + BBT < 0
Uma vez que a representacdo é minima, W é inversivel e pode-se fazer
P = w
P (AW +wAT + BBT)P < 0
W (AW + WAT + BBT) W' < 0
PA+A"P+PBBTP < 0
de modo que o novo problema é obter P > 0, tal que

Trace(Q) < ~°
crict < @
ATP+ PA+PBBTP < 0

ou, novamente invocando o complemento de Schur,

Trace (Q) < 2

p CT > 0
¢ Q
ATp+ PA PB
BTP 7| <0

28. Formula 1til: Como
Trace(MN) = Trace(NM)

10

(92)

(93)

(94)

(96)

(98)



se P=V 1AV, em que A é diagonal, tem-se em vista de [98| que

Trace(P)

Trace(V"'AV)

Trace(AVV ™1
Trace(A)

>
i=1

11

)

(99)
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