Sistemas Nao-Lineares

Linearizacao Harmonica

A resposta a uma excitagdo senoidal de um sistema nao-linear, mesmo sem dindmica, nao é
necessariamente do tipo senoidal. Entretanto, esta resposta pode ser descrita como uma soma
de senoides através da série de Fourier. Caso esta resposta seja filtrada por um sistema linear
conectado em cascata de modo que prevalega apenas a primeira harmonica, ter-se-ia uma saida
senoidal para uma entrada senoidal. Nestas condi¢es o sistema nao-linear em cascata com um
filtro linear apresentaria um comportamento do tipo linear, em que a saida correspondente a
uma entrada senoidal é novamente do tipo senoidal. Uma aproximagcao interessante é, portanto,
assumir que entre o sistema nao-linear e o filtro linear é relevante considerar apenas a primeira
harmonica do sinal ali presente [0, [2], [7], [I]. A relagdo entre esta primeira harmonica e a
excitacdo de entrada é denominada de ganho equivalente.

Considere um relé ideal caracterizado por
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Figura 1: Relé ideal, sem histerese (memoria)

No caso de uma excitacao senoidal

e(t) = E sen (wt) (2)
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e pode ser representado pela expansao em série de Fourier

em que

Para o exemplo particular,

de modos que a saida aproximada é, em termos da primeira harmonica,

e o ganho equivalente é

u(t) = ap + Z ayp, cos (nwt) + sin (nwt)
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Figura 2: Exemplo de um oscilador utilizando relé.

Exemplo: Considere o sistema em malha fechada ilustrado na figura2] O problema consiste em
determinar a amplitude e a frequéncia de oscilagdo, caso esse exista. Substituindo-se o bloco nao
linear por um ganho equivalente N(E), nota-se que se houver oscilagdo, entdo um par de polos
complexos conjugados deve anular o polindémio caracteristico

1+ N(E)G(s) =0 (22)
No caso especifico,
1
G = F s ves (23)
e
4M
- 4
N(E) =2 (24)

Substituindo-se a expressao de G(s) na equagao [22 tem-se que

1
1+ NFE)————— = 0 25
+ N )83+382+28 (25)
3 +3s2 +2s+ N(E) = 0 (26)
(jw)’ +3(jw)* +2(jw) + N(E) = 0 (27)

ou, igualando as partes reais e imaginarias a 0,

N(E)-3w? = 0 (28)
—w 42w = 0 (29)

2
Resolvendo-se o sistema de equacdes que foi obtido, w = v/2 e N (E)=3 (\/5) = 6. Uma vez

que
AM 4 x10

7E  nxE

6 (30)
obtém-se a amplitude £ = 2.12.

Quando a fung¢ao nao linear apresenta memoria, como é o caso de relés com histerese e folgas de
engrenagem, a saida u conterd componentes tanto em sin quanto em cos para uma entrada pura-
mente sin. Para demonstrar esse conceito, considere o relé com histerese da figura 3| caracterizado
por
+M e(t)>h
u(t)=4{ —M e(t)<h (31)
u(t™) —h<e(t)<+h
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Figura 3: Relé com histerese (possui memoria).

No caso de uma excitagao senoidal

e(t) = E'sin (wt)

os coeficientes da primeira harmonica sao

em que

ay

by

% /0 7 (t) cos (wt) d (1)

2 l /0 0] cos () d wt) + /6 " [M] cos (wt)d(wt)]
_%Sm ()

% /0 7 (t) sin (wt) d (i)

2 l /O 0] sin (wt) d () + /0 " [M]sin (wt)d(wt)]
%cos(e)



Logo, o sinal u (t) é aproximado por

u(t) = fg sin (0) cos (wt) + % cos (0) sin (wt) (40)
= % sin (wt — 0) (41)

Uma vez que a resposta aproximada u (t) apresentada em [41] é senoidal de frequéncia w, igual a

frequencia do sinal e(t) de entrada, porém atrasado de § = sin™? (%) , a funcao descritiva é

amplitude{u (t)} T

N(E) = amplitude{e (t)} (42)
4M —jsin™ (L&
- e (%) (43)

- % _cos <—sin—1 (g)) + jsin (—Sin_l (Z)) (44)

- % cos <sin—1 (g)) + jsin (—sin_l (g)) (45)

_ 1—(h)2—jh (46)

Para utilizar a expressao é interessante que se disponha da férmula para N (E)f1

- 1<Z>2+jg (a7)
- [VER (1s)

de modo que a parte imaginaria é
1 Th
I —_—— = ——— 49
e @

Exemplo: Considere o sistema cujo diagrama em blocos é visto na figura[d] O problema consistem
em determinar a amplitude e a frequéncia de oscilagao, caso esse exista.

Em vista da presenca de memoria na linearidade considerada, a funcao descritiva é complexa. A
condicao de oscilagao é caracterizada por
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Figura 4: Exemplo de oscilador utilizando relé com histerese.

ou

VE? =W+ jh| = o (50)
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T e th (@) —je
N E h j4M (1_w2)2+w2 (53)

Igualando as partes reais e as partes imagindarias, tem-se

mh _ —w

A 54
AM (1 —w?)? + w? (54
© 2
T 1l-w
— E2-p2=_—- — 95
4M (1-w?)® +w? (55)
No exemplo em questao,
—w 7 x 10
T i v 0.393 (56)
que leva a w = 1.5 rd/s. Logo,
1 —0.3932
- VErp2= . — —0.328 (57)
AM (1 —0.3932)% + 0.3932

que, para h = 10 e M = 20, produz E = 13.0.

Em casos mais complicados, pode-se fazer uso de uma solucdo grafica. Na figura [5] pode-se
observar o mesmo resultado w = 1.5 e F = 13.0

Estabilidade de Oscilagoes

Suponha que o método da primeira harmonica indica que um sistema pode apresentar oscilagoes
com amplitude E e freqiiéncia w. Uma questao relevante para aplicagoes praticas é se a oscilagao
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Figura 5: Solugdo grafica

é estavel, ou seja, quando F ou w sofre perturbacdo, o sistema retorna expontdnteamente a

condigao anterior.

Se a saida de um oscilador é
e (t) = Esin (wt)

(58)

deseja-se verificar se apds uma perturbagao que alterou a amplitude e a freqiiéncia para E+ AFE

e w+ Aw
e(t) =sin[(w+ Aw)t] e

o decaimento 7 é tal que

AE > 0=n>0
AE < 0=n<0

A condicao de oscilagao
) 1
G (jwo) = _W

pode ser reescrita agrupando-se os termos reais e complexos
A(E,w)+jB(E,w)=0
Notando-se que a expressao 59| pode ser reescrita como

e(t) = (E+AE)Im {6j(w+Aw)t} -

(E+ AE) Im {ej(w+Aw+j77)t}

(59)



a condigdo [63] se torna
A(E+AE,w+ Aw+jn) +jB(E+ AE,w + Aw + jn) =0 (66)

A analise local ¢ feita expandindo-se A e B em série de Taylor

X

—— 9A A ,
X
—~— 0B OB ,
+ jB(E,w) +iog (E,w) AEH% (E,w) (Aw +jn) =0 (68)

em que os termos marcados com X se anulam em vista de

Igualando-se as partes real e imaginério a zero, tem-se o sistema

0A 0A 0B

6—E(E,w)AE+%(E,w)Aw—%(E7w)77 =0 (69)
0A 0B 0B
%(E,wo)n—i-afE(EmJ)AE—i—@fw(E,w)Aw =0 (70)

em que Aw pode ser eliminado, levando a
>0
dA > [oB 2
0B 0A 0A 0B
o (Bw) g (B.w) — 50 (Bw) 55 (B.)| AB (71

A condigao [61] e a equagdo [71] permitem escrever a condigao de Loeb para estabilidade de osci-
lagoes

OB 0A 0A 0B
{Gw (E,w)aE(E,w)—&U(E,w)aE(E,w)} >0 (72)

Backstepping

Antes de se apresentar o caso geral, é interessante que se examine um exemplo particular. Nesse
contexto, considere, inicialmente, o sistema

i= 2% (x) (73)

em que x € R e note que a fungdo candidata de Lyapunov

Vi(z) == (74)



permite concluir estabilidade assintética do ponto de equilibrio 0, para

q(z) = —a (75)
uma vez que
V = zx (76)
= a'q (77)
= —25<0 (78)
Seja, agora, o sistema
27.1 = ZL’?QCQ (79)

e consisdere o problema de obter u(z1,z2) de modo que se obtenha estabilidade assintética da

origem. Note que, se
Ty = —17 (81)

recair-se-ia no caso anterior representado pelas equagoes [73] e

Portanto, tentar-se-4 obter u de modo que 2 — ¢ (1), ou seja, no caso especifico que estd sendo
tratado ro — —? (notar que z; em estd no lugar de x em 7de modo que é conveniente
definir

€ = T2 —q(x1) (82)
ou
e = a3—4 (83)
= u—¢ (84)
Por outro lado, de [79]
I'1 = JJ?IQ (85)
= af(e+q) (86)

de modo que se obtém o sistema de equagdes
T = 23 (e+q) (87)

e = u—gq (88)

Para se estudar a estabilidade da origem de [87] tome-se a funcdo candidata de Lyapunov

Vo=V (x1) + %2 (89)

em que V é o mesmo definido anteriormente, ou seja,

i}

e
2



Derivando-se |90 em ¢, resulta que
Va = I .1.31 “+e e (91)
= {xf (e+ q)} +e <u q) (92)

= zle+alg+en—eq (93)
= zjq+ (x‘f + u— q) e (94)
= (—xf) + (x‘ll +u— Q) e (95)
= —ab+ (:c‘ll +u— Q> e (96)

O termo —x§ é da mesma forma da —2% < 0 da etapa anterior. Para tornar <x‘{ + u— q) e <0,

tome-se .
u=—e—ai+4 (97)
que leva a
<x‘11+u51)6 = (z%ez%JrC']f.J)e (98)
= <0 (99)
Portanto,
Ve = —al+ <x‘11 +u— Q) e (100)
= —af-e?<0 (101)
e a lei de controle buscada é da forma
w(zy,x) = —e—azitq (102)
= —(xa—q)—zit+4 (103)
— gt (104)
e (105)
= —xy—a?—a}—2x (:z:fm) (106)
= —xp— 2 — 2] — 222, (107)

Caso Geral

Versoes mais avancadas da técnica backstepping podem ser encontradas em livros como o [9], [8]
e [3]. Aqui serd considerado um caso mais simples, envolvendo sistemas da forma

1 = f(z1)+g(z1)ms (108)

g = U

10



em que para t fixo, x1 (t) € R". Assuma que existe ¢ (x1) tal que ¢ (0) = 0 e, para alguma fungéo

V (z1) positivo definida,
ov

V= Ern [f (x1) + g (21) g (21)] (109)

é negativo definida. Ou seja, 0 é ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

A idéia é tentar obter u tal que o — ¢ (z1), de modo que é conveniente definir

e=1xy—q(x1) (110)

ou,
e = @9—4 (111)
= u—gq (112)

Juntamente com a equagao de estados, obtém-se

r1 = f(z1)+g(z1) 2
f (@) +g(x1) (e +q(z1))

e
e=u—q (1) (113)
Usando a funcao candidata de Lyapunov
o2
Vo=V (x1)+ 5 (114)
tem-se que
, dv .
Va = . [f (z1) +g(z1)m2] +ee (115)
av av :
= Tmf(xl)+d—mg (x1)z2 +eu—eq(zr) (116)
dav dav '
= dTle(ﬂfl)erT;lg (1) (g (1) +e) +eu—eq(z1) (117)
av av av :
= dT;lf(xl) + chlg (ifl)CI(%)] + lelg (z1) +u—q(z1)|e (118)

O primeiro termo a direita da equagio [88] ¢ negativa, em vista de[I08] Escolhendo-se

we=—e— j—zg (21) + ¢ (1) (119)

resulta que

drq L;l;/lg (1‘1) + —e — ;Z—ZQ (3;1) + q(.xl) _ Q(.l‘l) e (120)

= —e*<0 (121)

dlg(xl) +u— Q(i‘l)} e

e, logo, Va é negativo definida e o ponto 0 de equilibrio é assintoticamente estavel.

11



Portanto, a lei de controle buscada é

u = —e—;l—;g(xl)—i—q(a.vl) (122)
— ey q(e) - j—flgm) + j—q [ (1) + g (1) 2] (123)
= (o) - g+ T )+ Ty (o) e (124)

Exemplo: Considere o mesmo problema apresentado no inicio deste médulo, em que o sistema é
o apresentado em [79]

2151 = 1‘?132 (125)

Ty = u (126)

para o qual q;(z1) = —23 e V (1) = w—; O sistema pode ser colocado na forma

1 = f(z1)+g (@) (127)
Ty = u (128)
fazendo a associagao
flz) = 0 (129)
g(z) = af (130)

A lei de controle, nesse caso, é dada pela férmula

dv d d
u(wn,a2) = w2 g (1) = 5 (@) + d—quf (z1) + d—qug(xl)xg (131)
em que
1%
-7 132
d(El 1 ( )
dgq
— = =2 133
dCCl 1 ( )
ou seja,
w(ry,x9) = —x9+ —aF— 19 (a:i’) — 2210 — 221 (x‘;’) Ty (134)
. S (135)

que ¢ idéntico ao obtido anteriormente [T07]

12



Caso com Encadeamento

O método "backstepping'pode ser estendido a sistemas da forma

r1 = fi1(v1) + g1 (21) 22
Ty = fo(w1,22) + g2 (x1,29) 73

Tpo1 = froo1 (T1ye, Tho1) + o1 (T1, ey Tp—1) Tk
Ty = fu (@1, Tk) + gk (T1, 0 TE) U

Para simplificar a apresentacao, considere o caso

1 = fi(z1)+g1(21) 22

Ty = fo(w1,m2) + g2 (21, 20)u

136
137

(136)
(137)
(138)
(139)
(140)
(141)
(142)

De maneira andloga aos casos anteriores, assuma que existe ¢ (z1) tal que ¢(0) = 0 e, para

alguma fungao V (x1) positivo definida,

ov

= Er [f1 (1) + 91 (1) q (21)]

é negativo definida. Ou seja, 0 é ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

A idéia é tentar obter u tal que o — ¢ (z1), de modo que é conveniente definir

e=mxy—q(r1)
ou,

e = a3—4
Juntamente com a equagao de estados, obtém-se

1 = fi(z1)+g1(21) 22
fi(@1) 4+ g1 (1) (e + g (21))

@y — 4

@.
Il

= fa(x1,22) + g2 (T1,72) u— q

Usando a funcao candidata de Lyapunov

62
Va = V(l’l) + ?

13
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tem-se que

V‘l = 37‘/ [fl (1) + 01 (331)l‘2] tee (151)
X1
= C%/; 1(z1) + (%/191 (x1) a2 + e (f2 (1, 22) + g2 (x1,22) u— Q) (152)
— jlfl (fﬂl)ﬂLﬂgl (z1) (¢ (x1) +e) +e <f2 (z1,22) + g2 (1, T2) u— q> (153)
Z1 d.’IJl
= %fl (z1) + 6%/191 (z1)q (331)] + L(li:cvlgl (1) + fo (z1,72) + g2 (w1, T2) U— %}54)

O primeiro termo a direita da equacio [88| é negativa. Escolhendo-se

1 av :
=777 92— 1
U 7 < e dx192 fot+ Q) (155)
resulta que

dv . av 1 dv . :
——g1+faotgu—Adle = |s—ga+fotgp—|(-—e—F—g2—fotq)—4q|e (156)
dy dzy 92 dxy

= —*<0 (157)

e, assim, V, é negativo definida e o ponto 0 de equilibrio é assintoticamente estével.

Portanto, a lei de controle buscada é

1 dV .

_ o _ 158

U % | e dx192 fot+4a (158)

1 dV dq

= —_ | — — _— — E— 1
% | (x2 —q) dxlgl fo+ dzt (f1 +91$2)} (159)
17 dv dq dq

= e _— — _— _— 1
o | T2 44— g0 f2+ dz1f1+ dxlglxz] (160)

Estabilidade Absoluta

Considere um sistema em malha fechada conforme ilustrado & direita na figura[6] em que

e G(s) é SISO-LTI
e f:R—>Rétalque& f(&§) >0

Em termos de representacao no espago de estados,

G(s)=c"(sI—A) " "b+d (161)

14
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Figura 6: Estrutura do problema de Lur’e-Postnikov com a ilustragdo de uma néo linearidade

do tipo setor kg, e kU

com
r = Ar+bu (162)
= Tr+du (163)
u —f(v) (164)

€m que An><7u bn><17 Cnx1 € d1><1'

Caso de f linear

Se f = ky, entdo, muitas vezes, é possivel encontrar valores ky, e ki, de modo que para Vk €
(kr,ku), o sistema em malha fechada da figura |§| é estédvel.

Na tentativa de se estender essa condi¢ao para o caso de f nao linear como o ilustrado a esquerda
na figura [0 surgiram as conjecturas de Aizerman e de Kalman.

A conjectura de Aizerman se referia a estabilidade do sistema em questao se

fly)

ki < Y < ky (165)

e a de Kalman p
k’L S f(y) S k‘U (§ kL S i S kU (166)

Yy dy

Infelizmente, ambas as conjecturas sao falsas uma vez que existem contraexemplos.

Entretanto, a condic¢ao de estabilidade para niao-linearidades contidas em um setor (kr,, k) pode
ser estabelecida mediante algumas hipéteses adicionais.

Lema de Kalman-Yakubovich

Considere que sao fornecidas uma constante v > 0, uma matriz A, x,, cujos auto-valores possuem
a parte real estritamente negativa, uma matriz L, x, > 0 e vetores b,x1 € ¢ux1, (A, b) controlavel

15



e seja

G@):CT@I—AY4U+% (167)
Se
Re{G(jw)} >0, Vw e R (168)
entdo de > 0, ¢nx1 € Puxn > 0, de modo que
ATP+PA = —q¢" —¢L (169)
Pb—c = /g (170)

A prova pode ser vista no artigo Kalman, R.E. - Lyapunov Function for the Problem of Lur’e in
Automatic Control. Proc. National Academy of Sciences, v.49, n.2, 1963, pp.201-205.

Problema de estabilidade absoluta de Lur’e e Postnikov

O problema consiste em obter condi¢des que garantam a estabilidade do sistema da figura [6] para
f contidos no setor (0, ky) .

Sao hipdteses iniciais:

e Re{\(A)} <0
e 1+ kyd>0

A condi¢do 1 + kyd > 0 é requerida pois, se 1 + kyd < 0 e ke (0,ky) tal que 1+ kd = 0
obter-se-ia para f(y) = ky que

y = clz4du (171)
= Tz—df (y) (172)
= Tz —dky (173)

ou

y—&-%dy = 'z (174)
0

’ PR

(1—|—kjd>y = Iz (175)

resultando em um problema degenerado.

Para se aplicar o critério de Lyapunov, considere a representagao no espago de estados

r = Ax+bu (176)
= e+ du (177)

e a funcao candidata
V(z) = 2" Px (178)

16



Sob estas condigoes

. . T .

Vo= iTpesatri (179)
- (xTAT + uTbT) Pz + 27 P (Az + bu) (180)
= 27(ATP + PA)x + 227 Pbu (181)

enquanto, por outro lado,

y = clo+du (182)
dr+du—y = 0 (183)
outdu® —yu = 0 (184)
akyu+ dkpu® —kyyu = 0 (185)
cakpu+ dkpu® — kpyu+u? —u? = 0 (186)
elckpu+ (1 + kpd)u® — (u+kpy)u = 0 (187)
Portanto, subtraindo-se de [I8T] o termo & esquerda de obtém-se
Vo= 2T(ATP + PA)x + 227 Pou + 27 ckyu + (1 + kpd) u? — (u+ kyy) u (188)

1
= 2T(ATP 4+ PA)x + 227 (Pb - 2]€UC) u—(1+kpd)u? + (u+kyy)u  (189)

O 1ltimo termo a direita em é negativo, pois para u = — f(y)

(u+kuy)u=—(=f(y) +kuy) fly) <0 (190)
pois, pelo grifico da esquerda de [f]

>0 quando f(y) >0

(kUy B f(y)) { <0 quando f(y) <0 (191)

Necessita-se, agora, do auxilio do Lema de Kalman-Yakubovich: Fornecidas uma constante v > 0,
uma matriz A,x, cujos auto-valores possuem a parte real estritamente negativa, uma matriz
L,xn >0 e vetores b,x1 € Upx1 , S€

Re{T(jw)} >0, Yw e R (192)
em que
T(s) =vT(sI—A)’1b+% (193)
entdo de > 0, gnx1 € Prxn > 0, tal que
ATP+PA = —q¢" —¢L (194)
Pb—v = /¢ (195)

No presente caso, observando-se os dois primeiros termos & esquerda de [I89 e as expressoes
advindas do Lema de Kalman-Yakubovich

ATP+PA +— ATP+PA (196)
Pb — %kUc > Pb—uw (197)

17



conclui-se que é interessante fazer a associacao

1
§kUC =0 (198)
e, escolher
v=1+kyd (199)
Nessas condigoes, é reescrito conforme
T(s) = vl (sI —A) b+ % (200)
_ 1 T -1 v
= ikUc (sI —A) b+ 2 (201)
1
- - (ke (s1 — )b+ ] (202)
1
= 5 {k:UcT(sI A1+ kUd] (203)
_ 1 Tior_ Ay-1
= 3 1+ky(c (s —A) " b+d (204)
1
= 5 [1+kuG(s)] (205)

Portanto, se

Re{l+ kyG(jw)} >0, Vw e R

entdo de > 0, ¢nx1 € Prxn > 0, tal que

ATP+PA = —q¢" —¢L (206)
Ph— %kUc = 1+ kpdg (207)
e se torna

vV o= zT(ATP + PA)x + 227 (Pb - ;k:Uc) u— (1+kypd)u?* + (u+kpy)u  (208)

= 2T(—q¢" — L)z + 22T \/1 + kydqu — (1 + kyd) u? — (u + kyy) u (209)

= —exlLa— (Jch>2 + 227 q\/1 + kydu — (1 + kyd) u? — (u + kuy) u (210)

= —exlLa— (J:Tq — \/WU)2 —(u+kuy)u (211)

< —ex"Lz <0 (212)

Resumindo o desenvolvimento, tem-se que as condigoes para a estabilidade absouta sao

o A estavel

e (A,b) controlavel

e 1+ kyd>0

o Re{l +kyG(jw)} > 0,Vw € R, em que G(s) = cT (sI —A) "' b+d
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Observacao: Um sistema representado por H : C' — C é dito ser estritamente positivo real se

e H(s)e Rses€ R
e Re{polos|G(s)]} <0
e Re{G(jw)} >0,YVw e R

Critério do Circulo de Zames

Considere o problema envolvendo a estrutura de malha fechada da figura [6] agora sem a condigao
de que k;, = 0 como admitido anteriormente, ou seja, f pode pertencer ao setor arbitrario
(kr, ky) como ilustrado na ﬁgura@ Valendo-se de propriedades do diagrama de blocos, é possivel
modificar o sistema da figura [6] para o equivalente ilustrado em [7] Nessas condigoes, a mesma

G
r=0 u y
— ) _)— H ) G6) >
k, |«
li key
O {w 4
f

Figura 7: Estrutura do problema de Lur’e-Postnikov com a ilustragao de uma nao linearidade
do tipo setor kz, e kY

estrutura da figura [6] ¢ mantida com

~ G(s)
= 21
¢ = TG (213)
e f é modificado de forma tal que k;, =0
ku
-~ —N—
fel0ky—kg (214)

A observacao de sugere a utilizagao do critério de Nyquist para que se possa utilizar o
resultado anterior que requer Re{polos|G(s)]} < 0. Seja P o nimero de polos de G(s) no semi-
plano direito. Entdo G (s) serd estével se o ponto —é é circundado P vezes no sentido contrario
ao percorrido no contorno de Nyquist. No caso de se percorrer o contorno de Nyquist no sentido
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w = 0 para w = oo, 0 ponto —é deve ser circundado no sentido horario P vezes. Ou seja,
%

N =7 — P em que Z é o ntimero de zeros (raizes) de 1 + kG(s) = 0.

Portanto, a condi¢ao para a estabilidade absoluta

Re{l + kyG(jw)} >0, Yw € R (215)
é reescrita como o)
Jw
1+ (kv — k) ———— v 21
Re{ +(U L)1+kLG(jw)}>0’ w € R ( 6)

A verificagao da condigao pode ser realizada de modo gréafico. De fato, pode ser escrito
como

Re{l + (kv = kr) § igggjw)} = fe{ 1 i Ziggfg} (217)
Introduza a notagao
Uw) = Re{G(jw)} (218)
Vw) = Im{G(jw)} (219)
Gljw) = U(w) + 5V () (220)
Com essa notacao,
1+ kyG(jw), 1+ ky [U(w) + 5V (w)]
Re{l + k‘LG(jw)} = Bef L+ k [U(w) + jV(w)] } (221)
. 1+ kgU(w)] + jkuV(w)
B U @) + kv (@) (222)
_ [+ kgU@)] 1+ kU W)] + krko V() (223)
[1+kLU(w)] +k2V2(w)
e a condicao
9 Re{l + (k —k)M}>O Yw e R (224)
UM Y kLG jw) ’

20



se torna, se kpky > 0 e, para Yw € R

[+ kgUl[1 4k U]+ krkgV? > 0 (225)
1 1
[kLJrU} {kUHJ} +V?2 > 0 (226)
U? + i+i U+ +V? > 0 (227)
kr,  ky kukr
11 1 1/1 1\ 1/1 1)\°
S (. 2 - — ) ===+ =) (22
U+<kL+kU)U+kUkL+V > 4<kL+kU> 4(kL+k'U> (228)
1 1/1 1\ 1 1/1  1)°
2 T I - 2 _ I =
U+(L+kU)U+4<kL+kU> +V: > kUkL+4<kL+kU> (229)
- -2 9
1/1 1 ) 1/1 1 1
=+ — - — ) - 2
Uty (k:L + kU> V=g (kL kU> FukL (230)
| .
11 1] 1/1  1)\?
=+ — 2 S (. — 231
U+2<kL+k'U> +Ve o> 4<kU kL) (231)
A expressdo 231] com o sinal "> " substituido por "= 7 é a equacdo da circunferéncia de raio

IRY2T
"o \ky KL

(czrcy) = <—; [;L + li ,0) (232)

Portanto, conforme a expresséo a curva G(jw) = U(w) + jV(w) ndo pode estar no interior
do circulo para Vw € R.

com centro em

Observando-se a equagdo verifica-se que este é obtido a partir de dividindo-se ambos os
lados da desigualdade por krky. Portanto, caso krky < 0, a desigualdade se torna

2
1/1 1
U+ — 4+ —
T3 (kL * ku>
e a condicao de estabilidade é alterada para a curva G(jw) = U(w) + jV (w) contido no interior
do circulo para Yw € R.

+V2<r? YweER (233)

Exemplo: Seja o problema de determinar a maior secgdo (kr,ky) em que k;, = 1, de modo que
se tenha estabilidade absoluta com

5
(s+2)(s+3)

Nos casos em que krky < 0, deve-se ter a curva de Nyquist de G(jw) contido em circulo, cujos

pontos de interseccao com o eixo real sdo (—é, 0) e (—ﬁ, O).

G(s) = (234)

Ao invés de estabelecer um valor numérico a priori para ki, pode-se fazer uso de algoritmos para
a determinagdo do maior ky, obtendo-se o circulo de maior raio possivel contido no semi-plano
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esquerdo e com o centro localizado no eixo real, de modo que a curva de Nyquist de G(jw) néo
seja intersectada.

Com o auxilio do script "circle'do MATLAB, obtém-se que

1
—— ~ —0.08 (235)
ky
ou seja,
ky ~12.5 (236)

A figura[§] ilustra graficamente a solucéao.

Exemplo: Seja o problema de determinar a maior secgdo (kr, ky) em que kj, pode ser negativo,
de modo que se tenha estabilidade absoluta com

5

=G 679

(237)

Nos casos em que kpky < 0, deve-se ter a curva de Nyquist de G(jw) contido em circulo, cujos

pontos de interseccio com o eixo real sdo (—,0) e (—,0).
kr’ kU ’

Ao invés de estabelecer valores numéricos a priori para ky, e ky, pode-se fazer uso de algoritmos
para a determinagdo de menor kj, e maior kg, circuscrevendo a Nyquist de G(jw) com o circulo
de menor raio possivel e centro localizado no eixo real.

Com o auxilio do script "circle"do MATLAB, obtém-se que

—-—— ~ 0.2 238
0 (233)

1
—— =~ -0.033 (239)

ku

ou seja,

kp =~ =5 (240)
ky =~ 30 (241)

A figura [9] ilustra graficamente a solugao.

Critério de Popov

Considere o sistema cujo diagrama de blocos encontra-se na figura [6] em que

e G(s)= Zg;g com grau{n(s)} < grau{d(s)}
e f: R — R pertencente ao setor (0, ky)

e Re{polos|G(s)]} <0
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Nyquist and Circle Crterion Diagram

T T T T T
0.51 4
0.4f 4
0.3 4
0.2} 1 i
.
ke
o 01| L 4
2 k=1
g o—e *
c
g 1
E 0.1F 1 oo0s -
ky '
02| ky =125 .
03l 4
0.4l i
051 i
L L L L L L L L | L
1 0.8 0.6 04 02 0.2 04 06 08 1

Real Axis

Figura 8: Exemplo de aplicagao do critério do circulo para o caso k; = 1.

O sistema ilustrado na figura [6] é absolutamente estdvel se 3p > 0 tal que
1
Re{(1 + jwp) G(jw} + > 0, Vwe R (242)
U

e esse resultado pode ser demonstrado utilizando-se os conceitos de passividade e de fungoes
de Lyapunov (POPOV, V.M., “On absolute stability of non-linear automatic control systems”,
Avtomat ¢ Telemekh, v.22, n.8, 1961, pp. 961-979)

O problema é obter um método grafico para se testar a estabilidade a partir da condicao [242)
Para tal, introduza a notagao

G(jw) = U(w) + jV(w) (243)
e note que
(1+jwp)G(jw) = (1+jwp)(U(w) +jV(w)) (244)
Re
= Uw) —wpV(w)+j (V(w) +wpU(w)) (245)

Portanto, a condicao pode ser reescrita segundo

Re{(1 + jwp)G(jw)} + ki > 0,VweR (246)

U
U(w) — pwV(w) + ki > 0,VweR (247)

U

1 1
—U(w)—wV(w)+—— > 0,VweR 248
JU() V) + o (218)
1 1

Imi{G(j < —Re{G(j 4+ —, YweR 249
wIm {Gjw)} < - Re{Glw)}+ - W (219)
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Nyquist and Circle Criterion Diagram
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o
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Figura 9: Exemplo de aplicagao do critério do circulo para o caso kpky < 0.

Exemplo: Seja o problema de determinar a maior secgdo (kr,ky) em que kr, = 0, de modo que
se tenha estabilidade absoluta com

G(s) = s+1

st 4+ 253 42552 435+ 1

(250)

A condigdo de estabilidade absoluta é que a curva de Popov, ou seja, Im{wG(jw} x Re{G(jw},

fique abaixo da reta
1 1
= x4+ —
YZT ok

em que x e y, denota a abscissa e a ordenada, respectivamente, no plano (Re{G(jw}, Im{wG(jw}).

(251)

No caso especifico, observa-se na figura [L0| que

1
—— ~—0.12 (252)
ky
ou seja,
ky ~ 8.5 (253)

Controle Adaptativo

O tipo de controle adaptativo a ser estudado nessa secio é o MRAC (Model Reference Adap-
tive Control) em que o desempenho é caracterizado por um modelo de referéncia. O material
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Popov criterion
01 T T T / T T T T T T

005+

0.05F

01k

015k

Imaginary Axis: o x |mM({Gliw))

02F

025+
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0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1 12 14
Real Axis: Re(G{n))

Figura 10: Exemplo de aplicacao do critério de Popov para o caso k; = 0.

apresentado nesta se¢do estd baseado no texto cldssico [6] A idéia bésica é obter uma lei de
controle u(t) de modo que e(t) — 0 & medida que ¢ — co para uma entrada arbitrdria r(¢), mas
suficientemente "rica'para excitar o sistema.

Antes de apresentar a estratégia de controle propriamente dita, convém que sejam estudados os
problemas de Identificacdo e de Casamento de Modelos (Model Matching).

Identificacao

Para que a apresentagao seja didética, serdo considerados em separado os casos estatico e dina-
mico.

Sistema Estatico

Considere o sistema,

y(t) = Ou(t) (254)
em que 6 ¢ uma constante e t € [to,tf]. O problema ¢ obter uma estimativa 9 de 6, minimizando
1 [ 2
76) = / [y(t) — ou(t))” dt (255)
to
Uma condic¢do necessaria para a otimalidade é
dJ
—| =0. 256
do |3 (256)
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Modelo X
Xm = r’\mxm + er

u Planta Xp
Controlador > . F
Xp = f(xp,u)

T

L4

Figura 11: Estrutura basica utilizada na estratégia de controle MRAC.

ou seja, deve-se fazer

‘C% _ d% /t f%[y(t)—&u(t)]th (257)
= ga5 ) [P0 =200+ )] (258)
- /tofdde[y2<t>—2ey<t>u<t>+92u2<t>} i (259)
_ % /tof ~2y(t)u(t) + 20u%(1)] dt (260)
o (261)
Logo, tem-se que .
0 — M (262)

tf .2
fto w?(r)dr
Técnicas de estimacdo em que todos os dados entre ¢y e ¢ sdo empregados de uma vez s6 como

em sao conhecidas como de "batelada'. Em contraste, as técnicas que utilizam os dados u(t)
e de y(t) & medida em que esses se tornam disponiveis sdo denominadas "recursivas'.

Considerando-se como uma variavel o instante ¢; na equagao 262} agora denotado ¢, obtém-se

0 / V2 (F)dr = / y()u(r)dr (263)

to tO

e, derivando-se em t, resulta que

% (5(75) /t u?(ﬂm) = % ( /t y(T)u(T)dT> (264)
d ~

@0(75)/ C(r)dr +0 (W21 = yud) (265)

to

Constata-se pela equagdo que se o sinal u(t) for identicamente nulo, ndo é possivel realizar
a identificagdo. Ou seja, a entrada u(t) deve excitar suficientemente o sistema.
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Por exemplo, no caso especial de u(t) = §(to),

/tt W2 (r)dr = /tt 52 (r)dr1

e a equagao 265 pode ser simplificada para
d ~ N

20w = —0 (t) u?(t) + y(t)u(t)

Note-se que

v (3 [0 - 80u)]) = (5 120 - it + 0] )

= —y(t)ult) + 0u2(t)

de modo que a equacao pode ser reenscrito como

flf =-v, (; [y(t) = Byu(t)] )

Note-se, também, que o ponto de equilibrio de 265 ¢ obtido de

o~

—u2(t29(t) + y()u(t)
—u2()0(t) + Bu(t)u(t)

Em vista de 6 ser constante, se

tem-se que

e, portanto

da

adotando-se a notagdo tradicional a= 4.

V= ¢

Constata-se que o ponto de equilibrio ¢ = 0 de é estavel se u # 0, pois

. d
V—£¢

= 204
— _2¢2U2
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Considere a fungao candidata de Lyapunov

(266)

(267)

(268)

(269)

(270)

(271)

(272)
(273)
(274)

(275)

(276)

(277)
(278)
(279)

(280)

(281)

(282)
(283)



Sistema DinAdmico - Caso Escalar

Considere o sistema linear

Tp= apry, + byu (284)
em que a, e b, sdo constantes desconhecidas, mas os sinais x, e u sdo medidos.
Seja a dindmica para a estimativa
Zp=,(1)3, + by(t)u (285)
e a meta ¢é obter a,(t) — a, e Zp(t) — by, para t — oco.

Nessas condigoes, o erro

e(t) = zp(t) — Tp(t) (286)

é tal que
e = (apzy+bpu) = (@(0), + By(t)u) (287)
= ay (3 — ) + (ap — 3 (1) Fp + (B — By(1) ) w (288)

bastando somar e subtrair o tyermo a,Z),

Por conveniéncia, sejam as varidveis auxiliares

P(t) = ap—ay (289)
() = by—by (290)

que permite reescrever [288| na forma
e= aye + ¢(t)Tp + Y (t)u (291)

A partir dos sinais conhecidos e(t), Zp(t) e u(t), deseja-se obter leis

ap = Fale,Tp,u,ap) (292)
b, = Fy(e,p,u,by) (293)

de modo que @y (t) — ap € Ep(t) — by, para t — oo.

Lembrando que a, eb, sdo constantes, e propondo como F,(.) e F,(.) de forma que

i = —e(t)Z(t) (294)
b, = —e(t)u(t) (295)
tem-se que
é = %(ap_ap) (296)
= G (297)
= —e(t)Ty(t) (298)



o= 5 (b-B0) (299)
= b, (300)
= —e(tu(t) (301)

Portanto, o sistema de equagoes descrevendo (e, ¢, 1) fica da forma

e = ape+ ¢, +Yu (302)
6 = —ei, (303)
— e (304)

em que u(t) e Tp(t) sdo conhecidos.
Verifica-se imediatamente que (0,0, 0) é ponto de equilibrio do sistema -

Para se estudar a estabilidade de (0,0, 0), seja a funcdo candidata de Lyapunov

Vied ) = 3 (¢ + % +9?) (305)
Nesse caso,
V o= ei4o o+ (306)
= e (ape+ ¢Tp + Yu) + ¢ (—€,) + 1 (—eu) (307)
= aye? <0 (308)

Com a utilizacao do lema de Barbalat é possivel estabelecer que

t1oo

e 130 (309)

Sistema Dindmico - Caso Vetorial

Considere o sistema linear _
rp= Apz, + Bpu (310)

em queA, e B, sdo matrizes constantes desconhecidas, mas os sinais z, e u sdo medidos.
Como no caso escalar, seja a dindmica para a estimativa

2= A, (t)T, + Bby(t)u (311)
e a meta é obter Ep(t) — A, e Ep(t) — B, para t — cc.

Nessas condigoes, o erro
e(t) = zp(t) — Zp(2) (312)
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é tal que
(Apxp + BP“) - (/Tp(t)fp + Ep(t)u)

Ap (xp - 55\1)) + (Ap - gp(t)) 5517 + (Bp -

Por conveniéncia, sejam as varidveis auxiliares

d(t) = A,—A4,

que permite reescrever [314] na forma
e= Ape + ()T, + ¥(t)u

De modo similar ao caso escalar e escolhendo uma matriz P > 0,

o= —Pe()3T (1)

= —Pe(ty" (1)

Para se estudar a estabilidade de (0,0, 0), seja a fungao candidata de Lyapunov

Vie,® ) = T Pe + tr (<I>Tq> + \I/T\IJ)

Nesse caso, lembrando que tr(ab”) = bTa se a e b sdo colunas, obtem-se

. . . T . T
eTP e+ el Pe +ir (2@ D427 w)

1%

eT (47P+Pa,)e<0

Model Matching

Controle Direto

Considere um processo controlavel

ip: apy(t) + bpu(t)

ou seja, que possui b, # 0, bem como o modelo a ser casado

T = AT (t) + by (2)

em que |r(t)| < R,Vt.
30

(313)

(314)

(315)
(316)

(317)

(318)

(319)

(320)

(321)

(322)
(323)

(324)

(325)



Deseja-se obter u de modo que x,(t) — =, (¢) ou seja

lim |z, (t) — 2n(t)] =0 (326)

t—o0
No caso de controle direto, a tarefa serd obter uma lei de ajuste dos parametros € e k em
u(t) = 0(t)xp(t) + k(t)r(t) (327)

Se aye b, fossem conhecidos, os valores de § e k adequados seriam

o = = b; P (328)
* _ bm
kK = E (329)
pois, nesse caso,

By = ap(ey(t) + by(t)u() (330)

= apzp(t) + by (02, (2) + kr(t)) (331)

= %%w+%<%é%%w+27@> (332)

= amTm(t) + bmr(t) (333)

ou seja, é da mesma forma que [325
Apesar de os coeficientes ape b, serem desconhecidos, a idéia é buscar §(t) — 0*e k(t) — k*.

Definindo-se o erro

elt) = (1) — 2 () (334)
tem-se de e de que

e(t) = apzp(t) + by0w,(t) + bpkr(t) — amam(t) — byr(t) (335)

= apxp(t) + bp0z,(t) + bpkr(t) — am@m (t) — bpk™r(t) (336)

notando que b,, = b,k. Denotando-se ¢ = k — k*, tem-se

e (t) = apwy(t) + by, (t) + bytor(t) — amaom(t) (337)

Somando e subtraindo a,,z,(t), obtém-se

e(t) = apwp(t) +bpfxy(t) + bphr(t) — amam(t) + amey(t) — ama,(t) (338)
= apxp(t) + bplz,(t) + bpr(t) + ame — amTp(t) (339)

Somando e subtraindo b,0*z,(t), ¢ denotando ¢ = 6 — 6*, obtém-se

e(t) = aprp(t) — amap(t) + bpbxy(t) + bpbr(t) + ame + b,0%x,(t) — b0 x,(t)  (340)
apTp(t) = am@p(t) + bpdzp(t) + bptor(t) + ame + by 2,y (1) (341)
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Notando que

b0 zy(t) = by

a equacdo [34]] se torna

e (t) = ap%)(t) - amxp(t> + bp(bxp(t) + bpz/”"(t) +ame + (am - ap) xp(t)
bp@ap(t) + bptor(t) + ame

Supondo conhecido o sinal de b,, uma proposta de lei de controle é

= —sign(by)e(t)z,(t)

= —sign(by)e(t)r(t)

pois, utilizando-se a funcao candidata de Lyapunov

V= [eQ + [ey] (47 +w2)}

tem-se

<.
Il

ety (8640 0)
= e (bpoxy + bytr + ame) + |by| (—sign(by)ex,¢ + —sign(b,)ert)
= am62 < 0

tendo-se em vista que

. ()= (H)x(+1)=0 seb,>0
by — [by] sign. (by) —{ ()= ()% (=1)=0 seb, <0

(342)

(343)

(344)
(345)

(346)

(347)

(348)

(349)

(350)
(351)

(352)

Devido ao fato de que k e 6 que aparecem na lei de controle serem ajustados "diretamente",
a estratégia é chamada de "controle direto". Na préxima secdo serd apresentado o "controle
indireto", em que a lei de controle é dependente dos pardmetros do modelo que sdo entdo as

grandezas a serem estimadas.

Controle Indireto

Considere um processo controlavel
ip: app(t) + bpu(t)

ou seja, que possui b, # 0, bem como o modelo a ser casado

Ty = ATy (t) + b1 (1)
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em que |r(t)| < R, Vt.
Como no caso anterior, deseja-se obter u de modo que z,(t) = xn(t) ou seja

lim |z, (t) — zm(t)] =0 (355)

t—o00
Se aye b, fossem conhecidos, a lei de controle

u(t) = —"—Lx,(t) + r(t) (356)

seria interessante, pois nesse caso,

Ty = ap(t)ay(t) + bp(t)u(t) (357)
= apzp(t) + by (0,(2) + kr(t)) (358)
= apz,(t) + b, (a’"bpapxp(t) + l’b’:r(t>> (359)
= amTm(t) + bmr(t) (360)

ou seja, [360| possui forma similar ao

Como ape b, ndo sao conhecidos, esses serdao estimados e utilizados na expressao [350]

u(t) =m0 1) + li—’"r(t) (361)
bp bp

Para que se obtenha as estimativas @, e by, considere a equacio para a estimativa z,, da forma

fp: amZp + (Ap — am) +Bpu (362)

De fato, utilizando-se o controle em [361] tem-se

By = amdp+ (G — am) Ty + by | g, 4 2y (363)
by D
amTp + (Ap — am) Tp + (am — @p) Tp + by (364)
= amTp(t) + br(t) (365)
que é idéntico ao modelo de referéncia.
Definindo-se, agora, o erro de estimagao
et) = ap(t) — Zp(t) (366)
tem-se
e = apry+byu— [am@, + (@ — am) zp + b, u} (367)
(368)

= apTp + bpu — ATy — pTp + amTp — by
-b

) (369)

= (ap—ﬁp)mp—i-am (a:p—xp (

/—:f/\—\ /—/8\?\ ’_’,\A
= (ap — ap)a:p + am (:Cp — xp) + (b, — bp)u (370)
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em que, por conveniéncia e de modo similar aos casos anteriores,

¢=a,—ap

Y ="by,—bp
Um possivel ajuste para @, e gp ¢, assumindo b, > b;‘in > 0 poderia ser

~

ap= e(t)zp(t)

e
- e(t)u(t) se ép>b$in
bp=1 e(ult) se b, =0 e e(t)u(t) >0
0 se p o—ypmin e e(t)ut) <0
p P
sendo que
o = 2l\p
1/1 = gp

(371)

(372)

(373)

(374)

(375)

(376)

A idéia de se definir a dindmica de b, como em|374[é nao deixar que essa grandeza ndo diminua

para menos de bg‘in.
Utilizando-se a funcao candidata de Lyapunov
-3
que permite escrever
Vo= cctpotiu
= e(¢xp+ame+wu) —¢exp—¢{ eou }

= ameQ—i—weu—l/){ 681 }

Se (?)\p > b;“in)ou (gp = b com e(t)u(t) > O),

V: ame? + eu — Yeu = apme? <0

pois a,, < 0 para um modelo estavel.

Se @p = bg‘in)e (u(t) < 0), entao

Il
=
S
\
S
Il
o>
S
>
E
=]
V
o

G

eu

IN
o

V: ame2 + veu <0
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Controle Adaptativo

Uma lei de controle estabilizante

Considere o sistema

z = Ax(t)+bpT (t)r(t) (385)
y(t) = cla(t) (386)
2(t) = ky(t) (387)

em que (Apxn,bnx1) é estabilizédvel, (A, xn, cnx1) € detetdvel, k é um ganho com o sinal (4, —)
conhecido, r: R — R™ e ¢ : R — R™ . Os sinais w e z sdo assumidos conhecidos e ¢ representa
a lei de adaptacao a ser buscada.

Nessas condigoes, se
G(s)=c(sI — A)~'b (388)

é uma funcgao de transferéncia estritamente positivo real, ou seja
Re{G(jw)} >0, Vw € R (389)

entao sob a lei de adaptacao
o= —sign(k)z(t)r(t) (390)

o ponto de equilibrio (z = 0, ¢ = 0) é globalmente uniformemente estével.

Verificagdo: Como G(s) é estritamente positivo real, pelo Lema de Kalman-Yakubovich, -
[I70] com v = 0, tem-se que dado L > 0, existe P > 0, tal que

ATP+PA = —q¢" —¢L (391)
Pb—c = 0 (392)

Seja a funcao candidata de Lyapunov

1
V=atpes Lot (393)
de modo que
. T .92 T
vV = =z Px+:cTPx+m¢ 6 (394)
T 2
= (Ax + bngr) Px+ 2P (Ax + quSTr> + ] (—sign(k)zr)T 0] (395)
= 27 (ATP + PA) z 4+ rTobT Px 4+ 27 PbopTr — %sign(k)ergi) (396)
2
= g7 (ATP + PA) x + 227 PbopTr — msign(k)z@Tr (397)
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Notando que Pb = ¢ pela equacao e z=ky = kc'x, tem-se

: 2
v o= o7 (ATP n PA) 2 + 22T PboTr — msign(k)zd)Tr (398)
2
= o7 (ATP + PA) x + 227 PbopTr — msign(k)kachTr (399)
= T (ATP + PA) z + 22T PbpTr — 227 cpr (400)
- (ATP + PA) z + 227 PbgTr — 227 PbgTr (401)
= 47 (ATP + PA) x (402)
= a7 (qu +el)z <0 (403)

Exemplo de Controle Adaptativo

Considere um sistema em que o ganho k, é desconhecido, a menos do seu sinal (4, —)

z, = Az, (t)+bkyu(t) (404)
yp (1) = 'y (t) (405)
e o modelo de referéncia
dcp = Awxy, (t) + bkpr (¢) (406)
ym (t) = Tt (t) (407)

No dominio transformado as fungoes de transferéncia correspondentes ao processo e ao modelo
sao

Gp(s) = (sl —A)"'bk, (408)
Gm(s) = (s —A) 1ok, (409)

de formas que a unica diferenga é o ganho.

A lei de controle adaptativo serd do tipo

u(t) = K(t)r(t) (410)
Como antes, seja o erro definido por
e(t) = zp (t) — wm (1) (411)
e, portanto
e = Az, (t) +bkyu(t) — Azy, (t) — bkyr (t) (412)
= Az, (t) — zm (t)] + bk K (t)r(t) — kyr () (413)
= Ae(t) + bk, | K(t) — ’Z] r(t) (414)
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Por conveniéncia, adote-se a notagao
¢=K(t)—— (415)

Para se adotar uma expressao para o controle estabilizante do tipo obtido na se¢ao anterior, mais
especificamente a expressao [390] seja
z=cle (416)

de modo que ‘
o= —sign(kp)z(t)r(t) (417)

Como zéS: K a lei de controle adaptativo é da forma

K= —sign(ky)z(t)r(t) (418)

Controle Adaptativo Robusto a Perturbacgées

Considere um sistema em que a, é desconhecida,
p= apy (1) +u (t) + v(t) (419)
e a perturbagao é limitada por um valor especifico
u(t)] < 0™, Vit (420)
O modelo de referéncia adotado é da forma
L= AT (1) + 7 (1) (421)
em que a,, < 0 e a referéncia r é suposta limitada.

Como a constante a, é desconhecida, propode-se um controle do tipo

u(t) = 0(t)zp(t) + 7(t) (422)
de modo que
Zp apayp (1) +u(t) + v(t) (423)
= app (1) +0(t)zp(t) +r(t) +v(t) (424)
= [ap +0(t)] 2, (t) + (1) + o(t (425)

O objetivo da adaptacdao é portanto [ap +0] — a;,. Nesse contexto, é conveniente definir
0" = am — ap.

Mais uma vez, seja o erro definido por

e(t) =z () — 2 (1) (426)
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de modo que

e = apz,(t) +ut)+o(t) —anzm (t) —7r(t)
= aprp (1) + 0(t)2p(t) + r(t) + 0(t) — amam (8) — 7 (1)
= apy () +0(t)2p(t) + v(t) = am@m (1)
Somando e subtraindo a,,z,, resulta que
e = apTp+0r,+v— anTy+ anTy — Gty

= (ap—am)xp+9xp+v+am(mp—wm)

De modo analogo aos desenvolvimentos anteriores, seja

p=0—0"
ou
0 = ¢o+06"
= ¢+am_ap
e
e = (apfam)xp+9xp+v+am(zpf:cm)
= (ap—am) Tp+ (¢4 am — ap) Tp + v+ am (Tp — Tm)

= ame+ gz, +v
Testa-se, agora, se uma boa opgao seria

o= —e(t)z,(t)

utilizando-se a funcéo candidata de Lyapunov

V =

(2 +6?)

| —

Nessas condigoes,

Vo= cetoo
= e(ame+¢xp+v)+¢(—exp)

amé® + epx, — epx, + ev

= ame2 +ev

e, portanto, VS 0sewv=0.

(427)
(428)
(429)

(430)
(431)

(432)

(433)
(434)

(435)
(436)
(437)

(438)

Se v nao é identicamente nulo, ha necessidade de introduzir modificacoes na lei de adaptagao.

Introducao de Zona-Morta Lembrando que v™2*

ame® +ev <0
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é fornecido e a,, < 0, constata-se que
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se

le| > T ‘ (445)
Assim, propoe-se 4
L —e()zp(t)  se lef > Tam
o= { 0 se el < T:i)ll (446)
Sigma-Modificagdo A idéia é acrescentar o termo —o6 a lei de adaptacéo, ou seja
b= —e(t)z, () — 0b(1) (447)
Com esta modificagdo, para a funcao candidata de Lyapunov
_ Ly 2
v_2@4¢) (448)
tem-se
V = cetoo (449)
= e (ame+ oz, +v) + ¢ (—ex, — 0b) (450)
= ame® +ev— ¢pob (451)
Lembrando que ¢ =60 — 0* ou 6 = ¢ + 6%,
V o= ame’+ev— ol (452)
= ame’ +ev— ¢go(p+0%) (453)
= apme* +ev—op® — ogd* (454)

Para ¢ suficientemente grandes, ter-se-4 ev™* —g¢? —ogf* < 0. Logo, V< 0 fora de uma regido
D={(e,9)]| le]| <Lcel|p| <Ly } para constantes L. e Lg.

e-Modificagdo A idéia é acrescentar o termo —v |e| § & lei de adaptagio, ou seja

b= —e(t)a,(t) — 7 |e ()] (1) (455)

Com esta modificagdo, para a funcao candidata de Lyapunov

vz%(&+¢ﬂ (456)
tem-se
V = ce+oo (457)
= e(ame+ oz, +v) + ¢ (—ex, — el 0) (458)
= ame’ +ev—ryle|pf (459)
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Lembrando que ¢ =6 — 0* ou 0 = ¢ + 6%,

Vo= ame’+ev—rle|dd (460)
ame® + ev — 1 |el 6 (6 + 6°) (461)

= a4 ev— e 6~ le| 68" (1462)

< el (—am lel = v + 7¢? + 766" (463)

e para ¢ suficientemente grande, —a,, |e| — v™8 + v¢? + v¢p0* > 0. Logo, V< 0 fora de uma
regido D = { (e, ®) | le] < L. e |¢| < Ly } para constantes L. e L.

Fenomeno do Salto

Considere o sistema descrito pelo diagrama de blocos da figura [I2] A funcdo descritiva para a

o

() =R sin(eot) + e(t) = E sin(ot+e) h I 1 y
H » G =
: h © s(s+1)

I B M

Figura 12: Exemplo de sistema que pode apresentar o fenA ‘meno do salto.

v

nao linearidade ilustrada é

N(E):% sin1<h)—|—h 1—<h)2 ,E>h (464)

(465)

E(s) [1+ N (E)G(s)] = R(s) (466)
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Em termos de médulo, tem-se que

E(jw) [1+ N (E) G( R(jw) (467)
|E(jw) \‘ Y N(E ’ |R(jw)] (468)
E ‘1 e + ’ R (469)
w(@w+1)+N(E
f ‘Jjw ot D) - R (470)
E’N (E) —w2+jw’ - R’jw—wz‘ (471)
E\/ - w2 +w? = RVwt+w? (472)
E? [N (E)? — 2N (E) WP+ wh + oﬂ} = R (w4 + w2) (473)
E2N (E)? — 2N (E) B*w? + (E2 - RQ) <w2 + w4> = 0 (474)

Introduzindo a notagdo X = N (F)E pode-se reescrever na forma de uma equagao do
segundo grau

X2~ 2Bw?X + (E2 - R2> (w2 + w4> -0 (475)
e, portanto,
2Ew? 4+ \/4E2w* — 4 (E? — R?) (w? + w?
X - w? &+ \/4E2%w 2( ) (W2 + w) (476)
28 2 +2 7E2 2 2,42 2,4
_ w V4 L«; + R?2w? + R%w (477)
= Euw?+/-F22+ R2(1+w?)w? (478)
= Euw?+wy/R%2(1 +w?) - E2 (479)

Continuando o desenvolvimento, tem-se

N(E)E = X (480)
= Ew’4+wy/R2(1+w?) - E2 (481)

N(E) = %(sziw\/R2(l+w2)—E2) (482)
- w2:|:w\/<g) (14w?) -1 (483)

Portanto, para se determinar a amplitude de oscilagao FE, basta resolver a equacao para cada

valor de w
M (Y OV s [(BY aram -1 sy
- " \E)TE )|~ ¥ \& .
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I'l
N(E 'l\‘ \ -/ca:0.450
€ e 0=0.475
VA ©=0.500
Ve 90,525
VN ®=0.550

Unica Solugio
param=0.550

i Unica Solugéo Byl N
| param= 0.450 \-\\ Y
: O
!
ARY;
: )
i s &
UU 05 1 1.5
E

Mudanga abrupta de Amplitude

Figura 13: Método grafico para obtencdo de E para cada w.

Uma forma de se resolver [84] é utilizar o método grafico. Na figura[I3] tem-se o caso de M = 0.5,
h =105 R=1¢ew e {0.450,0.475,0, 500, 0.525,0.550. Verifica-se na ﬁgura que 4 medida
que w ¢ variada, a solugdo da equagio [I84] também é modificada e, eventualmente, pode saltar
para uma com o valor da amplitude E diferente.

Mais detalhes sobre o fendmeno do salto pode ser visto em [10].

Linearizacao Exata por Realimentacao de Estado

Preambulo

Suponha que a representacdo de um sistema esteja na forma especial

z=Az+ BB '(z) [u—a ()] (485)
Nesse caso, a lei de controle
u=a(z)+ () (486)
torna linear o sistema
zZ = Az+BB'(2) [u-a(2)] (487)
= Az+BB'(2) [a(z)+ BE)v—a(z)] (488)
= AZ+DBv (489)

42



Ainda mais, se (A, B) for controlavel, entdo 3P nao singular, tal que a mudanga de base

z=Pz (490)
permite obter a representacdo na forma candnica controlavel

z = PAP '+ PBv (491)
= A.z+ B (492)

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
z = : : - z+ | |v (493)

0 0 0o - 1 0

—a1 —az —as -+ —Qay 1

e utilizar uma lei de controle do tipo realimentacao de estados

v=—-Kz+v (494)
que aloca todos os polos em 0
Ap B
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
z= : z+ | 0 | v (495)
000 1 0
00 0 0 1

Esta representagao recebe o nome de forma candnica de Brunovsly e corresponde a se ter uma
cadeia de integradores

21 = 22 (496)
22 = Z3 (497)
(498)
Zn = (499)

Combinado-se [I86] e @94] bem como levando em consideracao [£90] obtém-se
u = a(z)+pE)v (500)
= a(@)+B8(E)(-Kz+v) (501)
= a(z)+p(Z)(-KPz+v) (502)

a(z)
= (a(z)+—B(z)KPz) +B(z)v (503)
= a(Z)+pEN (504)
Portanto, caso a representacao do sistema esteja na forma

z= Az + BS(2) [u—a(2)] (505)

poder-se-ia obter u = a (2)+(Z)v , sob condigdes de contrabilidade, de forma que a representacao
do sistema se torne uma cadeia de integradores

43



Linearizacao por Realimentacao do Estado

A apresentacao desta segdo foi extraida de [9]. A idéia central da linearizagio exata por realimen-
tacdo de estado é obter uma transformacao homeomorfica T : R™ — R™ que permita reescrever

um sistema na representacdo original

para a forma

Fazendo-se

a equacao [506] permite escrever

-

= f(2) + g(x)u (506)

=T () (507)
7. () % (508)
T, (@) [f(@) + g(x)u (509)
T, (2) f(z) + T» (2) g(a)u (510)

Por outro lado, busca-se & (.) e 3(.) de modo que

Z = Apz+Bpf T (3) [u—a(®) (511)
= Apz+BpBf " (T () [u—a(T(x))} (512)
= ApT(z)+ Bpf~" (z) [u—a ()] (513)
ou seja, se torna idéntico a forma conveniente Portanto, a transformagao T (.) deve ser
tal que
T,(2)f(x) = ApT(2)—Bpf (0)a(x) (514)
T, (x)g(x) = Bpf(z) (515)
Denotando por T;(x) componentes de T'(z),
Tl (x)
T)=| (516)
T, (z)

15 (z)
75 (2)
ApT () — BpB~ ' (2)d (z) = : (517)
T (z)
—B7 " (z)a(x)
BBB—l (x) = [ Oé’i_ll();)l ] (518)



ja que

[0 1 0 0
00 1 0 Ty (z)
ApT (x) = : : :
0 0 1 T, (x)
0 0 O 0
[ T, (2)
T3 (z)
T, (2)
0
e
0 15 (x)
0 13 ()
~Bpf ' (@)a(z)=~| 0 | F(@)a(x) = :
0 T, (x)
1 —571 (@) a (x)
Assim, a transformagio buscada T'(.) deve satisfazer
0
Pifw) = Do)
T, _
L) = Ta()
T, _ ~
i f@) = B @a)
€
0
Tlg@) = 0
8T8’;19(x) =0
Mog) = 57 @) #0

Tendo-se obtido T'(.), o controle u = & (x) 4+ 8 (z) v corresponde a

az) =

Exemplo: Considere o sistema descrito por
A =

Ty, =

oT,
G f (=)

e g(x)

1

Ty
U g(z)

asin ()

—x?—i—u
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(520)

(521)

(522)

(523)

(524)

(525)

(526)

(527)

(528)

(529)

(530)
(531)



L T
em que se pode fazer a associagdo, denotando = = [ r1 T ]

ro = | ]

—x7

g(x) = {H

As condigoes requeridas para T (z) sdo

o1y

)

Ty oTy

B oty 0] oTy
%g(x) - Oi[@xl 8x2]|:1:|0:>ax20
8T1 . o aTl .
%f(:c) = Th(x)=Tr(x)= o2, asin (z2)
e, também,
8T2 0 6T2 aTvl

ag(m) ?é = 871‘2 = a—xlacos (.’,UQ) 7é 0

Arbitrando-se T3 () = z1 resulta Ts () = asin (z3), donde

a (1‘1, {IJQ)

~ 1 1
ﬁ(xlaxQ) = 9T =

acos (x2)

e o controle linearizante é

u=1x2 4+ ———v
a cos (z2)

védlido para —5 <y < 7.

(532)

(533)

(534)

(535)

(536)

(537)

(538)

(539)

De fato, utilizando-se o controle u (z1, z2,v) que foi calculado, tem-se que o sistema, nas novas

coordenadas {z1, 22} possui a sua dindmica descrita por

7 = T ()
= asin(x2)
= Ty (x)
22
e
Z, = T ()
_ dsin(xy)
I

= acos(x2) Ty

= acos(x2) (—x% + u)

1
— —x3 : acos (o)
= acos(z2) ( ity a cos (:Ez)v)

= v
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ou seja,

como esperado.

Linearizacao Entrada-Saida

Considere agora o problema de linearizagdo entrada-saida de um sistema do tipo

e note que se h(z ) pudesse ser utilizado para construir a transformagao T'(.) através de Ty (.) =
BT" Lf(z) =T, (x), entdo

com

= f(z)+g(z)u
y = h2)
z = Apz+ Bgv
y = Cz
C:[l 0o --- 0]

(551)
(552)

(553)
(554)

h(.)

(555)
(556)

(557)

Caso as condigdes e ndo sejam satisfeitas por tal T'(.), hd necessidade de um procedimento

alternativo. Faca-se ¥1(.) = h(.) e construa {1, ..
expressao de y(.), isto é,

dy

dt

d?y

dt?

drfly

dtr—l

Caso se obtenha

tem-se que

e portanto, a forma desejada de representagao

31/11 [f+gu} se aaig—Oentaoq/z
(91/12 [f + gu]; se %g =0 entio 3 =
3 Or
3 — r—
1/1 1[f+ ;s ¢ 1
O,
1/1 9%0
dy _ 0y Oy
dtr 89:f+ oz T
dy
dt”

pode ser conseguida substituindo-se em a lei de controle

1 {awr
Gz g

F
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g = 0 entao 1/1r =

., ¥} através de sucessivas diferenciacoes da

(558)

(559)

(560)

(561)

(562)

(563)

(564)



O numero r é chamado de grau relativo do sistema [553

Exemplo: Considere o sistema descrito por

T
emquex:[ml xg]

Z1

)

Derivando—se y, obtém-se que

:I'J =
jJ. =

= —z1+ (-2 +u

y:[l O]x

T1= T

To= —x1 + (1 — 23)z0 +u

(565)
(566)

(567)

(568)
(569)

e, logo, nota-se que Y nio depende explicitamente de u, mas Y sim. Portanto, r = 2 e o controle

u=1x; — (1 -2y +v

faz a relacdo entrada-saida ser do tipo linear

y=v

que é, simplesmente, uma cadeia de integradores.

Observagdo a respeito da dindmica zero Assumindo r > 1, seja ¢(x) = [¢1(z) -+ pn—r(2)]

um homeomorfismo arbitrario tal que

09¢;
ox

e Y(x) = [1/11 (z)--- @[Jr(x)]T tal que

A transformacéo

wiJrl

L
i
Dz g
Oy
or g

Z =

g=0 parai=1,....n—r—1

permite reescrever o sistema [553 na forma

r’;] =

= %ﬁzf parat=1,...,r—1
= h
= 0 parat=1,...,r—1
# 0

_ | o@) [almn
o= 10 ]2[¢]

_ 99

fo(n,§) = or () )

Ak + Bf™H () [u— a(2)]
Ce§
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(570)

(571)

T

(572)

(573)
(574)
(575)

(576)

(577)

(578)

(579)
(580)



em que se constata que os componentes 77 nao afetam a saida y do sistema.
A dinadmica de 7 para o caso £ = 0 é descrita por

= fo(n,0) (581)
e recebe 0 nome de “dindmica zero”.

No caso particular de sistemas lineares, a estabilidade da dindmica zero se relaciona com o fato
dos zeros do sistema estarem no semiplano esquerdo.

Assim, por analogia, diz-se que o sistema nao-linear [553|é de fase minima se a dindmica zero [581
é assintoticamente estavel do dominio considerado.

Exemplo: Considere o sistema descrito por

T, = —x1+ ii—zgu (582)
&y = 3 (583)
T3 = ma3+u (584)
y = (585)
Em vista de o
Y=2y= 13 (586)

nao depender explicitamente de u, mas

QZC.C;J,: r123 + U (587)

apresentar u no lado direito, r = 2. A associacdo ¥ (z) = x2 e Yo(x) = x3, leva as expressoes
B=1lea=—r13.

Ainda, fazendo-se o = 0 e x3 = 0, verifica-se que a dinamica zero é dada por
Ti= —1 (588)

e, portanto, o sistema é de fase minima.

Detalhe de Notagdo Em diversos textos sobre controle ndo linear é utilizada notagao

Lih() = 90 f ) (589)

referido como Derivadas de Lie. Na apresentacdo simplificada do presente texto nao se fez
necessaria a utilizacdo dessa ferramenta de geometria diferencial.
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Controle por Modo Deslizante
As trajetorias de um sistema podem ser confinadas a uma superficie através de sinais de controle
chaveados.

Seja um sistema descrito por
= f(x,u) (590)

em que x € R" e considere uma referéncia z(t), fornecida a priori.

Deseja-se obter uma lei controle u(t) que faca x(t) ~ x(t).

Seja
F(t) 2 2(t) — 2P (1) (591)
cuja dindmica é descrita por
= f(@ut) (592)
ou
L d D
T = %(xf:v ) (593)
. .D
.D
= f(z,u)—z (595)
ﬂ;,u,t)
N .D
= f@+2Pu)—x (596)

Considere uma superficie S definida por s : R — R , ou seja,
s(Z) =0 (597)

e assuma que existam valores de u(t), denotados 4™ e u~ de modo que, em cada ponto Z,

<vs(5),f(§, u+,t)> > 0 (598)

<Vs(§),f(f, u*,t)> < 0 (599)
Chaveando-se u(t) entre ut e u~ de modo que

L2 @0)* < s G)) (600)

em que 7 > 0, pode-se fazer a trajetéria evoluir junto & superficie .S como na figura caracte-
rizada por s (Z) = 0. De fato,

%%s (@(1)° = <VS(E), f(E,u,t)> s (3 (1)) (601)
ou seja, se s (Z(t)) > 0 e u(t) = u~, resulta

<Vs(%), f(%,u_,t)> s (3(t)) < —ns (3(1)) (602)
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Figura 14: Ilustracao do uso de Vs (E(t)) para caracterizar o escorregamento.

que satisfaz Quando s (Z(t)) < 0 e u(t) = u™, tem-se
(Vs(@), [@u,0)) s (3(0) < +ns (3(1)) (603)
de modo que, localmente, Z tende a se aproximar de s(Z) = 0.

Uma escolha simples e conveniente para a expressao de s(.) é

d n—1
s(T) = (dt + a) T (604)
com « > 0 poisse s | 0= 7 | 0.

Um problema fundamental é o vigoroso chaveamento de u(t) entre u™ e u~ em instantes infini-

tesimais, levando [592] a ter infinitas descontinuidades no termo do lado direito. O tratamento
rigoroso deste problema requer resultados como o de Filippov em que se verifica que o termo
descontinuo pode ser substituido por um outro equivalente, dado por

fea@ 1) = af (F,ut,t) + (1 —a) f(F,u,1t) (605)
e a pode ser calculado por
(Vs(@), [@u )
<Vs(§)7 F@utt) — f@ u, t)>

o =

(606)

Exemplo O controle chaveado pode ser utilizado para conferir robustez a incertezas, porém
com a desvantagem de geracao de perturbagoes de alta frequéncia (no caso ideal, infinita, mas
que na prética é limitada pela velocidade de comutagdo) que, eventualmente, pode estar, por
exemplo, causar vibragoes indesejaveis.

Considere um sistema descrito por
y=ar(y)+u

Deseja-se que a saida y(t) rastreie uma funcao conhecida yp(t), apesar da incerteza em ap (real)
que difere do ax (nominal), mas de forma limitada

|ar () —an ()] < A(€),Yé € R (607)
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Fazendo-se a associagao usual para obter uma representacao no espaco de estados

r = (608)
z £y (609)
obtém-se
T, = (610)
ro = ag(r1)+tu (611)

que corresponde a
[ ‘?1 ‘| — |: fl(xl,IQ,u) :| (612)

Defina-se, agora
zf £ yP (613)
obtendo-se
T, 2y =ab (614)
Constata-se de [614] que

e, portanto, deve-se atentar para a diferenciabilidade de y().

O erro de rastreamento é dado, portanto, por

%1 _ X —.’ElD
EQ o X2 —$2D

e a equacao da sua dinamica é

D

ES I (615)
T2 XTog — Ty
[ Ty — xP
- b (616)
arp(x1)+u—y

[ To+ 2l — P
= ~ 1
agp(T + 2P) +u —y? (617)
— f;}(§17£27u) (618)
| f2(Z1,22,u)

Escolhendo a superficie de deslizamento como sendo a "classica"

(jt + a) ) (619)

1+ ad (620)

s(Z)
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e, portanto,

|

@
1 ] (621)
As condigoes de comutacdo sao

Se {s(z) > 0} entdo {u(t)=u"} (622)

em que v~ deve ser tal que (Vs(Z) | f(Z1,Z2,u7))s(T) < 0 e, analogamente,

Se {s(z) <0} entdo {u(t)=u"} (623)

em que u™ deve ser tal que (Vs(Z) | f(Z1,Z2,u™))s(T) > 0.

Para simplificar, seja o = 1. Nesse caso

(Vs(@) | FEnaa) = [1 1] | 20T (624)
f2(Z1, T2, u)
em que, reescrevendo-se ﬁ e fé em termos da varidvel y e da referéncia y” fornecida, obtém-se
[@LTu) = T (625)
= zy—aD (626)
. .D
= y—-y (627)
e
fo(@r,To,u) = agr(@ +aP)+u—yP (628)
= ag(zy — 2P +2P)+u—yP (629)
— an(y) +u—yP (630)
de forma que, no caso especifico,
B . .D
(Vs(@) | f@,72u)=[1 1] vy (631)
ar(y) +u—y
. .D .
= y—y +ar(y)tu—y (632)
e se adotasse b
u=y —y—ar(y) +y (633)

ter-se ia (Vs(e) | f(er, ea,u)) = 0.

Como ag difere do ax (no pior caso de A(y)), se usasse o valor nominal ay(.) para gerar u, Z(t)
poderia evoluir fora da superficie s(Z) = 0. Para for¢ar um "escorregamento’, toma-se entdo um
valor M > A(y) para se definir u™ e 4~ para os casos de s(Z) < 0 e s(T) > 0, respectivamente,
resultando na lei de controle

.D . ..
u=y —y—an(y)+y—M sign{s(®)} (634)
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Flatness

Considere um motor DC, acionado pela armadura, cujo comportamento é descrito pelas equagoes

i
Ld% = —Ri-Kw+u (635)
d
Jdi: = Kyi— Bw (636)
Adotando-se a notagéo y = w, tem-se que
d
Jd—‘: = Kyi— Bw (637)
d
Kyi = Jd—o;—FBw (638)
1 dw
N O
i e <J = w) (639)
. 1 :
= (Jy + By) (640)
e, também,
di
u = L% + Ri+ Kyw (641)
Ldy. R /..
- 2 By) + —= By) + K 42
szt(Jy—i— y)+K2 (Jy+ y)+ W (642)
L /. . R /..
- = (V5 + By+) + o (J9+ By) + Ky (643)
LJ. BL+RJ. RB+ KKy
_ LJ 44
o't TR vt 5 Y (644)

Portanto, fornecendo-se y(t) desejado, obtém-se o sinal de controle u(.) requerido para que se
rastreie y(t):

u = a1y + azy + asy (645)
em que
LJ BL+ RJ RB+ K1 K>
alzz;ang;ang (646)
Assim, um sistema
= f(x,u) (647)

com z(t) = [x1(t) ... 2, ()T eu(t) = [ui(#)... um(t)], m < n, é dito ser diferencialmente flat se
existe uma funcio y(t) = [y1(t) ... ym(t)]7, chamado de saida flat, de modo que y(t), y(t), y(t), ...,y P+D(t)
formam um conjunto independente para algum p e tal que

y(t) = hz(t), u(t), ..., u" (1)) (648)

e reciprocamente
z(t) = o(yt),yt),yt),...y" (1) (649)
ut) = Pyt),yt),y(t),..y*T (1) (650)
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A transformacao (p, 1) é chamada de isomorfismo de Lie-Bécklund. Se um sistema é flat, pode-se
mostrar que existe uma realimentagdo dindmica endogena

u = o(z,z,v) (651)
z = pz,z,u) (652)

de modo que a malha fechada pode ser representada na forma candénica

Yyt = (653)

Portanto, se for dada uma referéncia y,.s(t), pode-se determinar v,.s(t) = yff;}_l)(t) e definir

€ = Y —UYref (654)

é = y - yref (655)
Pt _ y(p+1) _ yﬁi}‘l) (656)
= U= Upes (657)

Ha diversas formas para se aproveitar a estrutura especial da descrigdo do sistema dindmico
[649 e Uma forma seria adotar

P
et — Z age® (658)
k=0
que corresponde a se ter
et Lape®™ 4o ae4ag =0 (659)

e a estabilidade assintotica seria obtida se todas as raizes de
S(P+1) +Oék$(k) + - +as+ag =0 (660)
estiverem estritamente localizados no semi-plano esquerdo.

No exemplo do motor DC, assuma que w = 0 no instante 0 e deseja-se atingir w = wy no instante
ts.

a) Design empregando flatness:

Para a trajetério de y(t), seja

ynom — wnom (t) (661)
2

t t
= wy () (3 - 2) (662)

ty ty

3tpt? — 213

- et 663
wr ti’c (663)
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que é uma funcao sigmoide para ¢ € [0, t f]. Necessita-se, ainda, das expressoes

_nom d 3tst? — 23
S . il 664
tet —t?
L (665)
f
e
nom d byt — 2
= — |6 666
tp— 2t
= 6wpL 7 (667)

Da expressao [644] o sinal de controle que faz a saida acompanhar a trajetéria sigmoidal proposta
é dada por

LJ.nom BL+ RJ .nom RB+ K1 K>
nom — nom 668
u oYt v T Y (668)
LJ_  ty—2t BL+RJ_  tgt—t> RB+K Ky 3tpt?—23
= =6 6 669
K2 (Uf t?}’c K2 w'f t?;c K2 CUf t?} ( )
= A1t + Aot® + Agt + Ay (670)
em que
RB + K 1 K,
A = 22— = 671
RB + K1 K, BL+ RJ
Ay = - 2
2 <3 ol? 6 o > Wy (672)
BL + RJ LJ
As = |[6 —12 673
3 < Kot? K2t§:> wr (673)
LJ
Ay = 6— 674

A lei de controle em [670] ¢ de malha aberta e, portanto, sucesptivel a erros de modelamento.
Para que se faga corre¢cbes em torno de y™°™, pode-se utilizar pequenas corre¢des em torno da
trajetoria nominal gerada por u°™, por exemplo com o auxilio de um controlador PID:

(o}

nom t
u=u""" - Kp(y"™" —w) - Kpy  — KI/ (Y™™ — w)dr (675)
0

b) Design empregando controle PID cldssico: Seja a referéncia uma func¢ao do tipo degrau com
wr(t) = wy 1(t), em que

0 7<0
1(r) = { 1 >0 (676)
e defina
e = yY—yr (677)
= w,—w (678)
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Da expressao

RB+ K K.
Uy = T”wf (679)
e uma lei de controle tipo PID seria da forma
. t
u:uT—Kp(wT—w)—KDw—KI/(wr—w)dr (680)
0
PID x Flatness Design
25 T T T T T T T T T
2 ______________________________________
>
D 1.5} -
£
s ]
> — Flat Qutput
0.5 — PID 1
0 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
8 T T T T T T T T T
6 -
S 4 i
2 - 4
0 1 1 L 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Figura 15: Comparacao entre um projeto utilizando Flatness e um PID simples.
Bilinearizacao de Carleman
A bilinearizacdo de Carleman pode ser 1til para reduzir um sistema genérico
&= f(zu) (681)
para a forma
X =AX + BXu (682)
Considere, por exemplo, o sistema escalar
r=—2°4zu (683)
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Notando que

(ch) - 2z (684)
(x3) = 322 (685)
tem-se que
r = —a%+au (686)
(xQ) = 21 =2x (mg + a:u) = 22" + 22°%u (687)
(x?’) = 322z = 32? (x3 + mu) = 32° + 32%u (688)
Utilizando-se a notacao
X; =« (689)
X, = a2 (690)
X3 = Jfg (691)
as expressoes sao reescritas na forma
X, = —X3+Xiu (692)
Xy = 2Xou+ 22 (693)
X; = 3Xsu+3a° (694)

Negligenciando-se os termos de maior poténcia, z* e z°, obtém-se

X, 00 —1 X, 100 X,
Xo |=]00 0 Xo |+]0 2 0 Xo | u
X 00 0 X 00 3 X3

que ¢é bilinear.

A idéia central é a utilizacdo da férmula de Maclaurin, no caso ilustrado para um sistema de
. T ~
ordem 2, ou seja x = [ T1 T ] , para uma funcéo f: R> - R

0 0
f(z1,22) = f(0,0) + 8—f 1+ a—f To (695)
Z11(0,0) T2 1(0,0)
1 0°f i O*f
(0,0 20,0 21(0,0
ou
0,1 ot 21,
Ox Ox10x
Ploved =000+ [ g ]| 2] 4gle m ]| TR |0
Ox20xl 830%
(697)
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Para facilitar a notacao, é interessante introduzir o conceito de Produto de Kronecker. Para as
matrizes Py xm € Qpxq, 0 Produto de Kronecker é definido por

1@ - pim@
P2Q= L. ... | eRmM

Pn1Q - Pam@

Utilizando o Produto de Kronecker, a expressio [697] é rescrita como

f(ml,xg):A0+A1x+A2x®x+A3x®x®x+...

em que
Ao = f(0,0) (698)
A= [ 2] (699)
4 = | B e ok (700)
Ay = - (701)

Muitas vezes, pode-se obter o modelo de Carleman de modo direto. Considere o modelo nao
linear de um helicoptero didatico de bancada 2D

.. 1 . .2
0 =7 | KppVp + KpyVy = By —mLgcos — mL?y) sinf cos 0] (702)
Y= E0) [Ky,,vp + Ky Vy — By + 2m L0 sin 0 cos 9} (703)
A = J,+mL (704)
B#) = J,+mL?*cos*0 (705)

Simplificando notagao para as constantes

i Kovy, Koy, By, mLg o omL®2. o
0= " Vp + " Vy AG " cosf I Y sinfcosé (706)
S~~~ M~ Y~ N ~——
a b c d h
s Ky Ky, B, - 2mL? -
w_B(G)Vp+B(9)Vy B(@)w+ E0) 16 sin 6 cos 0 (707)
—— — —— ——
a(0) B(9) 7(0) 5(0)

O modelo do helicoptero 2D na forma de equacao de estados é uma EDO nao-linear dado por

il
T2
r3
Ty

(708)

RSERIR SIS S
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a1
2
a3
a4

L2

T . .2
d |z | _ aVp +bVy +ch 4 dcos + hip sinfcosd (709)
dt z3 T4
T4 a(0)V, + B(0)Vy +7(0) ¢+ 6 (0) ¢ sin b cos
) _ 2, 0 0
d | x2 cf + dcosh + hiyp sin@ cosf a b Vo
il - 710
dt | x3 X4 i 0 0 Vy (710)
T4 v ()¢ + 6 (0) 0 sin O cos O a(¥) B()
To 0 0
_ cry + dcoszy + hadsinzy cos a b Vo
= o +1 o 0 v (711)
v (x1) x4 + 6 (1) 429 Sin T COS 1 a(xzy) B(x1)

Para se obter o modelo bilinear que leva em consideragao termos até de segunda ordem, note

que

X

[ml To T3 T4 x% T1To T1XT3 T1X4 x% ToT3 ToT4 xg T3T4 J;Z 1?12)

[ X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xs Xo X190 X1 X2 Xi3 Xug ]{713)
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Para cada termo da Representagdo de Carleman, tem-se que

(1) = w2 (714)
(xg) = ¢y +dcoszy + hadsinz cosxy + aVp, + bV, (715)
(3) = w4 (716)
(xa) = ~(x1)xs+06(x1)wazosina coszy + a(z)V, + B (21)V (717)
(m%) = 22129 (718)
(Il..fg) = x% + cx129 + dxy coszy + hxlscﬁ sinx cosx1 + ax1Vp + b1V, (719)
(x123) = xow3+ T174 (720)
(w124) = wowg+ vy (21) 2124 + 0 (21) 24201 SiN Ty cOsS Ty + @ (1) 21V}, + B (21) 21 Vif721)
(x%) = 2c:c§ + 2dxzy cos Ty + 2hz2xi sinx1 cos x1 + 2ax2V), + 2bxaVy, (722)
({17241'3) = cxox3 + drscoszy + hxixg sinxq cosx1 + axsVp, + bV + xaxy (723)
(l‘2.$4) = cxoxy + drycosxy + hardsinz coszy + ax4Vp + bV (724)
4 (21) 2420 + 6 (1) 2425 sin 21 cOs 21 + (1) x2Vp + B (21) 22V, (725)
(azﬁ) = wszy (726)
(z3ms) = i+ 7 (x1) waxs + 6 (21) Taw3zasinzy coszy + a (z1) 23V, + B (z1) 23V, (727)
(mi) = 2y (21) 7] + 20 (x1) 2iwe sinzy coszy + 2 (21) 24V, + 28 (21) 24V, (728)
Introduzindo-se as aproximagoes

22
coszy = 1-— 31 +o (729)

2

L1
~ 1-—= 730
: (730)

3
sinx; = @ — gl +o (731)
~ 7 (732)

3 2
sinxycosxy ~ T — 7 -4 (733)
6 2
3 3 5
LS S|

R 734
TG T T (734)
(735)
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1 1
s BO)  J,+mL2cos?x;
1 " mL? 9
x
Jy +mL? (Jy + mLQ)2 '
—_—
M N

= M+ Nz?

R

obtém-se a seguinte representacdo (ndo matricial) de Carleman

X, = X,

Xy = cXotd-— §X5+avp+bvy

Xs = X,

X, = —B,MX,+ K, (M+NX5)V,+K,, (M+NX;5)V,

Xs = 2Xg

X¢ = Xo+cXg+dX)+aX,V,+bX,V,

X; = X+ Xs

Xs = Xy —B,MXs+K,MX\V, + K,,MX,V,

Xo = 20Xo+ 24X+ 2aX5V, + 26XoV,

Xip = X0+ dXs+aXsV, +bX3V, + X1

X1 = cXu+dX,— ByMXy

+ [aXy + Ky M X5 Vp + [bX4 + KyyMX5] V,

X12 = 2Xi3

Xis = Xu— ByMXy3+ K,y MX3V, + K,y MX3V,

Xiy = —2B,MXy +2K,,MX,V, +2K,,MX,V,
Averaging

Considere um sistema descrito por
dx
— =cf(x,t
dt ( I )
em que € é um escalar pequeno e f é periddico em ¢, ou seja,

f(x7t+T) :f(xvt)

(736)

(737)

(754)

(755)

para algum numero T, a ser chamado de periodo. A idéia no método da média é obter uma
aproximacgao para a solucao de utilizando o fato que a variagdo de = é muito mais lenta do
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que de f para ¢ | 0, eliminando a dependéncia de f em relacdo a t. Portanto, o estado evolve
na direcao média das velocidades, ou seja,

dxr

7 =°¢ (f (2)) (756)
em que
al (7
F@)2 2 [ flaryar (757)
0
Como exemplo, seja um sistema descrito por
d
d—j = (—0.5;1:2 + 2sin? (t)) (758)
Neste caso, como f(z,t) é de periodo m,
L[" 2 .2
(f(@) = = (—0.530 + zsin (7')) dr (759)
T Jo
= 05 (x - x2) (760)
Constata-se que o sistema é descrito, em média, por
dx 9
=05 (m — ) (761)

que possui 2 pontos de equilibrio, T = 0 e T = 1. Linearizando-se em torno de T = 0 verifica-se
que o sistema apresenta autovalor A = 0.5 e é instavel. Em torno de T = 1 o sistema apresenta
autovalor A = —0.5, sendo, portanto, estavel.

Péndulo de Kapitsa

Um exemplo interessante é o caso de um péndulo cujo ponto de fixacdo da haste é submetido a
uma vibracao na direcdo vertical de pequena amplitude, mas com freqiiéncia muito elevada.

Denota-se por L o comprimento da haste e A a amplitude da vibragao a (t) = Asin (wt) de modo
que A << L.

Sendo ¢ a aceleracgdo da gravidade local, a freqiiéncia natural de oscilagdo do péndulo é

Wo = (762)

e

A freqiiéncia de vibracao w do ponto de fixagdo é suposto ser tal que w >> wy. Sendo m a
massa, k a constante de atrito viscoso e 8 o dngulo entre a haste e a vertical,

m [LH — Aw?sin (wt) sin 9} = —mgsin (§) — k [LQ — Aw cos (wt) sin 9} (763)
Fazendo-se a = “:ﬁf, B = m]ZJw €= %7 T=wt,xy =0exy = %% + cos (1) sin (0), pode-se

escrever

2o — cos (7) sin (1) 1 (764)

[ CU; } - l —afzy — a?sin (21) + cos (1) cos (1) [z — cos (T) sin (z1)]
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Lcos(q)+acos(mt)

Asin(®t) I

lgyb Lsin(q) ]

Figura 16: Péndulo estabilizavel na posigao invertida mediante vibracao vertical da base.

e, portanto,
@) = 5 ’ { i } o 69
= [ —afizy — a?sin (21‘1) — isin (2x1) ] (766)

E interessante observar que o péndulo pode ser mantido em equilibrio estdvel na posicao invertida
(6 = ), através da vibragdo vertical do ponto de fixagdo da haste.

De fato, constata-se de [766] que

a(f)
or

0 1
= 767
(m,0) l a® — % —ap ] (767)

de modo que o sistema é estavel para 0 < a < % e >0.

Método de Krylov-Bogolyubov

Uma aplicac¢ao interessante do método da média é na solucao de equacoes de 2% ordem excitadas
por pequenas perturbagoes

d*y dy

Ty y=¢ ,— 768

e TV=el (y dt (768)
a partir do conhecimento de que a solugao nao-perturbada

&y

oty =0 (769)

é do tipo
y(t) = asin (t + D) (770)
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Neste caso, um método que pode ser utilizo para se obter uma solucado aproximada é o de Krylov-
Bogolyubov [4].

Supondo que a solugdo de [76§] é
y (t) = a(t)sin (t + (1)) (771)

onde a(t) e ®(t) sdo lentamente variantes no tempo (hip6teses cuja validade devem ser verificadas
mais adiante),

dy da . dd
Efasm(t+q>)+acos(t+®) [1+dt} (772)
5 d do
a . B
- Sin (t+ P) —|—a$ cos(t+®)=0 (773)
entao p
Y
_——= S (b 4
o = acos (t+ @) (774)
e, derivando-se mais uma vez, obter-se-ia
2
%Z%COS@‘F@)*GQH@‘F@) {1+(§f] (775)
Substituindo-se [771] em [768] resulta
2
%4—1} = le—jcos(t—i—@)—a%sin(t-i-@) (776)
dy
— <1 (1) (777
= ¢f (asin(t+ ®),acos (t + ) (778)

O sistema de equagoes a ser satisfeito por a e ® é, portanto, a partir de [T73] e [T77}

% cos (t+ @) — a% sin(t+®) = ef(a,t,®) (779)
da dd
= Sin (t+ )+ @~ cos t+®) = 0 (780)

onde f (a,t,®) = f (asin (t + ®),acos (t + ®)), ou seja,

cos(t+®) —asin(t+ D) do || ef(a,t,®) (781)
sin(t+®) acos(t+ P) @ 0
que pode ser rearranjado na forma
da -
o = ceos (t+ () f (a,t, ®) (782)
dd —
= = —2 sin (t+ @ (£)) F (a,t, D) (783)
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Logo, se € | 0, de fato a(t) e ®(t) sdo lentamente variantes no tempo, e aproximadamente
constantes para 7 € [0, 27]. Aplicando o método da média,

da R

T = a9 ; cos (7) f (asin (1), acos (7)) dr (784)
d® e [ .
o - 9l ; sin (1) f (asin (1), acos (7)) dr (785)

(Equacao de Van der Pol) Considere o sistema descrito por

(v:t)
d? d
@y — W (.2
ﬁ2+y_€ﬁ(1 y) (786)
e note que
f (asin(7),acos (7)) = acos (1) (1 — a?sin? (7’)) (787)
donde,
2 [ eostn)f asin(r)acos(m)ar = 5 [a % (759
o J, cos (1) f (asin(7),acos(r))dr = 3 |a—~
c 2m ) .
“%ra ), sin (1) f (asin(7),acos (1)) dr = 0 (789)
Ou seja,
da 5 a?
dd
sl 1
- 0 (791)

1
cuja solugdo ¢ ®(t) = @ (0) e a(t) = 2 (1+ce =) 2, onde o valor da constante ¢ depende da
condigdo inicial a (0).

Verifica-se que para t T oo, a — 2 e % = 0. Logo, em regime permanente, a solugdao é do tipo
senoidal com amplitude 2.
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Krylov-Bogolyubov

§+y=ey(l—y?) 5

2F

|

2.5

Figura 17: Estimativa da amplitude de oscilagdo pelo método de Krylov-Bogolyubov.
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