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Problema 1 Sejam A e B dois subconjuntos ndo-vazios contidos em um espago amostral S. Mostre

Problema 2 Seja {F;}, i = 1,2, ..., N, uma particdo de um espago amostral S. Mostre que
{GNF},i=1,2,..., N, éuma particdo para qualquer evento nao-vazio G C S.

Problema 3 Seja (S, F, P) um espago de probabilidade e sejam A € F e B € F dois eventos
nao-vazios tais que P(A) = P(B) = P(AN B). Mostre que, nesse caso,

P(ANnB)U(BNA)) =0,

ou seja, os eventos A e B sdo iguais com probabilidade 1.

Problema 4 Seja (S, F, P) um espaco de probabilidade e sejam E; € F, Es € F e E3 € F, trés
eventos nao-vazios arbitrarios desse espaco de probabilidade.

a) Mostre que
P(El UEQUE3) = P(El)—i-P(EQ)—i-P(Eg)—P(El ﬁEg)—P(El ﬂEg)—P(EgﬂEg)—O—P(El ﬂEQﬂE3) .

b) Mostre que, se E1, Es e E3 sdo eventos mutuamente independentes, entao os eventos F1, Fo e
F3 também sdo mutuamente independentes, ou seja,

(1) P(El N EQ ﬁEg) = P(E )P(EQ) P(El),
(ii) P(E;NE;) = P(E;) P(E;) V1<i<j<3.

Problema 5 Seja (S, F, P) um espago de probabilidade e sejam A € F e B € F dois subconjuntos
de S. Definindo-se a diferenca A — B = AN B, mostre que

BC A= P(A— B) = P(A) — P(B).

Problema 6 Seja (S, F, P) um espaco de probabilidade e seja {A}, >, 4n € F, uma seqiiéncia
de subconjuntos arbitrérios (nao necessariamente disjuntos) do espago amostral S. Mostre que

P(JA) <> P(A).
i=1 =1

Sugestao: Construa a seqiiéncia auxiliar {B,,},~, onde



Problema 7 Seja f: — R uma fungao tal que

O 0

caso contrario.

Seja agora (R, B, P) um espago de probabilidade onde R é o conjunto dos nimeros reais, B é o
corpo Borel de & e P é uma medida de probabilidade tal que, se £ € B é um conjunto no qual a
funcao f é integravel segundo Riemann, tem-se

P(E) = /Ef(ac)dx

a) Calcule a probabilidade dos eventos

a.l) Fy = [a, b], com a < b reais arbitrarios.
a.2) By = (—o0,r], para qualquer r € R.

b) Calcule a probabilidade do evento

o0

11 1
B= nU1 [2% 52n T Jani1

Problema 8 Seja & o conjunto dos nuimeros reais e 5 o corpo Borel de . Constréi-se o espago
de probabilidade (R, B, P) onde P é uma medida vélida de probabilidade satisfazendo os axiomas
vistos em aula. Defina a seguir a funcao real F' tal que

Fih=pP{t<t}) WeR (2)

a) Expresse P({t; <t <t2}) e P({t > t2}) em termos da funcao F' para quaisquer reais t; e t2 com
1 < to.

b) Mostre que, se F' for continua a esquerda, i.e.

lim F(t+¢) = F(t),

e—0_
entdo P({a}) = 0 para qualquer a € R.

¢) Nas condigoes do item (b), calcule P(Q) e P(Q) onde @ é o conjunto dos niimeros racionais.

Problema 9 Seja {A,},n =1,2,..., Ay € F, uma seqiiéncia de eventos no espago de probabilidade
(S, F, P) com probabilidades p, = P(A,), n =1,2,... Defina a seguir o evento

E:ﬂ UAk.
n=1k=n

a) Mostre que, dado £ € E, é possivel construir uma seqiiéncia enumeravel infinita e crescente de
numeros inteiros positivos k1 < kg < --- < k; < ki1 <... tal que £ € Ay, Vi > 1.

b) Assumindo-se que 7 pi < 00, mostre que P(E) = 0 (primeiro lema de Borel-Cantelli).

Dica: Lembre-se de que

oo oo
Zpk<oo$nh_>rgoz:pk20.
k=1 k=n

2



Use ainda o fato de que, para uma seqiiéncia {A, } arbitraria,

P({J A <D P(Ag) .
k=n k=n



