Processamento Estatistico de Sinais: Lista 2

Problema 1 Seja {Xjy}, & > 0, uma seqiiéncia de vetores aleatdrios gaussianos reais Xj de
dimensao n x 1, e seja por outro lado { Y} uma seqiiéncia de vetores aleatérios gaussianos Yy de
dimensao [ x 1 tal que

onde {Vi}, & > 0, é uma seqiiéncia independente, identicamente distribuida de vetores aleatérios
reais de dimensao [ x 1 com p(vy) = N(0, R), Yk > 0 . As seqiiéncias {X} e {V} s@o esta-
tisticamente independentes e a seqiiéncia de matrizes [ x n, {Hj }, é assumida conhecida para
k>0.

Para um dada realizacao {yx}, K > 0, de {Y}}, introduza agora a seqiiéncia de inovacoes {v},},

k > 0, tal que
Vi =Yk~ Ykk-1 k=0 (2)
onde
Yijk—1 = E[Yk|yo.. yr-1] k>1 (3)
Yo-1 = E[Yo] = HoE[Xo] (4)

T
Verifique que qualquer vetor observado yg., = [yOT yi... yﬂ pode ser escrito na forma b+ Ay,

onde v, é o vetor correspondente de inovagoes e a matriz A é inversivel.

Problema 2 Sejam {X;} e {Y}, X3:S — RV, Y;.:S — RE, duas seqiiéncias de vetores aleatérios
definidas em um espagco de probabilidade (S, F, P) e descritas pelo modelo dinadmico

Xit1 = FpXp+GWi+Lyue E>0 (5)

Y., = H;X;+ Vg k>0 (6)

onde u é um sinal deterministico conhecido, e {Wy} e {Vi}, & > 0, sdo seqliéncias de vetores

aleatérios de média nula tais que

Wk Qk Sk
E [ w! v } = Okt - (7)
Vi SI' Ry,

Em (7), 0 é o delta de Kronecker e Ry, e Qy sdo matrizes positivas definidas para qualquer k > 0.



Assumindo-se que Xo, {Wp} 5o € {Vi}s(, 580 mutuamente gaussianos e que {Wp}, <o e {Vi}iso

sao independentes de X, mostre que
X1k = E[Xer1 | Y0, - Yi] = FaXgpo1 + Ly + Ki(yr — HpXgjp—1) (8)
com o ganho de Kalman (modificado) Ky dado por
Ky = (FiIy HY + GiSp) (H Iy HY + Ry) ™' (9)
Na expressao (9), IT,—; é a matriz de covariancia do erro do preditor, ou seja,
M1 =FE [(Xk — Xijp—1) (X — Xk|k—1)T} : (10)

Observagao: A equagao do filtro de Kalman vista em aula é um caso particular da equagao (8)

quando Lj e Sy sao iguais a zero.

Problema 3 (Identificacao de filtros FIR) Seja W um filtro FIR de comprimento L + 1 tal

que para uma dada seqiiéncia de entrada, {x,}, n € Z, obtém-se a seqiiéncia de saida {d,,} com

L
dy, = Z WELp—k -
k=0

Observando-se as seqiiéncias de entrada {x,} e de saida, {d,}, deseja-se obter um algoritmo recur-
sivo para estimar os coeficientes desconhecidos w = [wg wy ... w L]T do filtro W.

Para resolver o problema, introduza um vetor de pesos aleatério W, que varia no tempo de
acordo com a equagao

W, 1 =W,+U, n>0 (11)

onde {U,} é uma seqiiéncia i.i.d. com fdp N(0, Q). A seguir, para uma seqiiéncia observada (fixa)
de entradas, modele a saida do sistema d, no instante n como uma amostra da variavel aleatéria
D, tal que

Dp=xW,+V, n>0 (12)

onde {V,,} é outra seqiiéncia i.i.d com fdp N(0,02) e
T
Xp = [Tn Tp-1 ... Tp_1]

As seqiiéncias {U,}, {V,,} e a condigao inicial Wy sdo assumidas conjuntamente gaussianas e

mutuamente nao-correlacionadas.



Defina agora

Woln = E[Wy| do...dy] (13)
Sn\n = FE [(Wn - Wn\n)(wn - Wn|n)T} (14)
e introduza em seguida a matriz
A Sn+1\ n
P, = e (15)
onde A é uma constante tal que 0 < A < 1. Mostre que, se no modelo (11) tomarmos
Qn = ()‘_1 - 1)Sn\n ) (16)

entdao a aplicacao direta das equacgOes do filtro de Kalman para o modelo em espaco de estados

dado pelas equagdes (11) e (12) leva ao seguinte algoritmo recursivo para o calculo de W,

~ ~ P —1X
Won = Wp_1n—-1 + XTPnn 1Xnn+ \ [dn - ngnfl\nfl} (17)
nPn—
1 Pn—lanTPn—l
P, = —|Pp1— 2 18
" A [ n-l xI'Pp_1Xn + A (18)

Compare o algoritmo acima ao algoritmo RLS (“recursive least squares”) da literatura de filtragem

adaptativa.

Problema 4 (Estimagao de Fase) Seja {Xk =[Ag @k]T}, k > 0, uma seqiiéncia de vetores
aleatdrios (reais) tal que
A
Xpi= | T = FX, + GW,
Ok+1
onde {W}} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias (reais) tal que E{Wy} =0e E{W;W;} = q .

Seja agora {Y%}, k > 0, uma seqiiéncia de observagoes aleatdrias tal que
Y, = \/ﬁsin(wok +0) + Vi

onde E{Vy} = 0 e E{ViVi} = rdi. Assuma ainda que Xo, {Wi}, £ > 0 e {Vi}, &k > 0,
sao mutuamente independentes. Usando o filtro estendido de Kalman, verifique que a estimativa

Xk = E[Xk | 9o - - - y] pode ser aproximadamente calculada pela recursao

Xpk = Rppo1 + M1 vV2(coswok + 17 %ppp )9 [yk — V2sin(wok + 1T§<k|k_1)]

Mye = Mypoy — 201 VT Q" cos® (wok + 1 x4 0-1)



onde

17 = [01]
Q = 21T1'Ik|k_1lcos2 (wok + lTxkﬁC_l) +r

My ~ E [(Xk — K1) (Xn — K1) T | YO:kfl} :

Problema 5 Seja {X,,}, n > 1, uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias nao-observadas tal que

1 anl
X, ==X, 25 ——5—
n 2 n—1 + 1 +X§_1

+8cos(1.2n) + U,—1 n>1
onde {Ux}, k > 0, é uma seqiiéncia de varidveis gaussianas independentes e identicamente dis-
tribuidas com média zero e variancia o2 e Xg é uma varidvel aleatéria gaussiana de média zero e

variancia 03 . Seja por outro lado {Y,,}, n > 1, uma outra seqiiéncia de varidveis aleatérias tal que

X2

onde {Vi}, k > 1, é uma seqiiéncia de varidveis gaussianas independentes e identicamente dis-

2

tribuidas com média zero e variancia o;.

a) Assumindo-se que as varidveis aleatérias Xo, {Vi} e {Ux} s@o estatisticamente independentes
e fazendo 03 = 02 = 10 e 02 = 1, simule uma realizacdo {x,} da seqiiéncia aleatéria {X,} para
1 < n < 100. Simule ainda a correspondente seqiiéncia observada {y,}, 1 < n < 100, e plote as

seqiiéncias oculta e observada em funcao de n.

b) Usando um filtro de particulas baseado na técnica SIR (“sampling/importance resampling” )
vista em aula, obtenha a estimativa MMSE z,, |, da varidvel oculta x, no instante n dadas as
observacoes y1, y2, ...,y para 1 < n < 100. Plote {i“n ‘n} versus n e {ﬁ;n ‘n} versus {x,} para

1 <n < 100. Repita esse exercicio usando respectivamente N, = 1000 e N, = 3000 particulas.

c¢) Repita o item (b) usando agora um filtro estendido de Kalman (EKF). Compare entdo o erro de

estimagao para o EKF e para o filtro de particulas.



