ET-236: Lista 4

Problema 1 Seja X uma varidvel aleatéria real e Y um vetor aleatorio real de dimensao M x 1.

Dada uma realizagao observada y do vetor aleatério Y, deseja-se obter a melhor estimativa linear

(y)=ao+ a1y1 +...+ apqym (1)

da realizacao desconhecida x da varidvel X de modo que o erro quadratico médio de estimacao

e? = E{[X — (a0 + a1¥i + ...+ anr¥ar))’} (2)
seja minimo.
a) Mostre que os coeficientes {ag, a1, ..., ayr} que minimizam (2) satisfazem o sistema de equagoes
ao + Hza = Uz (3)
Rya = RI, —ao 1, (4)

onde pi_ = E{Y}, Ry :E{YYT}, R,y :E{XYT} ca=[ay as...ay]" .

b) Resolva o sistema dado pelas equagoes (3) e (4) e, usando as propriedades vistas em aula, mostre

que a estimativa de minimo erro quadratico médio com estrutura como em (1) é dada por

Z(y) = po + Cay Cy ' (y — 1) (5)

onde

Coy = E{(X—p)(Y-p)"}

_ _ T
Cy = B{(Y-p)(Y-p)"'}.
Verifique que a estimativa (5) tem viés nulo, ou seja, E {)A( (Y)} = .
¢) Mostre que o erro quadratico médio 2 associado & estimativa 6tima em (5) é dado por

2 _ 2 —1 T
€min = %z — Cay Gy, Cyy

Problema 2 Em um sistema simplificado de radar digital, denote por H; a hipdtese “alvo presente”

e por Hy a hipétese “alvo ausente”. Apd um pré-processamento apropriado e amostragem no tempo



do eco do radar, obtém-se no receptor um vetor de observacoes x modelado como

X = s+n sob a hipétese H; (6)

X = n sob a hipétese Hy (7)

onde s é um vetor deterministico N x 1 que representa o eco sem ruido do alvo e n é uma realizagao
(amostra) de um vetor aleatério N de dimensao N X 1 com média y_ = 0 e matriz de correlagao
R, =R.

O detector chamado de Neyman-Pearson decide pela hipétese H; dadas as observagoes x se

fxim, (x| Hy)
P x| Ho)

onde v é um limiar fixado de acordo com a probabilidade desejada de falso alarme do sistema. Caso

(9)

contrario, se a razao a esquerda em (9) for menor ou igual ao limiar, decide-se pela hipétese Hy. Em
(9), fx|m, (x| H;) denota a funcio densidade de probabilidade condicional do vetor X dada a hipdtese
Hii=1,2.

a) Mostre que se N for modelado como um vetor gaussiano, entao o teste de hipdteses (9) é equivalente

ao teste
Hy
Tp—1, > 1 pyd
sRxZIny+-s"R's. (10)
2
Hy

b) Verifique que, no caso particular, em que N é um ruido dito “branco”, i.e., R = 0?I onde I é a

matriz identidade, entao o teste (10) é equivalente ao teste

N Iil
Zsi xT; < ﬁ . (11)
=1 H()

onde

N
A =021 EE 2
y=0 nw—i—z s; -
i=1

O detector (11) é conhecido na literatura como detector de correlagdo ou filtro casado (“matched

filter”).

¢) Usando as propriedades vistas em aula sobre transformacoes lineares de vetores aleatérios, calcule

a média e a variancia da varidvel de decisao

I=s"TRx



condicionadas respectivamente as hipoteses Hy e Hy. Como vocé poderia usar esses resultados para

calcular as probabilidades de detecgao e falso alarme do detector (10)?

Problema 3 Sejam X; e X5 duas varidveis aleatérias com médias p,, € fiz, € varidncias respecti-
vamente agl e 022. Denote ainda por o, 5, a covariancia entre X; e Xa. Defina a seguir a varidvel
aleatéria

7 = w1 X1 +waXo (12)
onde wy e wy sao coeficientes reais arbitrarios.

a) Calcule a média i, e a variancia o2 da varigvel aleatéria Z em funcio de fig,, fig,, 02, 02. € O, 2, -
z 19 2 T2 122

1)

b) Defina sem seguida a fungao caracteristica conjunta ®(w1, we) das varidveis aleatérias X; e Xy

como sendo a funcao complexa

o0 oo
Dy gy (wr,we) = E{exp[j (w1 X7 + weXo)|} = / / exp [j (wiz1 + wax2)] fx, x,(z1, x2) dridzs
—0o0 —00
Usando o resultado do item (a), calcule ®;, 4, (w1,w2) no caso em que X; e Xo sdo duas varidveis
conjuntamente gaussianas.

¢) Generalizando os resultados anteriores, obtenha uma expressao analitica para a fungao caracteristica

conjunta

Ox(w)=F {exp [] gTX] } , we RN

onde X = [X;] Xy ... XN]T, N > 2, é um vetor aleatorio gaussiano com média p, € matriz de

covariancia Cyx.

Problema 4 Seja {X,,}, n > 0, uma seqiiéncia de vetores aleatérios reais de dimensao N x 1 tal que
X1 =FX,+GU, n >0

onde F e G sao matrizes reais de dimensao respectivamente N x N e N x M e, {U,}, n > 0, é uma

seqiiéncia de vetores aleatérios reais de dimensao M x 1 tais que

E{U,} =0 Vn >0

E{UnUZ} = Q WYn>0.

Os vetores aleatérios Xg e {U,}, n > 0, sdo assumidos mutuamente independentes entre si. A matriz

de covariancia Q é assumida positiva definida.



a) Verifique que o vetor aleatério X,, pode ser escrito como

n—1
X, =F'Xo+ > F""IGU;, n>1
=0

com F? = I (matriz identidade). Conclua entdo que, pelas hipéteses de independéncia estatistica
entre U,, e Xy e, entre U, e {Uy}, 0 < k < n— 1, os vetores aleatérios X,, e U, sdo estatisticamente
independentes.

b) Defina agora

m, = FE{X,}

C. = E{(X,-m,)(X,-m,)"} .
Mostre que m,, e C,, podem ser calculados para pelas recursoes

m,. ;1 = Fm, n>0 (13)

Cny1 = FC,FT +GQGT n >0 (14)

com condicoes iniciais mg = mx, e Cyp = Cx,.

¢) Mostre que, se existir a matriz

Co = i(F"G)Q(F"G)T

n=0

entao

Coo = FCFT + GQGT

ou seja, Co é um ponto fixo da recursao (14).

Problema 5 Seja {¢1, ¢2, ..., ¢q} uma colegao de variaveis aleatérias independentes com distribuicao

uniforme no intervalo [ 0,27). Defina o processo estocastico complexo de tempo discreto
p
X [n] = ZAZ' exp [j(winT + ¢;)] n>0 (15)
i=1

onde {A;} e {w;} sdo parametros reais e deterministicos.

a) Verifique que a equagao (15) pode ser reescrita na forma

Xn]=> Bz n>0 (16)
i=1
onde B; = A;exp(jo;) e z = exp(jw; T).
b) Escrevendo-se em seguida a equacao (16) paran =0, 1, ..., N — 1 e introduzindo-se o vetor

X =[Xg X1 ... Xn_1]"



verifique que X = VB onde B é um vetor coluna (complexo) que coleciona os modos Bj, Bs, ...,
B, e V é uma matriz (complexa) de Vandermonde. Explicite a estrutura da matriz V em funcao de

Z1y 22y <oy Rp-

c¢) Assuma agora que se observa o vetor aleatério complexo
Y=X+N

onde N é um ruido aleatdrio estatisticamente independente das varidveis aleatérias {¢;}, e com média

E {N} = 0 e matriz de correlacao E {NNH } = 01, onde o simbolo “H” denota conjugado transposto.

c.1) Mostre que F{Y} = 0 e que a matriz de correlagdo das observagoes, R = F {YYH }, tem a

estrutura

R =VDVH 4+ 51

onde D é uma matriz diagonal de dimensao p x p.
c.2) Assumindo-se que N >> p e que as freqiiéncias {w;} sdo tais que a matriz V tem posto p, mostre
que os autovalores de R sao dados por

i + o 1<i<p

\i = (17)
o? p+1<i<N

onde {11, p2, . - -, fp} sd0 os autovalores nao-nulos de VDV,



