ELE-33: Aula de Exercicios # 5

Problema 1 Seja X : § — R uma varidvel aleatdria continua definida no espago de probabilidade
(S8, F, P) com funcao densidade de probabilidade fx(z) = 0,Vz < 0. Seja a seguir & um nimero real

positivo arbitrario. Mostre que

E{X}

PH{X >a}) < (Desigualdade de Markov).

Problema 2 Seja X : § — R uma varidvel aleatéria discreta definida no espago de probabilidade
(S, F, P) e assumindo valores no conjunto enumerdvel A = {z;},5, com P({X = z;}) =p;, i =1,2,...

Seja a seguir f : R — R uma funcado convera sobre toda a reta real. Mostre que

f(E{X}) <E{f(X)} (Desigualdade de Jensen).

Observagao: Uma funcao f(x) é dita convexa sobre um intervalo I se, para quaisquer z1,z2 € I e
qualquer A\, 0 < X <1,
fQz1+ (1 = AN)a2) < Af(z1) + (1= A) f(22).

Problema 3 Seja X : S — R uma varidvel aleatéria definida em um espago de probabilidade (S, F, P)
com E{] X |k} < 00, Vk > 1. Mostre que

EVe{| X |*y < EV/P {| X |5}, 1<a<p (Desigualdade de Lyapunov).

Sugestao: Mostre que E/ (1) {| X |k_1} < EVk {\ X ]k}, VEk > 1.

Problema 4 Seja X:S — R uma varidvel aleatéria continua com fungao densidade de probabilidade
fx(z). Defina a seguir, quando existir, a funcdo caracteristica de X, dada pela fungao complexa de

variavel real -
\IIX(w):/ fx(@)exp(jwax)dx 2=-1, weR
—00

Mostre que, se X ~ N(m,o?), entdo,

o2w?

2>'

W (w) = exp(jmw -



Problema 5 Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias reais de médias finitas respectivamente pi, e py,

2
y?
y da varidvel aleatdria Y, deseja-se estimar o valor assumido pela varidvel aleatéria X usando-se o

varidncias finitas respectivamente o2 e o2, e covariancia finita o,,. Dada uma realizagdo observada

estimador
T(y)=ay+b. (1)

Calcule os valores das constantes a e b em (1)de forma a minimizar o erro quadratico médio
e=E{[X - (aY +b)} . (2)

= 2 2
Expresse o seu resultado em fungao dos momentos pz, ty, 0z, oy,

€ Oy
Nota: Esse problema responde & pergunta feita em aula sobre como obter o melhor estimador (no
sentido de minimos quadrados) de = dado y, restrito a classe de estimadores da forma & = ay+ b, sem
conhecer a distribuigao conjunta de X e Y. Notem que, em particular, se X e Y forem conjuntamente
gaussianas, o estimador obtido serd também o estimador de minimo erro quadratico médio global

(como mostrado em aula).

Problema 6 Um astréonomo deseja medir o brilho de uma estrela distante usando um equipamento
de medidas com ruido. Sao efetuadas N medidas {zy,k = 1,..., N} onde cada medida xj, é modelada

como uma realizacao da varidvel aleatoéria
X k= b+ N, L

onde {Ni,k=1,..., N} é uma seqiiéncia de N varidveis gaussianas independentes e identicamente
distribuidas com média zero e varidncia 02 < oo, e b é o brilho real (deterministico) da estrela. Para
reduzir o erro de estimacao, o astronomo calcula a média amostral

1+ X2+ ... TN
N

my =

das N medidas e usa essa média como estimativa do brilho b.

a) Mostre que a estimativa calculada pelo astronomo é nao-enviesada e consistente, ou seja, definindo-

se a variavel aleatoria
. X1+ Xo+... Xy

MN N )

mostre que E{My} =b e lim, 012\/[N =0.

b) Assumindo que 0 = 4, use a desigualdade de Chebyshev para obter um limite inferior para o
numero de medidas N de modo que a probabilidade de o erro absoluto de estimacao ser menor do que

0.1 seja maior ou igual a 95%.

Curiosidades Histéricas: Markov e Lyapunov viveram na mesma época (entre meados do século
XIX e o inicio do século XX). Curiosamente, eles foram colegas de gindsio em Gorky e, posterior-
mente, foram colegas de faculdade na Universidade de Sao Petersburgo, onde foram ambos alunos

de Chebyshev. Os trés (Markov, Lyapunov e Chebyshev) sao lembrados hoje como alguns dos mais



famosos matematicos russos, juntamente com outros nomes ilustres como Lobachevsky, Kolmogorov
e Sobolev.

Ja Johan Jensen, também mencionado nessa lista, era um engenheiro de telecomunicacoes dina-
marqués que trabalhava, nas horas vagas, como um matematico amador. Ele era um “self-taught
mathematician” e nunca obteve um doutorado ou uma posicao de professor universitario. Apesar de
ser lembrado provavelmente como um matematico “menor”, Jensen teve algumas contribuicoes impor-
tantes, a mais conhecida das quais é uma versao mais geral da desigualdade do Problema 2 que tem
grande aplicacdo em engenharia de telecomunicagoes, especialmente Teoria da Informagao (perguntem

detalhes ao Professor Pinho).
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