ET-236: Lista 5

Problema 1 Seja {U,}, n > 0, uma seqiiéncia de varidveis aleatérias reais tais que E{U,} = 0,
Vn € Z e E{U,Uy} = 026[n — m]. Defina agora o processo estocastico de tempo discreto Y [n] como

a colegao de varidveis aleatérias indexadas {Y;,, n > —1}, tal que

Y, = aY,_1+U, n>0 (1)

Y1 =0 com probabilidade 1 (2)

onde a é um constante real tal que | a |[< 1. y a) Mostre que

n
Ynzzan_kUk k>0.
k=0

b) Mostre que, para n > 0 e m > 0, a func@o de correlacdo cruzada

2 _n—m

o°a n>m

Ry [n, m] = E{Y, Uy} =
n<m

¢) Mostre que, para n > 0 e m > 0, a fungado de autocorrelagao

_ _g2(m+1)
o2qm [71 ‘f_a2 } n>m

2 _m—n {l—ag(""'l)

Ryy [n, m] = E [V Y] =
oa T } n<m

d) Conclua que, se n — oo e m — 00, mas (m —n) — | < 0o, entdo

, all

Ryy[n,m] — Ryy[m+1,m] =Ry, [l] =0 -

ou seja, o processo Y'[n| é assintoticamente estaciondrio em sentido amplo.

Problema 2 Mostre que

a) Se X (t) e Y () sao dois processos estocasticos reais de tempo continuo conjuntamente estacionarios

em sentido amplo com F {[Xo - YO]Q} =0, entdao Ry, (T) = Rayy(T).

b) Se f: R — R e g:R — R sao duas funcoes conhecidas e X (¢) é um processo estocdstico real de tempo

continuo nao-estacionario com média zero e fungao de autocorrelagao

Ryo(t1, t2) = f(t1) f(t2)g(t1 — t2),



entdo o processo estocastico Y (t) = X (t)/f(t) é estaciondrio em sentido amplo com fungao de auto-

correlacao Ry, (1) = g(7).

Problema 3 Seja {T}}, i € Z, um conjunto de pontos de Poisson e seja tg € R um ponto fixo na reta
real. Defina T;,, n > 1 como o n-ésimo ponto de Poisson a direita de ty. Defina a seguir a varidvel

aleatoria Z,, =T, — tg.
a) Mostre que Z; é uma varidvel exponencial de parametro A\ com funcao densidade de probabilidade

Fa(2) = Aexp(—Az) z2>0

0 caso contrario.

b) Mostre que Z,, n > 1, é uma varidvel Gamma de parametro A com func¢ao densidade de probabili-

dade

A anl
22— exp(—Az) z2>0
on (Z) _ (n—1)!
0 caso contrario.

Problema 4 Seja {U,}, n € Z, uma seqiiéncia de varidveis aleatérias discretas de Bernoulli tal que
P({U, =+1}) = p, P{U, =—1}) = 1 — p, e U; é independente de U; para i # j. O processo
estocéstico chamado “random walk” de tempo discreto é definido entao como a colecao indexada de
varidveis aleatérias {X,,,n > ng} onde

n
X, = Z Up n > ng (4)
k=no+1

X, = 0 com probabilidade 1. (5)

a) Seja | = n—ng e denota por ¢ o nimero de vezes em que as variaveis de Bernoulli em uma realizagao
da seqiiéncia {Ug, k = ng + 1,...,n} assumem o valor +1. Escreva uma expressao para a fungdo massa

de probabilidade, Px, (zy) da variavel aleatéria X, como funcao dos parametros I, q e p.
b) Mostre que a fun¢ao média do processo estocéastico X [n] é dada por

my [n] = E{Xy} = (2p —1)(n —no) - (6)

¢) Mostre que a funcao de autocovariancia Cyy [n1, no] = E{(Xpn, — mg [n1])(Xpn, — mg [n2])} é dada



por
Cyz [n1, n2] = 4p (1 — p) [min(ny, n2) — ngl . (7)

Particularize o resultado acima para o caso em que ng =0 e p = 0.5.

Problema 5 Seja {U,}, n € Z, uma seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas tal que, para qualquer k € Z, Uy é uma varidvel aleatéria gaussiana de média zero e
variancia o2. Defina agora o processo estocastico de tempo discreto X [n] como a colegio indexada de

variaveis aleatérias {X,,,n > 0} tal que

X, = YUy n>1 (8)
k=1
Xo = 0 com probabilidade 1. (9)

a) Calcule a funcao média m, [n] e a fungao de autocovariancia Cy, [n1, 2| do processo X [n] e verifique

se o processo X [n] é estacionario em sentido amplo.

b) Construa em seguida o vetor de observagoes
T
X3:1 = [73 T2 1]

onde x,, denota uma amostra (realizagao) da varidvel aleatéria X,, definida em (8) paran > 1. Usando
o fato de que as varidveis aleatérias X1, Xo, X3 e X4 s@o conjuntamente gaussianas, calcule o preditor

de minimo erro quadratico médio

Ty =FE[Xy|x31] =E[Xy4]| a3, x2, 1] .

c¢) Calcule E {(X4 — )A(4)XZ} para i = 1,2,3 e verifique se a estimativa X, satisfaz o principio da

ortogonalidade.

Problema 6 Seja {Z;,t € R} um processo estocastico complexo tal que
N
Zy = Z Ay, exp(J [wot + Oy))
n=1

onde wg é uma constante real, A,, é uma varidvel aleatéria de média nula e variancia FE {A%} =02, Vn,
e ©, é uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [0, 27] com ©,, independente de

O,, para m # n e ©,, independente de A,, para qualquer para qualquer par (n,m) incluindo n = m.



Cacule a média e a fungdo de autocorrelagao do processo Z(t) e verifique se Z(t) é estacionario em

sentido amplo.

Problema 7 Sejam X(t) ~ P(At) e Y(t) ~ P(ut), t > 0, dois processos de Poisson independentes
associados respectivamente aos conjuntos de pontos de Poisson {7} e {T}'}. A seguir, denote por N
o nimero de pontos {77} entre dois pontos consecutivos T} ; e T. Mostre que a varidvel aleatéria

discreta N tem funcao massa de probabilidade geométrica

A

PUN =) = v (5

k
= k=0,1,2,...
A+ )
Sugestao: Use o teorema da probabilidade total, lembrando que

Rl n!
/0 x exp(—ax)dx:W, a>0,n=0,1,2,...



