ELE-33: Aula de Exercicios # 6

Problema 1 Seja X uma variavel aleatéria real e Y um vetor aleatério real de dimensao M x 1.
Dada uma realizacao observada y do vetor aleatério Y, deseja-se obter a melhor estimativa linear

Z(y)=ao+ary1 +...+ amym (1)

da realizacao desconhecida x da variavel X de modo que o erro quadratico médio de estimacao

62:E{[X—(a0+a1Y1+...+aMYM)]2} (2)
seja minimo.
a) Mostre que os coeficientes {ag, a1,..., apr} que minimizam (2) satisfazem o sistema de equagoes
ao + gza = Mg 3)
Rya — RIy—aop, (1)

onde i = E{Y}, Ry :E{YYT}, R,y :E{XYT} ca=[a as...ay]" .

b) Resolva o sistema dado pelas equagoes (3) e (4) e, usando as propriedades vistas em aula, mostre
que a estimativa de minimo erro quadrético médio com estrutura como em (1) é dada por

2(y) = ha + Cay Cy ' (y — 1) (5)

onde

Coy = E{(X—p)(Y—-p)"}

Y

— _ _ AT
Cy = E{(Y-p)(Y-p)"}.
Verifique que a estimativa (5) tem viés nulo, ou seja, E {X’(Y)} = lg-
¢) Mostre que o erro quadratico médio 2 associado & estimativa 6tima em (5) é dado por

2 2 —1~T
Emin = %2 — Cay C, Coy

Problema 2 Em um sistema simplificado de radar digital, denote por H; a hipdtese “alvo presente”
e por Hy a hipétese “alvo ausente”. Apd um pré-processamento apropriado e amostragem no tempo
do eco do radar, obtém-se no receptor um vetor de observagoes x modelado como

X = s+n sob a hipétese H; (6)
= n sob a hipétese Hy (7)

onde s é um vetor deterministico N x 1 que representa o eco sem ruido do alvo e n é uma realizagao
(amostra) de um vetor aleatério N de dimensdao N x 1 com média g = 0 e matriz de correlagao
R, =R.

O chamado detector Neyman-Pearson decide pela hipétese Hy dadas as observagoes x se

fxim, (x| Hy)

fxm, (x| Ho) =7 ©)

1



onde v é um limiar fixado de acordo com a probabilidade desejada de falso alarme do sistema. Caso
contrario, se a razao a esquerda em (9) for menor ou igual ao limiar, decide-se pela hipétese Hy. Em
(9), fxjm,(x | H;) denota a fungao densidade de probabilidade condicional do vetor X dada a hipétese
H;,i=1,2.

a) Mostre que se N for modelado como um vetor gaussiano, entao o teste de hipéteses (9) é equivalente
ao teste

sTR™'x z Iny+=s'R71s. (10)

b) Verifique que, no caso particular, em que N é um ruido dito “branco”, i.e., R = 0?I onde I é a
matriz identidade, entdo o teste (10) é equivalente ao teste

N Ii1
ZSZ' ZT; < ’Ay . (11)
i=1 Hy

onde
2 1o 2
y=o0 ln’y—i-iZsi :
i=1
O detector (11) é conhecido na literatura como detector de correlagao.

¢) Usando as propriedades vistas em aula sobre transformagoes lineares de vetores aleatdrios, calcule
a média e a variancia da varidvel de decisao

I=s"R'x

condicionadas respectivamente as hipoteses H1 e Hy. Use enta esses resultados para calcular as
probabilidades de deteccao e falso alarme do detector (10).

Problema 3 Sejam X; e X5 duas varidveis aleatérias com médias p,, e iz, € varidncias respecti-
vamente o2 L€ ‘79202- Denote ainda por o, z, a covariancia entre X; e X5. Defina a seguir a varidvel
aleatéria

Z = w1 X1 +weXy (12)

onde wy e wg sao coeficientes reais arbitrarios.

a) Calcule a média j1, e a variancia o2 da varidvel aleatéria Z em funcao de pig,, ey, 02

2
21 Oy € Oy 2p-

b) Defina sem seguida a fungao caracteristica conjunta ®(wy, wy) das varidveis aleatérias X; e Xo
como sendo a fungao complexa

DPyy 2y (Wi, w2) = E{exp [j (w1 X1 +waXo)|} = / / exp [J (w11 + waz2)] fx, x, (21, 22) deidzs .

Usando o resultado do item (a), calcule ®;, ,,(w1,w2) no caso em que X; e Xo s@o duas varidveis
conjuntamente gaussianas.

Dica: Observe primeiro que, se as variaveis X; e Xs sdo conjuntamente gaussianas, entao a variavel
aleatéria Z em (12) também é gaussiana (reflita por qué!) A seguir, use o fato de que a funcao geradora
de momentos de uma varidvel gaussiana Z de média m, e varidncia o2 é dada por

2.2
5 S

@(s):E{eSZ}:eXp(mzs—i- ) seC.



Finalmente, faca s = j e o problema estard resolvido.

c¢) Generalizando os resultados anteriores, obtenha uma expressao analitica para a funcao caracteristica
conjunta
Ox(w) = E{exp[juX]},  wen"

onde X = [X] Xo ... X N]T, N > 2, é um vetor aleatério gaussiano com média p e matriz de
covariancia Cyxx.

Problema 4 Seja {X,,}, n > 0, uma seqiiéncia de vetores aleatdrios reais de dimensdo N x 1 tal que
X1 =FX,+GU, n>0

onde F e G sdo matrizes reais de dimensao respectivamente N x N e N x M e, {U,}, n > 0, é uma
seqiiéncia de vetores aleatérios reais de dimensao M X 1 tais que
E{U,} =0 Vn >0
E{UnUZ} - Q VYn>0.

Os vetores aleatérios Xg e {U,}, n > 0, sdo assumidos mutuamente independentes entre si. A matriz
de covariancia Q é assumida positiva definida.
a) Verifique que o vetor aleatério X,, pode ser escrito como

n—1
X, =F'"Xo+ > F""IGU, n>1
=0

com FY = I (matriz identidade). Conclua entdo que, pelas hipéteses de independéncia estatistica
entre U, e Xy e, entre U, e {Uy}, 0 < k < n—1, os vetores aleatérios X,, e U, sdo estatisticamente
independentes.

b) Defina agora

m, = E{X,}
C. = E{X,-m,)(X,-m,)"} .

Mostre que m,, e C,, podem ser calculados para pelas recursoes

v
S
—~
—_
w
~—

m,+; = Fm, n
C,.1 = FC,FT +GQGT n >0 (14)
com condicoes iniciais mp = mx, e Cyp = Cx,.
c¢) Mostre que, se existir a matriz

e e}

Co =) (F'"G)Q(F"G)"

n=0

entao
Co = FC.FT + GQGT

ou seja, Co é um ponto fixo da recursao (14).



Problema 5 Sabe-se por experimentos passados que a vida 1til de um determinado tipo de pneu é
uma variavel aleatéria X com desvio-padrao conhecido o = 5000 quilometros. Testam-se 64 amostras
desse tipo de pneu e, a partir das vidas tteis medidas nessa amostra, obtém-se uma vida util média

X = 25000 quilometros. Usando uma aproximagao normal (gaussiana), estime o intervalo de confianga
para a média real da varidvel aleatéria X com nivel de confianca 90 %. Justifique todos os seus cdlculos.

N

Dado: 0.95 ~ \/% f,l'onS exp(—%) dz.
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