ET-236: Lista de Exercicios #6

Problema 1 Suponha que a populagao de um pais hipotético é dividida por nivel de renda em

trés classes sociais, respectivamente,

Classe 1: Renda baixa.
Classe 2: Renda média.

Classe 3: Renda alta.

Assuma que a probabilidade de um individuo na geracdo n dessa populagdo pertencer & classe

social ¢, ¢ = 1,2,3, é modelada por uma cadeia de Markov de primeira ordem com matriz de

probabilidades de transigao
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onde T'(i, j) é a probabilidade de um individuo na geragao atual pertencer a classe i dado que os

seus pais pertenciam a classe j.
a) Calcule os autovalores da matriz T.

b) Calcule o autovetor p associado ao autovalor A = 1, i.e., Tp = P, com a restri¢ao de que p; > 0,
1=1,2,3, e

¢) Usando o resultado do item (b) e as propriedades de convergéncia de cadeias de Markov vistas
em aula, calcule a porcentagem da populacao desse pais hipotético que pertencera a classe média no
longo prazo e mostre que essa porcentagem independe da distribuicao de renda inicial da populacao

na geragao zero (inicio da série de observagoes).

Problema 2 Seja {X,,},n > 0, uma seqiiéncia de varidveis aleatérias discretas assumindo valores
no alfabeto finito S = {1, 2}. Suponha ainda que a seqiiéncia { X,,} é modelada como uma cadeia de
Markov de primeira ordem com P({Xo = 1}) = 71, P({Xo = 2}) = m2, e matriz de probabilidades

de transigao
T — 11—« Ié]
o 1-0

invariante no tempo, com 0 < a<le O < g < 1.
a) Calcule P({X,, =i}), i = 1,2 em fungao dos parametros «, 3, 71 € ma.

b) Passando ao limite para n — oo, calcule a fungao massa de probabilidade estaciondria, se existir,
da cadeia {X,},n > 0.

Problema 3 Seja {X,,, n > 1} uma cadeia de Markov de estado continuo gerada pela equagao de



diferencas
Xn+1 =Xp+ Wy

onde {W,,n >0} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribuidas com funcao densidade de probabilidade fy (.), e {Xo} é uma varidvel aleatéria inde-
pendente da seqiiéncia {W,,n > 0} e com func¢ao densidade de probabilidade 77(0)(.). Mostre que

a funcdo densidade de probabilidade 7(™ (.) da varidvel aleatéria X, é dada por

") = [ 10y - O da

onde

FY) = fuy) * fuly) * ... % fu(y).

n vezes

Na equagao acima, o simbolo * denota a operacao de convolugao.

Problema 4 Seja {X,,, n =0,1,2,...} uma cadeia de Markov de primeira ordem com as varidveis
aleatérias X,, assumindo valores no alfabeto finito S = {51, S2,...,5;}. Para N > 0 fixo, construa

a seqiiéncia reversa {Y, = Xny_,,n=0,1,..., N}.

a) Mostre que {Y,,} é também uma cadeia de Markov de primeira ordem, ou seja,

P{Y, =y} [ {Yoo1 =Yn—1}, (Yo =vn2},.. .. {Yo=w0}) = P{Yn = yn} | {Yo-1 = ¥Yn—1})

b) Suponha a seguir que a cadeia de Markov {X,,, n =0,1,...} é homogénea como probabilidades

de transicao

Qi j)al(i, j) i # ]

Wt (2)
L= Yy QUi k)alik) i=j

T(i,j) = P({Xnsr = Si} | {Xo = S5}) = {

com Q(i,7) > 0, V(i,j) e >, Q(i,7) = 1 para qualquer j = 1,...,q. Por outro lado, o termo

a(i,j) em (2) é definido como
a(i,j) = min {1,

onde (i) >0,i=1,...,ge YL, m(i) = 1. Mostre que m é uma distribuigao estacionéria da cadeia
de Markov {X,}, ou seja,

w(i) =Y T(i,j)m(j) - (3)

=1

Sugestao: Mostre que
T(j,iyr(i) = T(i, j)n(j) ~ Vij=12,....q.



c¢) Mostre que, quando a cadeia de Markov {X,,n > 0} com probabilidades de transicdo como em
(2) é inicializada com P({Xo = S;}) = 7 (i), entao a cadeia reversa {Y,} definida como no item (a)

é também homogénea com probabilidades de transicao

P({Ya =S} | {Yart = 1) = PUXw = S} [ (X1 = S51) ij=1iocq. (4)

Problema 5 Seja {X,,,n > 0} uma cadeia de Markov oculta de primeira ordem tal que a varidvel
aleatéria Xj, para um k > 0 fixo assume valores no alfabeto finito & = {51, Sz, ... S;}. Seja
{Y,, n >0} uma seqiiéncia de vetores aleatérios observados tal que, em geral, o vetor aleatério

Y, para um k > 0 pode assumir valores em RY. Defina em seguida a funcéo
I(xy) = Jmax P({Xox = X0k} | Yo:) (5)
para uma dada seqiiéncia observada {y,, n > 0}. Assumindo que

P({Xn = mn} ‘ {Xn—l = xn—l}y yO:n—l) = P({Xn = xn} ’ {Xn—l = xn—l}) n
fYn‘Xn,Ygfl(Yn ‘ {Xn = $n}, Yom—1) = fYn|Xn (Yn ’ {Xn = xn}) n

v
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mostre que I(xy) pode ser calculada recursivamente para k > 0 pela expressao

I(wpi1) = Cry1 fy )X Vet | {Xk41 = Tp41}) max [P({Xk+1 = 21} | { Xk = a1 }) I(xp)]

(6)

onde Ck41 é um termo que nao depende de z;41. Como vocé inicializaria a recursao acima ?

Problema 5 Seja S uma fonte que gera a seqiiéncia de simbolos {Z,} onde Z,, assume valores
em £ = {0, 2,4,6,8,10} com P({Zy=2i}) = 1/6,i =0,...,5 e T(i,j7) = P{Zn+1 = 2i},|
{Z, =2j}),1,7=0,...,5 tal que

(04 04 0 0 0 0
06 02 04 0 0 0
0 04 02 04 0 0
0 0 04 02 04 0
0 0 0 04 02 06
0 0 0 0 04 04|

a) Escreva um programa em MATLAB que simule a fonte S descrita acima.
b) Considere agora a seqiiéncias de varidveis aleatérias {Y, }, n > 0, tais que

Y,=2,+W, (8)



onde {W,} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias gaussianas independentes e identicamente dis-
2

tribuidas com média zero e variancia o;,.

b.1) Dada uma realizagao observada {y.,} observada da seqiiéncia {Y.,}, escreva um programa

em MATLAB para o cdlculo recursivo de P({Z,, = z,,} | yo.n) para todo z, € L.

b.2) Usando os programas desenvolvidos, simule uma seqiiéncia de 2000 simbolos z, e 2000 ob-

servagoes y,. Calcule recursivamente entao a seqiiéncia de estimativas MAP

Znn = argmax P({Zy = 2z} | you) 120 9)

assumindo-se respectivamente o,, = 0.3, 0., = 0.5, e 0, = 0.7 Compare as seqliéncias {z,} e {én‘n}

para cada valor de oy, fazendo uma contagem do ntmero de erros de simbolo.



