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PROBABILIDADES
®0

DETERMINISTICO X ALEATORIO

Experimento - Toda e qualquer realizacdo que produza algum RESULTADO

Resultado CERTO — DETERMINISTICO
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PROBABILIDADES
®0

DETERMINISTICO X ALEATORIO

Experimento - Toda e qualquer realizacdo que produza algum RESULTADO

Resultado CERTO — DETERMINISTICO

Resultado INCERTO — ALEATORIO

ProrA GABRIELA REV PROBABILIDADES, VA, PE



DETERMINISTICO X ALEATORIO

e Planta Deterministica

u(t) y(t)=f(u)

—>A+Planta+ S——>

e Planta Estocastica

v(t) w(t)

u(t)

' y(t)=f(u,v,w)
—>A+Planta + S
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ESPAGO DE PROBABILIDADES

e Espaco Amostral / Evento Certo

ESPACO AMOSTRAL (8) é o conjunto de todos os possiveis resultados
de um experimento.

e Evento

EVENTOS (&1, &, ...) sdo todos os possiveis resultados ou conjunto
de resultados que um experimento pode gerar.

A todo EVENTO esta associada uma medida de PROBABILIDADE.
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PROBABILIDADES
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ESPAGO DE PROBABILIDADES

e Sigma-algebra

o-algebra (F) associada a um conjunto S é uma classe néo vazia de
subconjuntos de S que satisfaz

1. 0eF
26,8, ...eF = U2, &eF
3.6cF=¢€cF

e Sempre é possivel encontrar uma classe o-algebra que contenha os
subconjuntos (eventos) de interesse.

e F define uma medida sobre S.
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NOTAGAO E OPERAGCOES DE CONJUNTOS

e Operagdes com Conjuntos
1. lgualdade: A =B < A C B e B C A, simultaneamente.

2. Diferenca de Conjuntos (A — B): elementos que estdo em A e ndo
estdo em B.

3. Unido de Conjuntos (\A U B): conjunto de elementos que estdo
somente em A, somente em B ou em ambos os conjuntos.
( Esta operagdo é associativa, (AUB)UC =AU (BUC), e
comutativa, AUB =BUA.)
(O evento [ J;2; & & o evento que ocorre quando pelo menos um dos
&k ocorre, k=1,2,---.)

4. Interseccdo de Conjuntos (AN B): conjunto dos elementos que estdo
em A e em B simultaneamente.
(Esta operagdo & associativa, (ANB)NC = AN (BNC), comutativa,
ANB=BnNA)
(A interse¢do e unido satisfazem ainda a propriedade distributiva,
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).)
(O evento ﬂiil &k € 0 evento que ocorre quando todos os & ocorrem
simultaneamente, k =1,2,---.)
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NOTAGAO E OPERAGCOES DE CONJUNTOS

e Operagdes com Conjuntos (Continuagio)

5. Complemento de Conjunto (A = S — A): elementos de S que nio
estdo em A.

6. Mutuamente Exclusivos: Dois conjuntos A e B sdo mutuamente
exclusivos, ou disjuntos, se AN B = (.

7. Particdo de um Conjunto: Uma particdo X de S é um conjunto de N
subconjuntos n3o vazios e mutuamente exclusivos X; de S, tal que
N
UL, Xi=S.
i=1°"!

e Propriedades de Conjuntos
1. Conjunto Vazio (0): Conjunto que ndo contém qualquer elemento.
2. 0cACACS
3. Transitividades: CCBeBCA=CCA
4. Lei de De Morgan: AUB=ANBe ANB=AUB
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ESPAGO DE PROBABILIDADES

e Espaco de Probabilidades

O Espaco de Probabilidades associado a um experimento corresponde
a terna (S, F,P), onde

S é o espaco amostral das possiveis combinac¢des de resultados de
um experimento.

F é a o-algebra associada ao experimento formada pelos eventos
&, que sdo subconjuntos de S.

P é a medida de probabilidade sobre S, para a qual trés axiomas
devem ser satisfeitos:

P(&) >0, V€ € F;
P(S) =1,
&G N&=0=PEU&) =P() +P(&), V1,6 € F.

ProrFA GABRIELA
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PROBABILIDADES
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DEFINICOES DE PROBABILIDADES

e Definicio Classica

-

DEFINICAO CLASSICA (A Priori). Seja S o espaco amostral resultado
de um experimento que gera o conjunto de eventos F = {0, S, &1, &a,
coo €N, {&1, &2}, - -} em que cada evento simples &, i = {1,2,--- , N},
de S é igualmente provavel. Se X' & um subconjunto de S contendo
Nx elementos & de S determinados por F, ent3o

N

P(x) = 2

e Definicdo Frequencial

-

DEFINICAO FREQUENCIAL (Experimental). Se um experimento & re-
alizado n vezes sob mesmas condicdes, e ocorrem nx resultados que
favorecem X, um subconjunto de S contendo os eventos &; determina-
dos por F, entdo

P(X) = lim X

n—oo N
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PROBABILIDADE CONDICIONAL

e Probabilidade Condicional

4 R
PROBABILIDADE CONDICIONAL é a probabilidade de ocorrer o evento
& dado que ocorreu o evento ¢ e é definida como

PENE)
P(&)

em que assumimos que P(&;) é ndo nula.

P(&ils) =

e Propriedades decorrentes
L &GCg=PEl) =1
2. & &= P&lg) = P&).
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PROBABILIDADE CONDICIONAL

e Lei da Probabilidade Total

( 1
LEI DA PROBABILIDADE TOTAL
Seja X = {X1, -+, Xn} uma particio de S, e £z um evento qualquer
de S. Entdo,

P(Ez) =P(zIS) =Pz NS) =P(EzN (A1 U--- U Aw))
como os eventos & s3o mutuamente exclusivos,

P(€z) = P(&z]|X)P(A1) + - - - + P(E2] XAn)P(Xn)

C J

e Regra de Bayes

REGRA DE BAYES é definida como

Palg) = Dl IR0

em que assumimos que P(&;) é ndo nula.
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ILIDADES
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INDEPENDENCIA DE EVENTOS

e Eventos Independentes

s N

Dois eventos &1 e & sdo INDEPENDENTES se a probabilidade de &;
condicionada a & n3o depende de &2, ou seja,

P(&1l€2) = P(&1)

Neste caso, temos ainda que

P(&1 N &) = P(&1|&2)P(&2) = P(&1)P(&2)
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PROBABILIDADES
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PARADOXO DE SIMPSON

e Para diferentes grupos analisados, verifica-se tendéncias diferentes.

e Importincia da escolha correta do conjunto de dados.

EXEMPLO 1: Dados de aprovacdo em um Concurso X

‘ ‘ Masculino Feminino

| | Inscritos | Aprovados | Taxa | Inscritos | Aprovados | Taxa |
| CURSOA | 900 | 480 | 53% | 100 | 52 | 52% |
| CURSOB | 100 | 36 | 36% | 900 | 350 | 38% |
| TOTAL | 1000 | 516 | 52% | 1000 | 402 | 40% |
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PROBABILIDADES
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PARADOXO DE SIMPSON

s A
EXEMPLO 2: Analise Grafica
x(t)
t
(A) Anélise dos dados totais.
.- J




PROBABILIDADES
oe

PARADOXO DE SIMPSON

EXEMPLO 2: Analise Grafica

x(t) Ty, Ty

t t

(A) Anélise dos dados totais. (B) Analise por grupos.
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ALEATORIAS

INTRODUGAO

Variavel Aleatéria € uma funcdo x : S — R” que, para cada evento £ € S,
atribui um vetor (de nameros) x(§) € R".

Experimento

-

Funcoes

Eventos &
(S, F,P)

<~ 2(§),y(6), -

VARIAVEIS ALEATORIAS

ProrFA GABRIELA
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INTRODUGAO

Variavel Aleatéria € uma funcdo x : S — R” que, para cada evento £ € S,
atribui um vetor (de nameros) x(§) € R".

Dominio

EXpeI'imentO Contra-dominio / Imagem
Relagdo
; Funcoes
Eventos &
< #(£),y(§), -+
(S, F,P)

VARIAVEIS ALEATORIAS
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NOTAGAO UTILIZADA

NOTACAO DE VA

e x(-), x denotam a variavel aleatéria.

e x(&) denota a VA calculada para o evento € € S.
o {x<a}={feS|x(£)<a}

o {xe A} ={£eS|x(&) € A}

Observe que as duas dltimas notacdes n3o sdo subconjuntos de R e sim de S.
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VARIAVEIS ALEATORIAS
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FORMALIZAGAO DA DEFINIGAO DE VA

Uma variavel aleatéria definida no conjunto dos nimeros reais e asso-
ciada ao espaco de probabilidades {S, F,P} é uma funcdo x que mapeia
o espago amostral & em R, ou seja, atribui um namero real x(¢) a cada
possivel resultado de um experimento definido por £ € S de forma que:

[1.] o conjunto {x < a} é um evento de F, Va € R; e,
[2] P(x = 400) = P(x = —o0) = 0.

Qualquer ponto da reta real e qualquer intervalo definido ou semi-definido ou
qualquer unido ou intersecdo contavel de conjuntos semi-definidos pode ser
decomposto em intervalos do tipo {x < a}.

O argumento das VA & um conjunto formado por resultados de um
experimento e, portanto, de eventos de S. Através do item [1.], estes sdo
também elementos de F e a eles atribuimos uma medida de probabilidade!
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FUNGAO DISTRIBUIGAO DE PROBABILIDADE

Associada a Definicdo de VA, temos a definicdo da funcdo distribuicdo
que define a medida da probabilidade associada a variavel aleatéria x
quando esta assume valores dentro do intervalo {x < a}.

A fungdo DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADES F,(c) é definida
como

Fi(a) =P(x <a), Va e R

ProrFA GABRIELA R PROBABILIDAD:!



LEATORIAS

PROPRIEDADES DA FUNGAO DISTRIBUIGAO DE PROBABILIDADE

PROPRIEDADES

(i) Fe(+o0) =1
(i) Fo(—00) =0
(iii) Fx(a1) < Fx(az) para a1 < a2 (fungdo ndo decrescente)

(iv) limaya* Fe(a) = Fx(a}) = F(a™) (fungdo continua pela direita)

e Concluimos que a FUNCAO DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADES

— & monétona ndo-decrescente; e,

— Im(Fx(a)) = [0,1].
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VARIAVEIS ALEATORIAS
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TIPOS DE VARIAVEIS ALEATORIAS

Fo(a) Fy(a) Fy(a)
A A A
1 1
o -
> >

VA DISCRETA VA CONTINUA VA MISTA

Ficura: Tipo de Variaveis Aleatdrias
( )

VA Discreta:

Fi(a) = Zaku(a — ), onde ax = F(a)) — Fu(ay)

k=1

VA Continua:

Plx = a) = Flaf) - Fu(ay) =0

ProrFA GABRIELA REV PROBABILIDADES, VA, PE



VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

e Funcdo Densidade de Probabilidade

4 R

FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE (pmf) de uma variavel
aleatéria discreta x tendo uma funcio distribuicdo F; & qualquer funcio
fx definida em R como

f(ak) = P(x = aw)

para todo ax € R, com fi(ax) > 0, Vax € R.

onde x assume valores n3o nulos em «, ou seja,

fi(a) >0 , Va=ak, k=1,2,---
fi(a)=0 , Va#aoak k=1,2,---
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VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

e VA Discretas Especiais

— VA UNIFORME DISCRETA

(o) = %anao(a — )

— VA DE BERNOULLI

fi(a=0)=P(x=0)=1-p
hla=1)=P(x=1)=p

ondepétalque0<p<1
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VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

e VA Discretas Especiais (CONT.)

— VA BINOMIAL

fx(a): ( 2 >pa(1_p)n—a, CYZO,].,”' , N

(o)=G=aya

onde

— VA GEOMETRICA

K@) =P(x=a)=(1-p)*'p, a=1,2, -
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VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

e Funcdo Densidade de Probabilidade

-

FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADES (pdf) de uma variavel
aleatéria continua x tendo uma fung¢do distribuicdo F; é qualquer funcio
n3o negativa f, definida em R com a propriedade de que

[e3

Fu(@) = P(x € (—o0.a]) = / £(7)dy

—o0

para todo o € R, com f,(a) > 0, Va € R.

L2 B0  ga) - 5
- P(x €R) =P(S) = [% fly)dy =1
- Pla< x < a+da) = [ f(y)dy = fi(a)da, para da — 0

- Plx=a)=0¢ P(x<a)=P(x<a)
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VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

e VA Continuas Especiais

- VA UNIFORME CONTINUA

0 adlab]
r@={ % o

— VA EXPONENCIAL

com pardmetro A > 0.
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VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

e VA Continuas Especiais (CONT.)

- VA NORMAL

1 _(a=p)?
2

—e 20
V2o

com parametros 4 (média) e o° (variancia).

(o) =

x definida por x ~ N(u,o?) é dita gaussiana.

ProrFA GABRIELA



VARIAVEIS ALEATORIAS
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OUTRAS FUNCOES DE VA

FUNCAO DISTRIBUICAO CONJUNTA é a funcdo distribuicdo decorrente da
intersecdo de dois eventos distintos. Assim sejam duas variaveis aleatérias
x1 e x2, definidas no espaco de probabilidade (S, F,P) em que o conjunto

{a<a}nix <am}={x<a,x <a}
={{eS : x(§) < ex() < az}

az} também & um evento de F. Logo, a fun¢do distribuicdo conjunta
dada por

Por definicdo, estes conjuntos sdo eventos de F e portanto {x1 < a1,x <
é

Faxe (a1, 02) = P(x1 < a1, x2 < a2)

Suas propriedades si3o analogas ao caso unidimensional!
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VARIAVEIS ALEATORIAS
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OUTRAS FUNCOES DE VA

FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE CONJUNTA associada as va-
ridveis aleatérias x; e x> é definida como

Fam(anan) = [ al / " b (B, o) drd e

tal que figx, (a1, @2) > 0, Vau, az € R.

FUNGCAO DISTRIBUIGAO CONDICIONAL F; de uma variavel aleatéria

1]x2
x1 dado o evento {x2 < ax} é definido como

FX1X2 (0517 a2)

Fra 1 = < < =
e (ai]az) = Plix < aixe < az} Foy(0n)

para todo a1 € R" e an € R™.

ProrFA GABRIELA REV PROBABILIDADES, VA, PE



VARIAVEIS ALEATORIAS
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OUTRAS FUNCOES DE VA

FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE CONDICIONAL fxﬂxz de uma
variavel aleatéria x; dado o evento {x> = a2} é definido como

faxs (a1, a2)

ﬁ(l\xz(al'aZ) = f. (Clz)
X2

para todo a1 € R" e ax € R™.

VARIAVEIS ALEATORIAS INDEPENDENTES. Duas variaveis aleatérias x1
e x2 sdo independentes se os eventos {x1 < a1} e {x2 < az} forem inde-
pendentes para qualquer a; e az, ou seja,

Pl <ar,xe <az) =Pl < a1)Plxe < az)

ProrA GABRIELA REV PROBABILIDADES, VA, PE



VARIAVEIS ALEATORIAS
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OUTRAS FUNCOES DE VA

( 7\
N VARIAVEIS ALEATORIAS INDEPENDENTES. N variaveis aleatérias x1, x2,
-, xn sdo independentes se os eventos {x1 < a1}, {x2 < ax}, -, {xn <
an} forem independentes para quaisquer escolhas de ai,an, -+ ,an, ou
seja,

Pxi<ai, - ,xv <an)=Pxa <o) - Plw < an)
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AS FUNCOES DE VA

s N

VALOR ESPERADO (VALOR MEDIO)(MEDIA)(ESPERANGCA) denotado por
E(x), p ou iy, de uma v.a. x com densidade de probabilidade £, é definido
por

£(x) = /Oo of.(a)da

— 00

caso a integral exista.

O k-ESIMO MOMENTO de uma v.a., kK = 0,1,2,---, também dito mo-
mento de ordem k, é denotado

mu = / o f(a)da

— 00

caso a integral exista.

Notagdo utilizada: m,« ou simplesmente my.
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VARIAVEIS ALEATORIAS
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OUTRAS FUNCOES DE VA

O k-ésimo MOMENTO CENTRAL de uma v.a., k = 0,1,2,---, é 0 mo-
mento calculado em relacdo a sua média, ao invés de calculado em relagio
a zero, portanto, é denotado por

ne= [ (a=n)t(a)da
—o0
caso a integral exista.

Notag3o utilizada: 7,4 ou simplesmente 7y.

A ESPERANCA CONDICIONAL de uma v.a. x, dada umav.a. y =3, é

(oo}

E(xly = 8) = / afy,(alf)da

— o0

caso a integral exista.
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VARIAVEIS ALEATORIAS
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OUTRAS FUNCOES DE VA

Duas v.a. x e y sGo DESCORRELACIONADAS se
Elxy) = E(x)E(y)

caso a integral exista.

Duas v.a. x e y sdo ORTOGONAIS se
E(xy)=0

caso a integral exista.
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OR DE VARIAVEIS ALEATORIAS

Um vetor aleatério x = {x1, -+ ,x,} &€ uma colegdo de v.a. x;, definidas para
a={ai, - ,an}. Assim,

P(x e D)= / fi(a)da
D
A densidade de probabilidade conjunta das v.a. x;:

O"Fry,ee (1, 5 tn)
fx(a) = fXL“an(alv e 7O‘H) = 180(1 - Oay

onde a funcdo distribuicdo conjunta é dada por:

Fa(a) = Fag oo (01, - yan) = Plxa < @z, %0 < ap)
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VETOR DE VARIAVEIS ALEATORIAS

A MEDIA DE UMA FUNGAO g(x) é dada por

£et) = [ T glon ) (o1, an)da

—o0

Chamaremos de
— Vjj, a matriz de covaridncia entre x; e x;
— Rj é a matriz de correlagdo entre x; e x;.

Assim,

Vip = E((xi — wi)(xi — ) = E(xixj) — pij = Rij — pinyj

of = Vi = E((xi — wi)?) = E(x7) — (E(x))*

Duas v.a. sio MUTUAMENTE DESCORRELACIONADAS se V;; = 0 para
todo i # j.
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VARIAVEIS ALEATORIAS
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SEQUENCIA DE MEDIDAS

Seja x = {x1," -+, X»} uma sequéncia de medidas de .
As componentes de x
— s3o independentes e identicamente distribuidos (iid)

— possuem mesma distribuicdo de .

Definiremos a média das amostras M,

1 — S
Mo=52 %=
=

ProrFA GABRIELA
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SEQUENCIA DE MEDIDAS

Um bom estimador para x deve satisfazer:
1. Na média, o estimador p = E(x) = E(M,);
2. E((My — 1)) deve ser pequena.

De fato,

E(Ms) ( ZXJ>=:,_ZE(X1)=N

com £(x) = £() = . Vj € {1,--- ,n}.

[ A média das amostras é um ESTIMADOR n&o polarizado de . J

ProrFA GABRIELA
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SEQUENCIA DE MEDIDAS

Por outro lado,
E((Mn — p)?) = E((Mn — E(M;))?) = var(My)
e que

var(Sn) = var(xy +x2 + -+ + xn)

= var(x1) + var(x2) + - - - + var(x,) = n x var(x) = no”

Como consequéncia,
var(M,) = 1/n* x var(S,) = o°/n

Assim,

P(S(IVI,,) = u) — 1 quando n — oo

ProrFA GABRIELA REVISAO PROBABILIDADES, VA, PE



VARIAVEIS ALEATORIAS
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LEI DOS GRANDES NUMEROS

LEI DOS GRANDES NUMEROS (Fraca): sejam xi,x2,- - Uma sequencia
de iid variaveis aleatérias com média finita £(x) = p, entdo para € > 0,

lim P(|M, —pu|<e)=1
n— oo

. J

que depende da média de . E,

g )
LEI DOS GRANDES NUMEROS (Forte): sejam xi1, x2, - - - uma sequencia de
iid variaveis aleatérias com média finita £(x) = p e varidncia finita, entdo

P (Jfim Mn =) =1

As duas definicdes embutem o conceito de convergéncia de uma sequéncia de
VA.
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VARIAVEIS ALEATORIAS
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SEQUENCIAS DE V.A.

Uma SEQUENCIA DE VA é uma func3o que atribui uma quantidade infinita,
porém contavel, de valores reais ao evento £ associado a cada resultado de
um determinado espaco amostral S. Representaremos esta sequéncia como

(= (@)} = {xal€), - (), -+ }

Todo elemento x;, i = 1,--- , n, & definido para o mesmo evento &.

ProrFA GABRIELA R ABILIDADES, VA, PE



VARIAVEIS ALEATORIAS
O000000@0000

DEFINICOES DE CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS

A sequéncia {x,} CONVERGE para x se, dado qualquer ¢ > 0, n6s podemos
especificar um inteiro N, tal que, para todos os valores de n maiores que N,
podemos garantir que |x, — x| < €.

Esta definicdo pressupde o conhecimento do valor verdadeiro x.

A sequéncia {x,} CONVERGE se e somente se, dado qualquer € > 0, nés
podemos especificar um inteiro N’, tal que, para n e m maiores que N/,
teremos que |x, — xm| < €.

Das definicdes acima podemos estabelecer as seguintes definicdes de
convergéncia de v.a.

ProrFA GABRIELA REV PROBABILIDADES, VA, PE



VARIAVEIS ALEATORIAS
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DEFINICOES DE CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS DE V.A.

CONVERGENCIA NO SENTIDO CERTO. Neste caso, dizemos que a variavel
aleatéria {x,(€)} converge no sentido certo para a variavel aleatéria x(¢),
se a sequéncia de fungdes x,(§), calculada no ponto &, convergem para a
fungdo x(&) quando n — oo para todo evento £ € S, em outras palavras,

Xa(€) = X(&), quando n » co VE € S

Em cada ponto £ a sequéncia converge para um valor x(§).
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VARIAVEIS ALEATORIAS
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DEFINICOES DE CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS DE V.A.

CONVERGENCIA NO SENTIDO QUASE CERTO. Uma sequéncia de v.a.
{xn(&)} converge quase certamente para outra variavel aleatéria x(&) se a
sequéncia de fungdes x,(£) converge para a fun¢do x(&) quando n — oo,
para todo £ € S, exceto possivelmente para um conjunto de eventos cuja
probabilidade da convergéncia é nula, ou seja,

P(€ : Xa(&) = X(&), quando n — 00) =1

Nesta altima definicio, podemos ter algum evento £, para o qual sua sequéncia
ndo converge, porém, este evento deve pertencer ao conjunto de probabilidade
nula.
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DEFINICOES DE CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS DE V.A.

CASOS ESPECIAIS:

CONVERGENCIA EM MEDIA QUADRATICA. A sequéncia de v.a. {x,(£)}
converge em média quadratica para uma v.a. x(§) se

E((Xa(8) - X(f))z) — 0, quando n — oo

CONVERGENCIA EM PROBABILIDADE. A sequéncia de v.a. {x,(£)} con-
verge em probabilidade para uma v.a. x(£) se, para todo € > 0,

P Xa(€) — X(€)] > €) — 0, quando n — co
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CONVERGENCIA DE V.A.

CONVERGENCIA EM DISTRIBUIGAO. A sequéncia de v.a. {x,(£)} com
fungdes distribuicdo de probabilidades { F,(x)} converge em distribui¢do para
uma v.a. x(&) com fungdo distribuicio F(x), se

Fa(x) = F(x), quando n — oo

para todo x para o qual F(x) é continua.
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PROCESSOS ESTOCASTICOS

PROCESSO ESTOCASTICO é uma familia de v.a. {x,(£¢)} indexadas por
um pardmetro t € T.

{x(&t),t €T}

Notagdo: x(&,t) ou x(t).

A depender do pardmetro t € T, podem ser
— a Tempo Continuo: T é um conjunto nio enumeravel continuo.

— a Tempo Discreto: T & um conjunto enumeravel (finito ou infinito),
discreto.
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PROCESSOS ESTOCASTICOS

x(tvfl)moom f

5000~ 1

I
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Ficura: Exemplo de processo estocastico.

— x(&i, t;), € um namero real;

|
X

X

(&, t), € uma fun¢do deterministica do tempo;
(&, ti), &€ uma variavel aleatéria;

- X 6, t) é um processo estocastico.
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PROBABILIDADES DE P.E.

e Notacdo: {x(t)<a}={(eS : x(,,t)<a VteT}

e Expressdes de Probabilidades:

-

FUNCAO DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE de um processo esto-
castico x(&, t) é definida como

Fup (e, t) = P(x(t) < )

para todo t € T e todo a € R".

FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE de um processo estocas-
tico x(&,t) é qualquer funcdo f ;) definida em R" que satisfaca

Fuy(a, f)Z[ fury (B, t)dB

para todo t € T e todo o € R", e f,(1)(3,t) > 0 para todo B € R" e
todot € T.
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ESTOCASTICOS

PROBABILIDADES CONJUNTAS DE P.E.

— Para t1,t> € T tais que x(t1) e x(t2) sdo duas v.a., definimos o evento

{x(t1) € a1, x(t2) < a2} = {§ : x(t1) < a1 e x(t2) < a2}

— Para este conjunto de eventos definimos

s N

FUNCAO DISTRIBUICAO DE SEGUNDA ORDEM (uma vez que rela-
cional o comportamento de x(t) em dois instantes distintos de tempo)
associada a um processo estocastico x(&, t) como

Futex(ey (01, az, t1, t2) = P(x(t1) < a1, x(t2) < a2)

para todo ti,t> € T e todo a1,z € R".
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ESTOCASTICOS

PROBABILIDADES CONJUNTAS DE P.E.

FUNCAO DENSIDADE DE SEGUNDA ORDEM (uma vez que relacional o
comportamento de x(t) em dois instantes distintos de tempo) associada a
um processo estocastico x(&, t) como qualquer fungdo fi(s)x(z) definida em
R" que satisfaca

g a3z
Fx(tl)x(tz)(a]-? o2, t1, tz) = / / &(tl)x(tz)(ﬂla ﬂ27 t1, tz)dﬁzdﬂl

para todo t1,t2 € T e todo a1, 02 € R" e ey )x(t2)(B1, B2, t1, t2) > 0 para
todo 81,82 € R" etodo t1,t2 € T.
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PROBABILIDADES DE SEGUNDA ORDEM

— Fungdes marginais:

Fuey (0, t1) = Fy(ey)x(ea) (@1, 00, t1, t2)
Futz) (@2, t2) = Fy(ey)x(t2) (00, @2, t1, t2)

fu(eny (01, 1) = / futr)xt2) (@1, @2, t1, t2)daz

—0o0

f(a) (02, 12) = / fu(t)x(t2) (01, 02, t1, t2)d s

—oo
— Regra de Bayes:

fe(t)x(2) (Qa, 2, t1, 12)
fu(ta) (2, t2)
fe(t)x(t2) (Qa, 2, t1, £2)
fu(t) (@1, t1)
F(ea)x(en) (@2, t2 | @, t1) By (Qa, 1)
fe(ta) (@2, t2)

ft)ix(e) (01, B | 2, t2) =

fr(ea)ix(e) (02, B2 | @1, t1) =

fe(r)ix(e) (01, B | 2, 1) =
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ESTOCASTICOS

PROBABILIDADES DE ORDEM k

FUNCAO DISTRIBUICAO DE ORDEM k (uma vez que relacional o com-
portamento de x(t) em dois instantes distintos de tempo) associada a um
processo estocastico x(&, t) como

Futy)-xgo(aa, -+ aug tr, - ) = P(x(t) < oa, -+, x(t) < )

para todo ti, -+ ,tx € T e todo a, -+ ,ax € R".

FUNCAO DENSIDADE DE ORDEM k (uma vez que relacional o comporta-
mento de x(t) em k instantes distintos de tempo) associada a um processo
estocastico x(&,t) como qualquer fungdo fi(t,)...x(y,) definida em R" que

satisfaca
Fxea)- e (o, - oue, ta, oo t)
/ /ak (t)ox(t) By s Bio b1y - tk)dBi - - dBa
para todo t1,--- ,tx € T etodo a1, - ,ax €ER" e
fe(tr)--x(t) (51,"',5k,t1,~~~,tk)20-
L J
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ESPERANCA E MOMENTOS DE P.E.

A MEDIA de um processo estocastico x(&, t) é dado por

oo

() = () = [ atiofas )da

— o0

que, no geral, sdo funcdes do tempo.

O VALOR MEDIO QUADRATICO de um processo estocastico x(&, t) &, para
o caso vetorial,

[e9]

P(t) = E(x(t)x(t)) = / aa £ (as t)da

— o0
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ESPERANCA E MOMENTOS DE P.E.

A (matriz de) VARIANCIA do processo x(¢, t) & dada por
Vi(t) = & ((x(t) = mx(£)) (x(8) = (1))
[ @m0 — (0 fpfa da

Permanecendo validas as relacdes:
Vi(t) = Pu(t) — px(t) ()’

e o Teorema Fundamental do Valor esperado

ProrFA GABRIELA R PROBABILIDADES, VA, PE



ESPERANCA E MOMENTOS DE P.E.

A (matriz de) AUTOCORRELAGCAO de um p.e. x(t) &€ a matriz Ry(t1, t2)
definida como

Ri(ti, t2) =& (X(tl)x(t2)l)

A (matriz de) AUTOCOVARIANCIA de um p.e. x(t) & a matriz Cc(t1, t2)
definida como

Vit 1) = € ((x(t1) — px(t2)) (x(t2) — p1x(22))')
sendo u(t) = E(x(t)).

e Observe que as definicdes acima, analogas as de v.a. foram formalizadas
para p.e. vetoriais. Salienta-se que tanto as definicées de v.a. quanto de
p.e. sdo validos para o caso x € R" ou x(t) € R”, sendo n > 1, o que
inclui o caso unidimensional.
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ESPERANCA E MOMENTOS DE P.E.

O COEFICIENTE DE CORRELAGAO de um p.e. x(t) € R & a relagdo
Vi(t, t
r(tl,tz) = 7( L 2)
Vx(t1)vx(t2)
sendo u(t) = E(x(t)).
A (matriz de) CROSS-CORRELAGAO entre dois processos x(t) e y(t) &
dada por

R (t1, t2) = € (x(t1)y(t2)") = Ryx(t2, t1)’

A matriz de CROSS-COVARIANCIA entre dois processos x(t) e y(t) & dada
por

Vig (t1, t2) = € ((x(t1) — px(t1)) (¥ (£2) — iy (£2))")

sendo ny(h7 tz) = ny(t1, tz) — /.I,X(t1),uy(t2)/.

ProrFA GABRIELA R PROBABILIDADES, VA, PE



ESPERANCA E MOMENTOS DE P.E.

Dois p.e. x(t) e y(t) sdo ditos MUTUAMENTE ORTOGONAIS se
R (t1,t2) =0, para toda escolha de tq, t2
e um p.e. ¢ DESCORRELACIONADO se

Vi (t1,t2) =0, para toda escolha de t1, t>

Dizemos que um p.e. x(t) € um RUIDO BRANCO se os valores de x(t;) e
de x(t;) sdo descorrelacionadas para todo t; e tj # t;.

Vix(t1,t2) = 0, para toda escolha de t1, t>
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PROCESSOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS

Dizemos que um p.e. x(t) € ESTACIONARIO NO SENTIDO ESTRITO se
x(t) e x(t+ 7) possuem as mesmas estatisticas para todo 7 : t,t+7 € 7.

Dizemos que um p.e. x(t) € ESTACIONARIO DE ORDEM k se sua fun¢do
distribuicdo Fy(;) ou densidade f,(;) de ordem k sédo invariantes sob translagdo

no tempo.
f;<(t1)~-<)((1.‘k)(CllaH C Ok, b1, 7tk)
= x(t1+T)~-x(tk+‘r)(a17 cee QT T +T)
paratodo T : t1, - -, tk,t1+T7 tk+TET.
L J

ProrFA GABRIELA R PROBABILIDAD:!



PROCESSOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS

e Nem sempre é possivel verificar todas as propriedades estatisticas de
determinado processo estocastico. Neste caso, utilizamos um conceito
mais abrangente (menos rigoroso) de estacionariedade.

Dizemos que um p.e. x(t) € ESTACIONARIO NO SENTIDO AMPLO
(WSS) se

[Lx(t) = Hx € Rx(tl)x(tz)(t17 t2) = Rx(tl)x(tz)(tl - t2)
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DENSIDADE ESPECTRAL DE UM P.E.

A POTENCIA ESPECTRAL (ou DENSIDADE ESPECTRAL) de um p.e.
WSS, x(t), real ou complexo, é a Transformada de Fourier S(w) da sua
autocorrelagdo Ry(e4ryx(t)(T) = E(x(t 4+ T)x*(t))

5((4)) = / Rx(t+7)x(t)(7)67JWTdT
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P.E. GAUSSIANO

Um P.E. GAUSSIANO x(t), t > 0, também chamado de P.E. NORMAL se
cada uma das v.a. x(t;) possuir uma distribuicdo conjunta normal para todo
conjunto i = 1,2, --- | n, qualquer que seja n € N*.

e Um p.e. gaussiano é completamente determinado por sua média e
covariancia. Representaremos este processo x(t) por

x(t) ~ N (px, %)

em que o2 corresponde a sua variancia.

ABILIDADES, VA, PE
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PROCESSO ESTOCASTICO ERGODICO

Dizemos que um p.e. x(t) € ERGOTICO se sua média temporal é idéntica
a sua média estocastica, ou seja,

lim (g(x(e)7 = € ((x(1)))

com probabilidade 1, para qualquer g(-) para a qual a integral acima exista.
O simbolo () denota a média temporal de (-) em T,

o)y =57 [ vod
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ESTOCASTICOS
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PROCESSO DE MARKOV

Um processo estocastico continuo é dito MARKOVIANO se ele satisfaz a
propriedade de Markov

P(a < x(t) < blx(to1) = x1,-+ -, x(t) = xl)

= P(a < x(tk) < b|x(ti-1) = kal)

em que tx sdo os instantes em que x(t) é observado. Analogamente, também
definimos a CADEIA DE MARKOV (caso discreto).

Um processo estocastico discreto é dito MARKOVIANO se ele satisfaz a
propriedade de Markov

’P(X(tk) = xk‘x(tk_l) = Xk—1, " ,x(t1) = xl)
= P(X(tk) = Xk‘X(tk—l) = Xk—l)
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ESTOCASTICOS
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CADEIAS DE MARKOV

e Seja uma cadeia de Markov, com funcdo densidade de probabilidade

fy() = pi(k), k=0,1,---

e De forma que, no instante inicial, podemos estabelecer a seguinte relacdo

pJ(O) é7D(Xo :J) j:0a17273a"'

e Note que temos uma CADEIA DE MARKOV FINITAse xx € TCN, T
finito. Caso contrario, se T é infinito, temos uma CADEIA DE MARKOV
INFINITA.
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CADEIA DE MARKOV

e Utilizando a definicdo de probabilidade condicional, podemos prever o
estado da cadeia a cada instante segundo

P(xk =ik, -+ , X0 = Io)

= P (Xk = ik|Xk_1 = I'k_l) . 7) (X1 = I.1’Xo = io) P(Xo = io)

e Sendo a cadeia um sistema dindmico, para prever seu estado futuro
devemos saber a probabilidade inicial associada a cada um dos estados

P (Xo = io)

e a probabilidade de transicdo de estados

P (xks1 = fk+1|Xk = k) = Pigiss VK
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ESTOCASTICOS
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CADEIA DE MARKOV

e Assim, definimos a MATRIZ DE TRANSICAO DE PROBABILIDADES

como
Poo  Po1
pPio P11

P=1...

Peo  Pe1

Se a probabilidade de transicdo ndo se altera com o tempo, dizemos que
temos uma CADEIA DE MARKOV HOMOGENA!

e A probabilidade acumulada entre os instantes k e 0 pode ser calculada
como

P(Xk =kt X0 = iO) = Pig_vix """ pi1iopfo(0)
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CADEIA DE MARKOV

e Podemos escrever ainda o vetor p(k) = {pi(k)} de probabilidades do
estado da cadeia de Markov no instante k, onde

Pin(n) =D P (o =in]xn-1=0)P (xo-1=0) = > prippe(n—1)
4 2

e Assim, a probabilidade dos estados futuros a partir do vetor de estados
atual ou inicial sdo dados, respectivamente, por

p(n) = p(n —1)P ou p(n) = p(0)P"
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CONVERGENCIA DA CADEIA DE MARKOV

e A cadeia de Markov entra em processo estacionario para n — oo, quando

p,-j(n) — 7y, Vi

em consequéncia, P" convergir equivale ao estado da cadeia de Markov
convergir. Neste caso dizemos que a cadeia entrou em estado permanente
ou em equilibrio com
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