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SISTEMA DE CONTROLE SUJEITOS A ENTRADAS ESTOCASTICAS

e Vamos considerar o sistema

l
|

FIGURA: Modelo entrada-saida de um sistema.

y(t) = Ge(u(t))

e Como sistemas de controle respondem a entradas estocasticas?

[0 Caracterizar o sistema G¢

[ caracterizar a entrada u(t)
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FIGURA: Sistemas Estocésticos e Sistemas Deterministicos
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e Neste curso, vamos
interpretar as diferencas na
saida da planta pela
existéncia de ruido
estocastico aditivo.

e Trés cendrios distintos s3o
possiveis:

Ruido de processo
Ruido de medida

Ruido de processo e
medida

y(t) = Ge(u(t), v(t)) +w(t)

FIGURA: Sistema Gc com entrada u(t) e
(@) ruido na equagdo (processo), (b) ruido
aditivo de medida (saida) e (c) ruido na
equacdo (processo) e ruido aditivo na
medida (saida).
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RESPOSTA DE SISTEMAS SUJEITOS A ENTRADA ESTOCASTICA

e Por simplicidade, vamos considerar o sistema anterior em que
O v(t) é a entrada estocastica com estatisticas p, e R, (7)

O y(t) é a saida a ser caracterizada

Ent3o

e Para um SISTEMA LTI CONTINUO temos

ty = pv Ge (0)

Ry(r) = / / gc(n)ge(r)Rv(T +rn — r2)dr dr
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RESPOSTA DE SISTEMAS SUJEITOS A ENTRADA ESTOCASTICA

e Como resultado, para um sistema LTI

SE v(t) E WSS, ENTAO y(t) SERA WSS!

e Analogamente, para um SISTEMA LTI DISCRETO temos

My = MvG(eio)

RIk= Y > elsalglralRilk + 1 — w2l

K]=—00 Kp=—00
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SISTEMAS SUJEITOS A ENTRADAS ESTOCASTICAS

RELAGAO cOM A DENSIDADE ESPECTRAL

TEOREMA

Se y(t) é descrita por uma relacio linear de v(t), entdo a densidade
espectral de y(t) é tal que

Sy(w) = |Ge(w)[* Sy (w)

e Para um sistema LTI discreto, teremos o analogo discreto para o célculo
de S,

e Decorre que podemos gerar um ruido colorido w(t) a partir de uma
transformac3o linear, h(t), aplicada a uma sequencia de v.a. i.i.d. com
média nula e varidncia unitéria, e(t), para o caso geral

Sw(w) = o?|H(&*)?

ProrFa GABRIELA MODELAGEM



TEORIA DE SISTEMAS — REVISAO

CONCEITOS INICIAIS

e SISTEMA é o conjunto fisico (ou n3o) que desejamos modelar.

[ Sistemas estaticos s3o representados por equacées algébricas

[J Sistemas dinamicos s3o representados por equacdes diferenciais

e Modelos s3o representacoes matematicas e, portanto, aproximacoes do
sistema real.

[J Os sinais de entrada podem ser manipulaveis ou n3o, medidas ou n3o.

[J Os sinais de saida podem ser medidos ou n3o.
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MODELO ENTRADA-SATDA

e Para o sistema

Entrada | v(t) Entrada | w(t)
SISTEMA
Entrada Saida

u(t)

:
3 :
—%—»» PROCESSO SENSOR d
i )
¢ :

FI1GURA: Elementos de um sistema dindmico.

O y(-) € RP ¢ a saida medida (observavel) do sistema
O u(-) € R™ é a entrada (exdgena) de controle (entrada manipulavel)

O v(-) € R™ e w(-) € R™ s3o entradas exdégenas ndo manipulaveis (ruidos)

v(:) e w(-) serdo entradas ndo mensuréveis chamados, respectivamente,
de ruido de processo e de ruido de medida.
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CARACTERISTICAS

e Simplificadamente, escrevemos y(t) = Gc(u(t))

u(t) y(t)

P (")

FI1GURA: Modelo entrada X saida de um sistema dinamico.

DEFINICAO IV.1

Um sistema é LINEAR se, e somente se, ele satisfaz a propriedades de
superposicio (ou adicdo) e de escalabilidade.

Ge(arui(t) + a2up(t)) = a1Gc(u1(t)) + a2Gc(u2(t))

para quaisquer coeficientes aj e ap e quaisquer processos ui(t) e up(t).
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T'EORIA DE SISTEMAS — REVISAO

CARACTERISTICAS

DEFINICAO IV.2

Um sistema é INVARIANTE NO TEMPO se a sua resposta em u(t + T)
corresponde a saida y(t + T), ou seja, uma translacdo no tempo de T na entrada do
sistema u(t) corresponde a uma translacdo de T unidades de tempo na saida y(t).

DEFINICAO IV.3

Um sistema é CAUSAL se sua resposta no tempo t depende somente

dos instantes de tempo até t. Neste caso, o sistema é dito nao-antecipativo.

e Sistemas LTI s30 causais se, e somente

gc(t) =0, Vt<0

MODELAGEM



TEORIA DE SISTEMAS — REVISAO

CARACTERISTICAS

e Neste curso, consideraremos sistemas lineares, invariantes no tempo,
reais e causais

e Em sistemas LTI (Lineares e Invariantes no Tempo) a resposta é
oo

y(t) = ge(t) * u(t) = / g(r)u(t — 7)dr

—o0

sendo gc(t) = Gc(d(t)) sua resposta ao impulso.

Nestes sistemas, as ESTATISTICAS DA SAIDA podem ser completamente
determinadas pelo conhecimento das ESTATISTICAS DA ENTRADA.
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REPRESENTAGAO EM ESPACO DE ESTADOS

e Sistemas LTI podem ser representados no espaco de estados por

x(t) = Acx(t) + Beu(t) + Jev(t)
y(t) = Cex(t) + Deu(t) + w(t)

w(-) € RP é o ruido de medida

e Neste caso temos um sistema a TEMPO CONTINUO, com t € T =R,
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REPRESENTAGAO EM ESPACO DE ESTADOS

e Analogamente,

x[k + 1] = Ax[k] + Bu[k] + T v[K]
y[K] = Cx[k] + Dulk] + w[k]

onde x[-] € R" é o estado
u[-] € R™ é a entrada do sistema
v[-] € R™ é a entrada de ruido na planta
y[-] € R? é a saida medida
w[-] € RP é o ruido de medida

e Neste caso temos um sistema a TEMPO DISCRETO, com ke T =N
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TEORIA DE SISTEMAS — REVISAO

LINEARIZAGAO DE SISTEMAS

e De uma forma geral, representacdo um sistema n&o linear continuo,
t € T = R4, no espago de estados como

x(t) = £ (x(t), u(t), v(t)), x(to) = x(0) = xo
y(t) = h(x(t), u(t), w(t))

onde chamaremos p(t) = (x(t), u(t), v(t), w(t)) o conjunto dos sinais x,
u, v e w, calculados todos em t.

DEFINICAO IV.4

O ponto pe = (Xe,Ue,0,0) € R" x R™ x R™ x R™ do espaco de esta-
dos é um PONTO DE EQUILIBRIO se p(0) = pe implicar em que p(t) = pe para
todo t > 0.

e Pontos de equilibrio podem ser estaveis, indiferentes ou instaveis
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T'EORIA DE SISTEMAS — REVISAO

LINEARIZAGAO DE SISTEMAS

e Diferentemente dos sistemas lineares, sistemas n3o lineares podem ter
mais de um ponto de equilibrio p. = (x., ue, 0,0), calculados como

f(Pe) =0

e Expandindo f(-,+,-) e h(,,-) em série de Taylor em torno de p.

of of of
X(t) = — t — t — t
*© 9x | p=pe O+ Ol p=p, “(0+ OV lp=p, =
oh oh oh
O — t)+ — t) 4+ =— t
y()= o - x(t) + == - ur) + = - w(t)

e Para o caso vetorial, utilizamos a matriz Jacobiana

ProrFa GABRIELA
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RESPOSTA TEMPORAL DE SISTEMAS CONTINUOS

e Parat € T =R, temos

x(t) = Acx(t) + Beu(t) + Tev(t)
y(t) = Cex(t) + Deu(t) + w(t)

cuja resposta temporal é dada por

x(t) =  P(t,to)x(to) +/ &(t, 7) [Beu(r) + Tev(7)] dT
—_———

to
Resposta a entrada nula

Resposta a condigGes inicias nulas

o O(t,to) = {¢;j} é a matriz de transicdo de estados definida como

d’(t to) = AC¢(t7 t0)7 ¢(t07 tO) =1
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RESPOSTA TEMPORAL DE SISTEMAS CONTINUOS

e Em um sistema LTI,

d(t, to) = ee(t=t)
sendo ef<f = g1 {(sl - AC)_l}.

Propriedades da Matriz de transicdo ®(t, to)

> d(t,t)=1
> ¢(t2, to) = ¢(t2, tl)q)(tl, to), VYt € [to, tz]
> d(

t,t) = O(t, to)P(to, t) = (¢, t) = D(to, t) ™", dada a existéncia
de o(t,t)™!
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RESPOSTA TEMPORAL DE SISTEMAS DISCRETOS

e Analogamente, para k € T =N
x[k + 1] = Ax[K] + Bulk] + T v[K]
y[k] = Cx[k] + Dulk] + w[K]

cuja resposta temporal é dada por

k—1
x[k] = Akx Ak=i=118y[f v[i
(k] [0] +’_Z:0j [Buli] + Tv[i]

Resposta a entrada nula

~~
Resposta a condigGes inicias nulas

e Note que as medidas em um sistema fisico sdo realizadas de forma
discreta, ou seja, de forma finita e contavel
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DISCRETIZAGAO DE SISTEMAS

e A partir da solucdo do sistema continuo

x(t) = d(t, to)x(to) + / &(t, 7) [Beu(r) + Tev(T)] dT

to

e Tomando intervalos de tempo contantes T > 0, tal que os instantes de
amostragem {tx }xen definem

%5
X(tpr1) = ettt x(,) + / eAelte1=T) B u(r)dr

ty

Tkl
+/ eAC(t"H*T)JCv(T)dT

t

em que u(7) = u(tk), V7 € [tk, tit1)
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ESTABILIDADE DE SISTEMAS

e Para o caso discreto de interesse

x[k + 1] = Ax[k], x[0] = xo
y[k] = Cx[k]

DEFINICAO IV.5

O sistema serd ESTAVEL a partir do instante de tempo k > ko, se para
cada valor ¢ > 0 pequeno, existir um valor § > 0 tal que ||x[ko]||2 < € implicar em
|x[ki]ll2 < 8, para todo ki > ko.

e Esta definicdo corresponde a

Todos os autovalores de A devem estas localizados dentro do circulo
de raio unitario centrado em 0 + 0/, do plano complexo!
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ESTABILIDADE DE SISTEMAS

e Dizemos ainda que

DEFINICAO IV.6

O sistema discreto LTI serd ASSINTOTICAMENTE ESTAVEL se o es-
tado x, a partir do instante de tempo k > ko for estavel e, além disso, existir um
n > 0 tal que ||x[ko]|l2 < n implicar em limy_, o ||x[k]||2 = 0.

e Estas definices sdo aplicaveis a sistemas com ENTRADA NULA, para
entradas n3o nulas recorremos ao conceito da BIBO estabilidade.
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ESTABILIDADE DE SISTEMAS

e Adicionando o sinal de entrada u[-] ao sistema discreto, teremos

x[k 4+ 1] = Ax[k] + Bulk], x[0] = xo
y[k] = Cx[k] + Dulk]

e definimos

DEFINICAO IV.7

O sistema acima serd BIBO ESTAVEL se existir uma constante finita 1
tal que, pata todo instante j e toda entrada ulk], a resposta correspondente do
sistema y[k], para x[j] = 0, satisfizer
sup [ly[k]ll2 < nsup [|ulk]ll2

k>j

k=j

e BIBO (BOUNDED INPUT BOUNDED OUTPUT)
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CARACTERISTICAS DAS RESPOSTAS TEMPORAIS

e Seja um sistema continuo de PRIMEIRA ordem do tipo

x(t) + (1/2)x(t) = u(t), x(0) =0, 7>0

sua resposta temporal ao degrau unitério u(t) = 1 seré do tipo

ot : e : [J Constante de Tempo

5
tis]
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CARACTERISTICAS DAS RESPOSTAS TEMPORAIS

e Seja um sistema continuo de SEGUNDA ordem do tipo

x(t) + 2.8%(t) + 4x(t) = u(t), x(0) =x(0) =0

sua resposta temporal ao degrau unitério u(t) = 1 seré do tipo

[0 Erro em regime

[J Tempo de estabilizacdo

ol para €%
Fod [J Overshoot maximo

oat [ Tempo de subida
! [ ! [J Tempo de pico

5
tis]

FI1GURA: Resposta ao degrau de um sistema de segunda ordem.
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CONTROLABILIDADE / ALCANQABILIDADE

DEFINICAO IV.8

O sistema discreto LTI é CONTROLAVEL se, dado qualquer condicio
inicial x[ka), existe um sinal de entrada u[k], para k, < k < kp, tal que x[kp] = 0,
para algum k.

DEFINICAO IV.9

O sistema discreto é ALCANCAVEL se para quaisquer dois estados x, e
xp existir um sinal de entrada u[k] para ka < k < kp que levard o sistema de

x[ka] = xa até x[kp] = xp.

e Alcancabilidade implica em controlabilidade. O inverso sé serd verdadeiro
se a matriz A for inversivel
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CONTROLABILIDADE / ALCANQABILIDADE

e Na pratica, determinamos se um sistema LTI é alcancavel através da
matriz de controlabilidade

Ch=[B AB ... Arip]

LEMA IV.1

O sistema LTI discreto é ALCANCI:\VEL se, e somente se,
rank(Cp) = n
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OBSERVABILIDADE

DEFINICAO IV.10

O sistema LTI discreto é OBSERVAVEL se qualquer condico inicial x[ko] puder
ser unicamente determinada pela sua resposta a entrada nula correspondente y[k]
em k; < k < kp, com ky, finito.

e Analogamente, a observabilidade pode ser determinada a partir da matriz
de observabilidade

On=[cr A .. (ae]

LEMA IV.2

O sistema LTI discreto é OBSERVAVEL se, e somente se,
rank(On) = n

Prora G/
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MODELO ENTRADA-SATDA

e Qutra possivel representacdo matemética de um sistema LTI é através do
seu modelo entrada-saida que relaciona diretamente a entrada do sistema
a sua saida correspondente.

e Para isso, vamos introduzir o OPERADOR DE ATRASO g~ !, sendo
x[k 4 t] = g*x[k]. Portanto, se existir (g/ — A)7!,

x[K] = (g — A) ! BulK]

yIk = (C(ql = A)~'B + D) u[k] = H(q)ulk]
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MODELO ENTRADA-SATDA

e H(q) é chamada Funcdo de Transferéncia, racional em g

_ Cadj(q/ —A) B+ D det(q/ —.A) _ B(q)

det(q/ — A) ~ Alg)

H(aq)

e Em sistemas MIMO, caso geral, teremos cada elemento da matriz
H(q) = {Hii(q)} determinado por

Hij(q) = _“/34’1((:))

e As raizes de Bj(q) sdo chamadas de zeros de H(q)

e As raizes de A(q) sdo chamados polos de H(q)

MODELAGEM



T'EORIA DE SISTEMAS — REVISAO

MODELO ENTRADA-SATDA

e A relacdo entrada-saida sera

BU(CI)
vk ]*Z AGq)

em que, para ns > np,

A(@) = 4" + a(n,_1)q™ "+ + a1g + a0
Bjj(q) = bijn, a" + bj(n,—1)a™ " + -+ + bjiq + bijo

e que representam o conjunto de i X j equacées a diferencas

ny—1
yilk+nal + Y~ aoyilk+4 = Zb,,eu,[kwl
£=0 £=0
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