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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

CARACTERIZAGAO DO RuiDO ESTOCASTICO

e Para estudo do modelo, vamos considerar ruido aditivo, sendo

w(t)

u(t)

y(t) = Go (u(t)) + Ho(e(®))

FIGURA: Sistema com entrada u(t) e ruido aditivo de medida w(t).
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS S

CARACTERIZAGAO DO RuiDO ESTOCASTICO

e Sendo w[k] desconhecido a priori, como caracteriza-lo?

¥

Determinando TODAS as suas p.d.f conjuntas?
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po Ruipo E:
MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS > ) SISTEMA
ODELOS PARA

CARACTERIZAGAO DO RuiDO ESTOCASTICO

e Sendo w[k] desconhecido a priori, como caracteriza-lo?

¥

Determinando TODAS as suas p.d.f conjuntas?

4

w(k] é um ruido GAUSSIANO : caracteristicas de 1a e 2a
ordens sdo suficientes!
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po Ruipo E:
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ODELOS PARA

CARACTERIZAGAO DO RuiDO ESTOCASTICO

e w(k] pode ser construido a partir de um ruido branco

oo

wikl = h(j)elk - j]

j=0

e[k] wlk]

— W)

F1GUrA: Modelo entrada-saida do ruido

o {e[k]}xen é uma sequéncia de ruidos brancos i.i.d, com e[k] ~ N(0, 5°)
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

e Relembrando, g /w[k] = w[k — j]. Assim,

wk] = H(@)elk] :  H(a) =) h(j)a~
j=0
e Média e covaridncia de w[k]
Ew[K]) =0 & (wl[klw[k —7]) = o2 Z h(j)h(j — 1)
j=0

wlk] é WSS!
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

CARACTERIZAGAO DO SISTEMA

e Para o sistema completo, teremos

Ik =" g(ulk =i+ wikl = g(i)a/ulk] + wik] = G(q)ulk] + H(q)elK]

Jj=0 Jj=0

e Para o caso de um sistema originalmente continuo, podemos escrever

-1
G(q) =~ G <q ) ,  Aproximac3o de Euler

ou,

2g-—1

G =~ G,
(@) C(Tq-i-l

) ,  Aproximacdo de Tustin
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MODELOS DE SISTEMAS LTI

e Sistemas LTI podem ser caracterizados por

Resposta ao Impulso do Sistema: {g[k]}2,

Densidade espectral do ruido: Sy (w) = cr2|H(e/'W)|2

p.d.f. de e[k], alternativamente por E(e[k]) e £(e[k]?)

e Mesmo conhecendo e[k], precisamos DETERMINAR {g(q)} e {h(q)}

| {9(@)} e {h(q)} sio SEQUENCIAS INFINITAS em ¢ |
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MODELOS DE SISTEMAS LTI

e Sistemas LTI podem ser caracterizados por

Resposta ao Impulso do Sistema: {g[k]}2,

Densidade espectral do ruido: Sy (w) = cr2|H(e/'W)|2

p.d.f. de e[k], alternativamente por E(e[k]) e £(e[k]?)

e Mesmo conhecendo e[k], precisamos DETERMINAR {g(q)} e {h(q)}

| {9(q)} e {h(q)} sio SEQUENCIAS INFINITAS em ¢ |

| Séries de Poténcias Truncadas
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

MODELOS DE SISTEMAS LTI

e A ldentificacdo de Sistemas paramétrica corresponde a encontrarmos
um modelo do tipo

ylk] = G(q)ulk] + H(q)e[K]

em que as funcSes de transferéncia possuem coeficientes, em quantidade
finita, a serem determinados.
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

MODELOS DE SISTEMAS LTI

e A ldentificacdo de Sistemas paramétrica corresponde a encontrarmos
um modelo do tipo

ylk] = G(q)ulk] + H(q)e[K]

em que as funcSes de transferéncia possuem coeficientes, em quantidade
finita, a serem determinados.

PARAMETROS : ¢ (vetor)

portanto,

ylk] = G(6, q)ulk] + H(0, q)e[]

(Familia ou Conjunto de Modelos)
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

MoDELOS BLACK-BoOxX

e Ha diferentes familias de modelos determinados pelas funcdes de
transferéncia G e H

e G e H serdo funcdes racionais em 6 e g

e G e H serdo deteminadas a partir das medidas dos sinais de ENTRADA
e SAIDA realizadas no sistema

e Notacdo:

* Pardmetro 0 obtido a partir dos coeficientes dos polinémios envolvidos nos
modelos

0:[31 a -+ apna b1 by -+ by ]l

para polinémios do tipo
A@)=1+a1g ' +aq >+ +anqg ™
B(q) = b1g7' + b2g 2 + -+ bug™™
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS C ERIZAGAO DO SISTEMA
FAMILIAS DE MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MobpELO ARX

y[k] + a1y[k — 1] + - - - + anay[k — na]
= brulk — 1] + baulk — 2] + - - - + bppulk — nb] + e[K]

(Modelo com Erro na Equagdo)

!

Pardmetro 6 = [al a -+ ana b1 by - b,,b]
Polindmio A(g) =1+ ag 4+ ag i+ +ang ™
Polindmio B(q) = big™* + bag % + -+ + bwq ™™

e Podemos escrever

G(q,0) = %
H(q.0) = ﬁ
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

MobpELO ARX

e O diagrama de blocos correspondente é

Uk Yk

2
S
I
S
[
e

que corresponde a

A(q)ylk] = B(q)ulk] + e[]

(Familia de modelos Autoregressivo com Entrada Exégena (ARX))
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

MobpELO ARX

e Modelo ARX

Autoregressivo pois y[k] depende de seus valores anteriores
Com Entrada Exdgena pois depende de u[k]

Ruido passa pela dindmica do préprio sistema (1/A(q)) (?)

e Caso particular: na=0 = A(q) = 1, ent3o

yIk] = B(q)ulk] + e[K]

(Familia de modelos Resposta ao Impulso Finita (FIR))
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS C. ERIZAGAO \
FAMILIAS DE MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MobpeLo ARX - ESTIMADOR

e Podemos escrever

ylk] = B(q)ulk] + [1 — A(@)ly[K] + e[]

Se o erro e[k] é o erro de estimac3o, entdo

J(k|0) = B(q)ulk] + [L — A(q)]y[K]

(Estimador ou preditor ARX para y[k])
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

MopeELo ARX — REGRESSAO LINEAR

e Para o vetor de regressores ,
(k) = [~ylk 1] --- —y[k — na] ulk—1] --- ulk — nb]]
e para o vetor de parametros ,
0= [31 a -+ apa b1 bo - bnb]

y(k|0) = 0" (k) = (k)0
(Regressi3o linear)
e Caso alguns parametros sejam conhecidos, podemos separa-los gerando

§(k10) = 0o (k) + (k)
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@©! 1 ) RUiDO F
MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS C. SISTEMA

ERIZACAO ) S
FAMILIAS DE MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MobpELoO ARMAX

e Adicionamos flexibilidade ao modelo, adicionando uma Média Mével ao
ruido branco

ylk] + a1y[k — 1] + - - - + anay[k — na]
= byulk — 1] + - - - + bppulk — nb] + e[k] + cie[k — 1] + - - - + cnce[k — nc]

(Modelo com Erro na Equacio)

nc

que gera, para C(q) =14+ caqg '+ + coeq™™,

A(q)y[k] = B(q)ulk] + C(q)e[K]

(Familia de modelos Autoregressivo com Média Mével e Entrada Exdgena
(ARMAX))
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CARACTERIZAGAO DO RUID(
MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS TEF QA0 D( S

FAMILIAS DE MODELOS I

TE
PARAMETRICOS EM FT

MobpELoO ARMAX

e O diagrama neste caso, torna-se

e
c
H(q) = 5%
U s Yk
B
—>Glo) = i O
com vetor de pardmetros correspondente
!
9:[31"'3na by bp Cl"'Cnc]
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS CAF IZAGAC ) SI
FAMILIAS DE MODELOS PARAM 1cos EM FT

MobpeELo ARMAX - ESTIMADOR

e Separando o ruido branco

%y[k]

B(q)

= @u[k] + e[K]

que leva ao estimador da forma
y(k16) + [C(q) — 1] 9(k|6) = B(a)ulk] + [C(q) — A(q)] ¥[K]

Portanto,

C(q)y(k|0) = B(q)ulk] + [C(q) — A(q)] y[K]

(Estimador ou Preditor do modelo ARMAX)
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS CARACTERIZAGAO
FAMILIAS DE MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MopELo ARMAX — REGRESSAO PSEUDOLINEAR

e Podemos escrever a equaco anterior como
y(k10) = B(q)ulk] + [1 — A(q)l y[k] + [C(q) — 1] (k, )
com e(k, 0) = y[k] — 7(k|0).

e Observe que para o vetor de regressores

p(k) = [—ylk=1] - —ylk—na] u[k—1]

ulk —nb] e(k—1,8) - e(k—nc,0)] = (k,0)
teremos

§(k|0) = 0'o(k,6) = (K, 0)'0

(Regressdo pseudolinear)
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS \
FAMILIAS DE I\IUDELO\ PARAMETRICOS EM FT

OuTROS MODELOS T1PO ERRO NA EQUAGAO

e Para uma maior flexibilidade do modelo, poderiamos adicionar outras
funcées de transferéncia ao ruido!

Adicdo de um modelo AR

A(q)y[k] = B(q)ulk] + e[K]

D()

(Familia de modelos ARARX)
Adi¢cdo de um modelo ARMA
¢(a)
D(q)

(Familia de modelos ARARMAX)

A(q)y[k] = B(q)ulk] + ——e[K]
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

_1
A(q)

F1curA: Diagrama de blocos da familia de modelos ARARMAX

Yk

Observe que todos sao filtrados por

1
A(q)
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS (o) IZAGAO \
FAMILIAS DE MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MoDELO ERRO NA SAIDA

e Para tentar tirar a dependéncia de A(q), vamos definir z[k], uma saida
livre de ruido definida como

z(k) + fiz(k — 1) + - - - forz(k — nf) = byu[k — 1] + - - - + bppul[k — nb]

o Neste caso, no modelo ARX, chamando F(q) =1+ fig 4+ -+ firg™""

B(q)

YK = 2(6) +elk] = £

ulk] + e[K]

(Familia de modelos Erro na Saida (OE))
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

MoDELO ERRO NA SAIDA

e Sua estrutura de blocos é

€L

Uk Yk

—

—_— B

(¢
F(q

~

F1curA: Diagrama de blocos da familia de modelos OE

ESTRUTURA MAIS FACIL DE SER IDENTIFICADA, porém sem
flexibilidade no sinal de erro!
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS \
FAMILIAS DE I\IUDELO\ PARAMETRICOS EM FT

MODELO ERRO NA EQuagAo — ESTIMADOR

e O sinal z[k] n3o pode ser fisicamente observado. Assim, por construcdo
z(k) = z(k,0), e escrevemos

z(k,0) + fiz(k —1,0) + - - - fupz(k — nf,0) = byulk — 1] + - - - + bppulk — nb]
onde
0=[br - by fi oo o]’

e Um estimador para este sistema é

3(k16) = 2 a1l = 2(k.0)

(Estimador ou Preditor para o Modelo OE)
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS C. ERIZAGAO \
FAMILIAS DE MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MoDELO ERRO NA EQUAGAO — REGRESSAO PSEUDOLINEAR

e Considerando

o(k,0) = [ulk—1] - ulk—nb] —z(k—1,0) -+ —z(k—nf,0)]’

teremos

y(k|0) = @(k,0)'0 = 0" o(k, 0)

z(k — j,0) ndo pode ser observado, mas pode ser CALCULADO
como z(k — j,0) = y(k — j|0)!
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS
F\l\llLL\\ DE I\IUDELO\ PARAME 208 EM FT

MobpeELo BOX-JENKINS

e A partir do modelo OE, adicionamos uma estrutura do tipo ARMA ao erro.

B(q)

ylk] = Fla)

c(a)
olk] + el

(Familia de modelos Box-Jenkins (BJ))

e Seu diagrama de blocos é dado por

up,

( Yk

|
e

F(q

F1cURrA: Diagrama de blocos do modelo BJ
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@©! 1 ) RUiDO F
MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS C. SISTEMA

ERIZACAO ) S
FAMILIAS DE MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MobpeELo BOX-JENKINS - ESTIMADOR

Sua estrutura apresenta funcdes G(q) e H(q) independentes!

e Seu preditor natural é

_ D(q)B(q)
C(q)F(a)

C(q) — D(q)
C(q)

(Estimador ou Preditor do modelo (BJ))

y(k|0) ulk] + y[k]

e Seu preditor implica no método de regressao pseudolinear, com
paradmetros

0:[171 o+ bpp €1+ Cpe dioccc dpg Ao fnf]/
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

EF \
FAMILIAS DE I\IUDELO\ PARAMETRICOS EM FT

MODELO GERAL

e Outros modelos podem ser gerados a partir de escolhas particulares do
polinémios A(q), B(q), C(q), D(q) e F(q)

e De uma forma geral

B(q)

Ak = 255

ulk] + =S elk]

C(q)
D(q)

e Este modelo permite facilmente inserir DELAY no caminho
ENTRADA-SAIDA, sendo u[k — nk + 1] = ulK]

—nk B(q)
F(q)

C(q)
D(q)

(Familia Geral de Modelos)

A(q)ylk] = q ulk] + =——e[K]
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS CaR ) SISTE

ERIZACAO \
FAMILIAS DE MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MobpELO GERAL — ESTIMADOR

e Para o caso sem atraso na equacdo, o preditor é

ooy — Bla)D(q)

_ D(q)A(q)

c@ ] y[K]

(Preditor ou Estimador para o Modelo Geral)
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS A IZAGAC ) SI
OE MODELOS PARAM 1cos EM FT

MODELO GERAL — TABELA DE FAMILIAS

TABELA: Familias de modelos derivadas da Estrutura Geral

Nome da Familia Operadores Utilizados
FIR - B(q)
ARX _— A(q), B(q)
ARMAX —_— A(q), B(q), C(q)
ARMA _— A(q), C(q)
ARARX - A(q), B(9), D(q)
ARARMAX ——  Al9),B(q), C(q), D(q)
OE _— B(q), F(q)
BJ ——  B(9),C(a). D(q), F(q)
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS AC A(
F\le\ DE M DDELOS

MODELO GERAL — REGRESSAO PSEUDOLINEAR

e Podemos reescrever o Preditor para o Modelo Geral como

y(k|0) =B(q)D(q)ulk] + [1 — C(q)F(q)] #(k|0)
+ F(q)[C(q) — A(q)D(q)] ¥[K]

que nos pernﬁte escrever

9(k10) = B(q)D(q)ulk] + [C(q)F(q) — 1] e(k,0) + [L — F(q)A(q)D(q)] y[K]

onde e(k,0) = y[k] — y(k|0).

e De forma equivalente,

2(k,0)

D(a) (@
q
(k.0 = 23 | At - Z 2o

v(k,0)
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MODELOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS 5 DC
E MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MODELO GERAL — REGRESSAO PSEUDOLINEAR

e Consequentemente, temos

“(k.0) =yl = 5(KI6) = 2B v(k.0)
v(k,0) = A(q)y[Kk] — z(k,6)
2(0.0) = 23 uli
e Reescrevendo
z(k,0) = byulk — 1] + - - - + bppulk — nb] — fiz(k — 1,0) — - - - — forz(k — nf, 0)

v(k,0) = y[k] + a1y[k — 1] + - - - 4+ anay[k — na] — z(k, 0)

e(k,0) = v(k,0) + div(k —1,0) + - - + dpgv(k — nd,8) — cre(k — 1,0)
— -+ — cpee(k — nc, 0)
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FAMILIAS DE MODELOS PARAMETRICOS EM FT

MODELO GERAL — REGRESSAO PSEUDOLINEAR

e Assim,

y[K] = 9(k,0) = div(k = 1,0) + - - + dngv(k — nd, 0) — c1e(k — 1,0)
— -+« — cnce(k — nc, 0) + v(k,0)

v(k,0)=ylk]4+aiy[k — 1] + - - - + anay[k — na]—z(k, 0)
PN

z(k,0)= biulk — 1] + - -+ + bypulk — nb] — fiz(k — 1,0) — - - - — forz(k — nf, 0)

e Reorganizando a expressiao

y(k,0) = Glgo(k, 0) = w(k, 0)/0

em que

9:[81 v apa b1 ocor by A oo fyf a4 o Cpe dio-- dnd]l

p=[-ylk=1 -+ ylk—na] ulk—1] -+ ulk—nb] —z(k—1,0)
—z(k—nf,0) e(k—1,0) - e(k—nc,0) —v(k-1,0) -+ —v(k—nd,0)]
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