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INTRODUGAO

DEFINICAO DO PROBLEMA

e Técnicas de estimacio de parametros ESTATICOS, posteriormente
estendido para estimacdo de parametros DINAMICOS no tempo.

e Vamos considerar a forma geral na forma de Regressdao Pseudolinear

Ikl = ¢(k,0)'0 + wlk]

0 é o vetor de pardmetros desconhecidos
em que,  é o vetor dos regressores referente a k medidas conhecidas
w[k] é um ruido que corrompe a leitura de ¢’
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INTRODUGAO

DEFINICAO DO PROBLEMA

e Consideremos um conjunto de k medidas y[j], u[j], j =1,2,--- , k do
pardmetro 6 na presenca do ruido de medida w|-], representado por

¢ 2 {y[j], uljl}.; (conhecido)

e Nosso objetivo é

Encontrar uma funcdo destas k observacdes do pardametro 6 do tipo

O = 0(k, )

e que ESTIME o valor de 6§ segundo algum critério preestabelecido.

e Para isso, definiremos o erro da estimacao realizada como

620—19
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INTRODUGAO

DEFINICAO DO PROBLEMA

e Os METODOS DE ESTIMACAO PARAMETRICA corresponde ao
mapeamento X — 0

e Como escolhemos o melhor estimador? Dentre quais métodos?

e Para isso, precisamos entender duas possiveis abordagens:
m 0 é deterministico. H4 UM UNICO valor verdadeiro

m 0 é uma variavel aleatéria. Sua p.d.f é CONHECIDA E CONSTANTE
durante as medicdes
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INTRODUGAO

PARAMETROS DETERMINISTICOS

e Conhecida como abordagem n3o bayesiana (abordagem de Fisher)

e Nesta abordagem definimos uma funcdo de verossimilhanca A, (0).

DEFINICAO V.1

A funcdo de verossimilhanca corresponde a p.d.f das medidas
de 0 condicionadas a 0.

Ay(0) = £10(Bla)

e Observe que, neste caso, ndo ha conhecimento prévio da estatistica do
pardmetro
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INTRODUGAO

PARAMETRO ESTOCASTICO

e Conhecida como abordagem bayesiana

e Temos conhecimento a priori de fy(a), que permanece o mesmo durante
todo o processo de medicdo.

e Dado um conjunto de k (fixo) medidas com f,(3) = ¢, seguindo a férmula
de Bayes, dado (f,9(/3]c)), determinamos a densidade a posteriori
conforme

fy16(Bla)fa ()

fory(alB) =

¢ também ¢é dita constante de normalizacdo.
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INTRODUGAO

METODOS DE ESTIMAGAO

Escolhida uma FAMILIA DE MODELOS

¥

Objetivo:

Encontrar uma estimativa coerente para o vetor 6.

e Diferentes modelos geram diferentes erros de predicdo

¥

e Escolha do modelo baseada no ERRO DE PREDICAO

e(k, x) = y[k] = 9(k, x)

segundo algum critério estocastico, dado ¢* = [y[l] <o ylk] - ulk] ]
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INTRODUGAO

METODOS DE ESTIMAGAO

e Vamos considerar a familia de modelos genérica

y[k] = G(q, 0)u[k] + H(q,0)e[K]
e Seu preditor associado corresponde a

(ko) = Wy(q,0) ylkl+ Wu(q,0) ulk]
N—— S——

[1-H=1(q.0)] H=1(4,0)G(q,0)

Exercicio: Reescrever o sistema

Xkp1 =  Axg + Buyg
vk = Cxx+ Dug+ vy

na representacdo padrdo e indicar a qual familia de modelos pertence.
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INTRODUGAO

METODOS DE ESTIMAGAO

NOTACAO DE ESTIMADORES

> Aqui, Xy denota a estimativa de x dadas k observacées
» Para um conjunto de k observacdes de x, denotamos por

(Y) £ %(k, YK) & 2(k, ©¥)

» Faremos ainda a simplificacdo

fuy(@]B) = ), (x|y) denotada apenas por £,
Analogamente para as p.d.f. marginais.

NOTA: x é o pardmetro a ser estimado, Yj, a medida realizada no instante j e w;j, o

ruido de medida que incide sobre a j-ésima leitura.

ESTIMAGAO PARAMETRICA



PRINCIPAIS METODOS DE ESTIMAGAO

MAXIMA VEROSSIMILHANGCA

e Estimador de maxima verossimilhanca (ML — Maximum Likelihood)
e Método nao bayesiano com estimador

fME(Y) = argmax Ay (x) = arg max i
X X

e Ha um dnico valor verdadeiro x = xg

o $ML(Y) é um vetor de medidas (aleatério) dada a presenca de w[],
obtido segundo

dAv(x) _ dfyix
dx  dx
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PRINCIPAIS METODOS DE ESTIMAGAO

MAXIMO A POSTERIORI

e Estimador de méaximo a posteriori (MAP — Maximum A Posteriori)

e Método bayesinao, pressupde que x € uma v.a. e sua estimativa é obtida
a partir da p.d.f. a posteriori

fy\xf;
fy

SMAP (Y) = arg max fy|y = arg max |:
X X y

onde f, # 0.

e Tanto o parametro x quanto sua estimativa X sdo v.a.




PRINCIPAIS METODOS DE ESTIMAGAO

EXERcicIOS

Obtenha o melhor estimador ML para um paradmetro x, dado que o ruido que
entra no sistema é w ~ N(0,02), e sua medida descrita por

y=x+w

Vamos considerar agora que temos k medidas realizadas do parédmetro x, e
portanto

ylil=x+wll, j=12--k

sendo os ruidos conhecidos com w[j] ~ N(0, 52), para todo j. Calcule o melhor

estimador &ML nesta nova situacio.

Por fim, obtenha o melhor estimador $MAP de x ~ N(x,02), para um
experimento descrito conforme

y=x+w, w~N(0,0)

Estimar (utilizando o estimador ML, o valor de um pardmetro x a partir de um
conjunto de k medidas y;, i = 1,2,--- | k, sendo sua média nula e varidncia
também desconhecida.




PRINCIPAIS METODOS DE ESTIMAGAO

MiNIMOS QUADRADOS

e Estimador dos minimos quadrados (LS — Least Squares) é outro método
nao bayesiano

e Dado um conjunto de medidas y; = h(j,x) + w; com j=1,2,--- ,k, a
estimativa de x é tal que

k
RES(Y) = argmin § [y — (i, )1

=1

e y é uma funcgdo n3o linear de x através de h(j, x)

e N3o ha hipdtese sobre o ruido w. Para w gaussiano, o estimador LS
corresponde ao estimador ML.
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PRINCIPAIS METODOS DE ESTIMAGAO

MiNIMO ERRO QUADRATICO MEDIO

e Estimador do minimo erro quadratico médio (MMSE — Minimum Mean
Square Error)

e Contrapartida aleatéria do estimador dos minimos quadrados, ou seja, x é
uma v.a. com p.d.f. conhecida a priori

e Estimador calculado conforme

oo
SMMSE(y) — £(x]Y) é/ xf |, dx

—oo
que é a solucdo de
SMMSE(y) — arg min & (()"( — x)?| Y)
X

o A estimativa MMSE serd uma v.a. em decorréncia de x e w serem v.a.
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DES DOS ESTIMADORES

POLARIZAGAO DE ESTIMADORES

e BIAS é um valor persistente que distancia a estimativa do valor verdadeiro
de um parametro.

DEFINICAO V.1

Um estimador é dito Nao Polarizado (unbiased) se o erro de estimativa
possui média nula, ou seja,

£(®x)=0, x

[1>

X —X

e Interpretacdes:

m Abordagem nao bayesianas

€(x(Y)) =x

onde xg é o valor verdadeiro do parametro x.
m Abordagem bayesianas.

Ex(Y) =£€(x)

sendo f conhecida a priori e f,, calculada.
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PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES

POLARIZAGAO DE ESTIMADORES

DEFINICAO V.2

Um estimador é dito (simplesmente) NAO POLARIZADO se a Definicdo
V.1 é valida para todo k.

DEFINICAO V.3

Um estimador é dito ASSINTOTICAMENTE NAO POLARIZADO se a
Definicdo V.1 é valida para k — oo.
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PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES

VARIANCIA E ERRO QUADRATICO MEDIO DE UM ESTIMADOR

DEFINICAO V.4

A variancia (covariancia) de um estimador ¢é definida como

var (%) 2 € ([%(Y) — £ (K(V)P)
cov (£) £ € (I%(Y) — € GYDIR(Y) - £ &)

DEFINICAO V.5
O erro quadratico médio (MSE) definido, para o caso escalar, como
MSE (%(Y)) = £ (£2)
onde X £ x — X, ou para o caso vetorial

MSE (%(Y)) = & (&)
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PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES

VARIANCIA E ERRO QUADRATICO MEDIO DE UM ESTIMADOR

> O MSE(X) indica a dispersdo do estimador em torno do valor verdadeiro
do pardmetro x enquanto a cov(X) é utilizada para avaliar sua
convergéncia para o valor médio.

> Para o caso de estimador unbiased, temos que £ (X(Y)) = x.

m Se x for ainda NAO BAYESIANO
MSE (%(Y)) = £ (22) = & ([%(Y) = x0]?) = & ([%(Y) — £ Z(V))
= var(%(Y))

m Se x for BAYESIANO
MSE (%(Y)) 2 € ([%(Y) = x*) =& (€ (’x(Y) =« |Y))
=& (MSE (%()|Y))

& (MSE ()?( Y)| Y)) é o erro médio quadratico condicional.
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PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES

DEsvio PADRAO DE UM ESTIMADOR

DEFINICAO V.6
O desvio padrdao de um estimador é dado por

T3(y) = \/ var (X(y))
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PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES

CONSISTENCIA DE UM ESTIMADOR

DEFINICAO V.6

Um estimador é dito consistente se a estimativa convergir para o valor
verdadeiro em algum sentido estocastico.

» Equivale a exigir que o erro de estimacdo convirja para zero, sob algum
sentido estocastico

» Calculamos

m Para o caso ndo bayesiano
lim & ((x(k, Y¥) = x0)?
Jim & ((%(k, Y*) = x0)?)
m Para o caso bayesiano,

Jim € (((k, Y*¥) = x)?)

» Nos dois casos acima, se limy_ o0 £ ()"(2) = 0 o estimador serad consistente.




PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES

LIMITANTE INFERIOR DE CRAMER-RAO E INFORMACAO DE FISHER

» A(x) = f,|x, por construcdo, pode ser entendida como a quantidade de
informacdo que temos a priori a respeito de um determinado pardmetro a
ser estimado

» O funcional J, associado a A(x), quantifica esta informac3o, a Informac3o
de Fisher.

DEFINICAO V.7

A Informacao de FISHER, para o caso escalar, é

& Inf, dnf, . 1°
J S _E }’|X —¢& Y|X
( Ox?2 Ox
X=Xg

em que xp é o valor verdadeiro do pardmetro x. Para o caso vetorial,

J2 =€ (Vx Vi Infyy)

X=Xp

X=Xp

conhecida como Matriz de Informacdo de Fisher (FIM).
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DES DOS ESTIMADORES

DESIGUALDADE DE CRAMER-RAO

» O valor verdadeiro do pardmetro xp ndo é conhecido, portanto, o valor
exato de J, também n3o serad conhecido

» A quantidade de informac3o disponivel corresponde a quantidade de
informac3o extraida pelo Estimador de Méxima Verossimilhanga (ML)

TEOREMA V.1

A estimativa de um pardmetro escalar x dado um estimador unbiased
%(Y) tem sua varidncia limitada de acordo com

£ (&) = x]?) = I}
em que xg é o valor verdadeiro do pardmetro x, a funcdo densidade de probabilidade

de Yk é f, (%o, Yk ) e suas derivadas de primeira e segunda ordem existem. Esta
desigualdade é conhecida como Desigualdade de Cramer-Rao ou (CRLB).
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PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES

EFICIENCIA DE UM ESTIMADOR

> A eficiéncia dos estimadores é uma medida da quantidade de informac3o
que pode ser extraida de um parametro

DEFINICAO V.8

Um estimador é dito eficiente se sua VARIANCIA €é igual ao limi-
tante inferior de Cramer-Rao (J71).

» um estimador é ent3o eficiente se a quantidade de informac3o que ele
pode extrair é igual a quantidade de informac&o existente.




PRINCIPIO DA ORTOGONALIDADE

MELHOR ESTIMADOR

» Buscamos o MELHOR ESTIMADOR segundo algum critério
pré-definido.

m Simplicidade

= Requeira a menor quantidade de informac3o a priori

A\ Fungdes lineares
A Estimadores n3o polarizados (unbiased)
A\ Erro de estimacdo descorrelacionado da medida/observacdo

A\ Principio da ortogonalidade
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PRINCIPIO DA ORTOGONALIDADE

MELHOR ESTIMADOR

» Critério que minimiza o erro (quadratico) de estimacdo MMSE

» Problema

m;(iné‘ ([X — 8P | Y)

com X obtido a partir do conjunto de medidas Y*
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PRINCIPIO DA ORTOGONALIDADE

ESTIMADORES LINEARES

> Supondo relacio linear de X com as medidas Y*

x - . . K
onde a; > 0 sdo coeficientes normalizados tais que >, o =1

» Substituindo o X na express3o anterior

m Problema linear de facil solucdo

m Solucdo independe das fun¢des densidade de probabilidades

EsTIMAGAO PA



PRINCIPIO DA ORTOGONALIDADE

ESTIMADORES LINEARES

» vy, i=1,2,---  k, escalares (ou vetores), v.a. com médias nulas e reais, y;
definido no espaco vetorial de Hilbert

» Espaco fechado em relacdo a soma e a multiplicacdo, com norma
(yi,yi) = € (y7) = lyill*, sendo

i> yk) = € (Yiy«)

Da &lgebra linear, dois vetores sdo ortogonais (y; L yx) se e somente

se <}/i»}’k> =0
2 4
ivyi) =€ (yivk) =0
L 4

Vi e yk sdo descorrelacionadas, uma vez que possuem média nula
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PRINCIPIO DA ORTOGONALIDADE

ESTIMADORES LINEARES

» Considere um estimador linear de x
Encontrar X a partir da minimizacdo de
< 012
]2 = € ([x — %1°)
k k
& 72xy,-+2y,-2ajyj =0=¢ XfZajyj yi]| =0
j=1

3

<;<7yi>:07 VI:1,2, , k
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PRINCIPIO DA ORTOGONALIDADE

PRINCiPIO DA ORTOGONALIDADE

> De (%,y;) =0temos X Ly;, i=1,2,--- k.

O melhor (MMSE) estimador linear de um pardmetro x é aquele

cujo erro é ortogonal ao conjunto de medidas y;, i =1,2,--- k.

ProrFa GABRIELA

ESTIMAGAO PARAMETRICA




PRINCIPIO DA ORTOGONALIDADE

PRINCiPIO DA ORTOGONALIDADE

PRINCIPIO DA ORTOGONALIDADE

Para que um estimador tenha NORMA MINIMA seu erro deve ser OR-
TOGONAL as observagées.

OBSERVACAO : O estimador 6timo %, dado um conjunto de medidas Y* de x,
é a projecdo ortogonal de x no espaco gerado pelo conjunto de k medidas y
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PRINCIPIO DA ORTOGONALIDADE

ESTIMADORES LINEARES — CONSIDERACOES

» Para uma v.a. x, o melhor estimador linear, no caso geral, sera

j=1
» O erro médio quadratico (MSE) sera
£ (%) = var (%) - £ (%)?

» CondicBes para determinar X:

m Estimador ndo polarizado £ (%) =& (x —X) =0

» Estimador MMSE sendo, MSE = &£ (&2)
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