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CONTEUDO

ESTIMACAO PARAMETRICA DE VETORES GAUSSIANOS

ESTIMACAO DINAMICA




ESTIMAGAO PARAMETRICA DE VETORES G

ESTIMAGAO ESTATICA VETORIAL

> Sejam dois vetores x ~ N (X, Pxx) e y ~ N (¥, Pyy) conjuntamente
gaussianos, sendo

m X —> um vetor aleatério a ser estimado

B y — uma medida de x

» Vamos CONSTRUIR o vetor

z= E] ,entdo  z~N(zZ, Pzz)
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» E podemos CALCULAR Zz e Pzz conforme

=t~

Il
<I x|
S

e
Pz =el-2e-=e{ [\ 23 [ 23]}
= {[5 362 C0 =Ry &Y
onde

Pxx e Pyy  s@o as covaridncias de x e y

Pxy = Py, & a cross-covariancia entre x e y
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ESTIMAGAO OTIMA VETORIAL

» A estimacdo o6tima linear ocorre segundo o MMSE dado por

/}

X = argmﬁing{(X —R)(x— %)

que sabemos levar a X = 5{x|y}.

» Para o caso gaussiano, sabemos ainda que

f =/ p—1 - —/p—1 —
fy = %Y = \[PrzPyl & HET PR D=9 Py (-]

e, portanto,

m)ﬂ(in S{(X - %) (x = %)

v =min[@-2YP2E - - (-9 PR - D)
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ESTIMAQAO PARAMETRICA DE VETORES GAUSSIANOS

ESTIMAGAO OTIMA VETORIAL

» Vamos chamar ey =y —y e e, = z — Z. Assim,

/ p—1 / p—1
I=eP,,e; —€e,Py e,

p-1 _ [Pxx PXY:| -t [Tu T12]
zz Pyx  Pyy T Tx

» Utilizando a inversa de matrizes bloco 2 x 2 e o Lema de Woodburry,

_ —1
T = (Pxx - PXYPy)}PYX)
T2 = *T11PXYP;¢ = PXYP;\} = *Tﬁlle
To1 = —PyyPyx T = Py Pyx = =T Tj;*

_ —1 _ _ _ —1 _
Ty = (PYY - PYXPX)%PXY) =Py} + Py\}PYX(PXX - PXYPY\}PYX) Pxy Pyy

= P;; + T T1_11T12
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ESTIMAGAO PARAMETRICA DE VETORES G

ESTIMAGAO OTIMA VETORIAL

» Substituindo os valores na expressdo de |

| =e PZZ e — e PYYey
= e Tiec+ e, Tioey + ) Torex + €, Tnoe, — €, P e,
=e, Tiiex+ e, T Tfll Ti2ey + e; To1 Tﬁl Ti1ex
e, T Ty T Ty Tioey — € Tor Ty T Ty Thoey
+ e; Toey — € Pyyey

= (ex + T1_11T12ey) T (ex + T1_11T12ey) +¢€, (Tzz — T T To - Py)})

0

» O valor MINIMO DE | ocorre para e, + T;;' Tioe, = 0, sendo

X=X+ PxyPyy(y —¥)
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ESTIMAQAO PARAMETRICA DE VETORES GAUSSIANOS

ESTIMAGAO OTIMA VETORIAL

> Além disso,

’
| = (ex + Tl_ll T12ey) T11 (ex + Tl_ll T126y>

por analogia
Tii' = Pxx|y = cov(x|y) = Pxx — Pxy Py Pyx

» O estimador 6timo linear de x é uma COMBINACAOQO LINEAR ENTRE X e
da medida centralizada y — y.

> A covariancia de Pxx|y INDEPENDE DE x OU y. Depende apenas de suas
covariancias.
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ESTIMAQAO PARAMETRICA DE VETORES GAUSSIANOS

ESTIMAGAO OTIMA VETORIAL

» Por outro lado, analogamente, se consideramos X um estimador linear de
x, tal que

X=Ay+b ; e X=x—X o erro associado

» Do Principio da Ortogonalidade, temos
m X deve ser unbiased

E{x} =E{x—(Ay+b)} =X — (Ay+ b) =0

e, portanto,
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ESTIMAGAO OTIMA VETORIAL

» Continuando...

m E{xy'} =0
E{zy'} = {5y} — {57} = 0
entdo
E{x =Xy =9} - E{Ay =)y —=¥)} =0
Logo,

Pxy —APyy =0 = A= PxyP,,
e teremos o ESTIMADOR LINEAR DE x

X=X+ PxyPyy(y —¥)
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ESTIMAQAO PARAMETRICA DE VETORES GAUSSIANOS

ESTIMAGAO OTIMA VETORIAL

» Além disso, a MATRIZ DO ERRO QUADRATICO MEDIO é

E(5¥ |y} = E{3%'} = e{[x — % — Py Py(y — 7)llx — X — Pxy Py(y — 7)1'}
= S{xx'} —xx - nyP;)}PYX —xx' + xx’

— Pxy PyyPyx + Pxy Pyy Pyy Pyy Pyx

—1
= Pxx — PxyPyyPyx
e teremos

Pxx|y = Pxx — PxyPyy Pyx
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ESTIMAGAO OTIMA VETORIAL

» Observagdo: MSE # Matriz MSE

s MSE = 5{()( - %) (x— )?)} é escalar

= Matriz MSE
= 8{(x — %)(x —%)’} = 5{(X —>A<)(X—>A<)'|Y} = Pxx|y

uma vez que X = E{x|y}

m Em geral, X # E{x|y} e Pxx|y # E{XX'}

> As equacdes destacadas s3o as EQUACOES FUNDAMENTAIS DA
ESTIMACAO ESTATICA

» O estimador calculado é OTIMO PARA O CASO GAUSSIANO e é o
MELHOR ESTIMADOR LINEAR PARA QUALQUER VA ENVOLVIDA
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ESTIMAGAO DINAMICA

SISTEMA DINAMICO

» Seja o sistema dindmico a tempo discreto

x[k + 1] = F(K)x[K] + G(K)u[K] + T(k)v[k], k=0,1,--- )
y[k] = H(K)x[K] + w[k], k=1,2,--- @)

onde,
x(-) € R" é o vetor de estados
u(-) € R™ é uma entrada conhecida
v(-) € R? é um ruido branco gaussiano
E{VIKT} = VK] e cov{vIK], v} = Q(K)dy
y(:) € R? é a saida medida
w(-) € R é o ruido de medida branco gaussiano

E{wlk]} = w[k] e cov{w[k], w[j]} = R(k)dy
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ESTIMAGAO DINAMICA

SISTEMA DINAMICO

» Desejamos estimar o vetor de estados deste sistema

SISTEMA LINEAR DINAMICO ESTOCASTICO

FILTRO DE KALMAN

L Estimador étimo no caso gaussiano

L Melhor estimador linear para sistemas lineares ndo gaussianos
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ESTIMAGAO DINAMICA

PROPAGAGCAO DA MEDIA E VARIANCIA

> A média de x[k] é dada por
X[k 4+ 1] = F(K)X[k] + G(k)u[k] + T (k)V[k]

» Sua covariancia
Pxx (k + 1) = E{[F(k)(x[k] — X[K]) + F(k)(v[k] — V[K])]
[F(k)(x[K] — X[k]) + T (k)(v[K] — V[KD]'}
= F(k)Pxx(k)F (k)" + T (k) Q(K)T (k)’
(Equacdo Discreta de Lyapunov (DALE))

uma vez que
E{(v[K] = VIKD)(x[K] — X[K])'} = E{(x[k] — X[k])(v[k] — VI[K])'} = 0
dado que v[k] é branco e
x[k] = F(k — 1)x[k — 1] + G(k — 1)u[k — 1] + T(k — 1)v[k — 1]

(sinais descorrelacionados com v[k])
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ESTIMAGAO DINAMICA

O PROBLEMA DA ESTIMAGAO DINAMICA

> Seja o sistema (1)—(2) com

(2) E{V[K}=v =0
(8) E{wlK]} =w =0

(¢) Condig3o inicial desconhecida, uma v.a. gaussiana com
x[0] = Xo
cov(x[0]) = A

(D) x[0], w[k] e v[k] mutuamente independentes.

> (A), (B), (C) e (D) s3o chamadas de CONDICOES GAUSSIANAS LINEARES.
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ESTIMAGAO DINAMICA

NOTAGAO E OBSERVAGOES

> Notacdo

m 2(j|k) = E{x[j]] Y*} é o estado estimado % € R" dado um conjunto
de medidas Y* 2 {y[i],i < k}

m X(j|lk) = x[j] — %(j|k) é o erro de estimagio X € R"
m P(jlk) 2 £{x(j|k)%(j]k)| Y*} é a matriz de covaridncia condicional

do estado dado Y* (COVARIANCIA ASSOCIADA A ESTIMATIVA -
ERRO DE ESTIMACAOQ)

» Observagdes:

= Como no caso MMSE, %(j|k) = £{x[j]|Y*} é a estimativa 6tima e

PGlk) = E{(xlj] — E{x[illk})(x[i] — E{x[il[k})'} = Pxx|v € a covariancia
condicional do estado

m A existéncia de um pré-filtro em {v[k]}«en faz com que
cov(M(k)v[K]) = E{T (k) vKIV[K]'T(k)'} = (k) Q(K)T (k)’

que corresponde a covariancia da perturbacio
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ESTIMAGAO DINAMICA

A ESTIMAGAO ESTATICA RECURSIVA E A ESTIMACAO DINAMICA

> INICIALIZACAO:
%(0[0) ; P(0]0)

> ESTIMACAO RECURSIVA - IDEIA:
(A) Caleular:
x(k|k) = E{x[K]| Y}
P(k|k) = E{(x[k] — &(k[K))(x[k] — %(k|K))'}

(B) Estimar:
K(k + 1k) = E{x[k + 1]|Y*}
P(k 4 11k) = E{(x[k + 1] — &(k + 1|k))(x[k + 1] — %(k + 1|k))'}

(C) Que, a partir de y[k + 1], leva a novos:
%(k+ 1]k +1)
P(k+ 1]k +1)
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ESTIMAGAO DINAMICA

A ESTIMAGAO ESTATICA RECURSIVA E A ESTIMACAO DINAMICA

» A partir das equacdes fundamentais da estimac3o:

%=X+ PxyPy(y =)
Pxx|y = Pxx — PxyPyyPyx

» Desejamos obter a estimacdo do estado x = x[k + 1] considerando os
dados medidos até k + 1.

» Assim, podemos considerar:

m O estado estimado um passo a frente:

X — X[k + 1] 2 K(k + 1]k) £ E{x[k + 1]|Y*}

m A saida estimada um passo a frente:

Y — ylk+1] 2 9k +1]k) £ E{y[k +1]|Y*}
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ESTIMAGAO DINAMICA

A ESTIMAGAO ESTATICA RECURSIVA E A ESTIMACAO DINAMICA

» Bem como:

m A leitura atual da saida:

y — ylk+1]

m Que atualiza o estado estimado:

£ — R(k+ 1k +1) 2 E{x[k + 1]| Y1}

» Estas substiuicGes levam as equacdes:

R(k + 1|k + 1) = X(k + 1) + Pxy P (y[k + 1] — 7(k + 1)) 9)

Pxx|y = Pxx — PxyPyy Pyx (10)
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ESTIMAGAO DINAMICA

A ESTIMAGAO ESTATICA RECURSIVA E A ESTIMACAO DINAMICA

» Por outro lado, a ESTIMATIVA A PRIORI DO ESTADO é

K(k +1]k) = E{x[k + 1]|Y*}
= E{F(K)x[K] + G(k)u[k] + T (k)v[K]|Y*}
= F(k)X(k|k) + G(K)ulk]

»> O ERRO DE ESTIMACAO DO ESTADO

%(k + 1]k) = x[k + 1] — %(k + 1]k)
= F(k)x(k|k) + T(k)v[K]
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ESTIMAGAO DINAMICA

A ESTIMAGAO ESTATICA RECURSIVA E A ESTIMACAO DINAMICA

» Da mesma forma, a COVARIANCIA DO ERRO DE ESTIMACAO é

cov (%(k + 1[K)| Y*) = F(k)E{x(k|K)%(k|K)'[Y*}F (k)
+ T (K)E{VIKIVIK | Y*IT (k)
= F(k)P(k|k)F (k)" + T (k)Q(K)(k)’

» Para este sistema, a MEDIDA PREVISTA é dada por

E{ylk +1]|Y*} = E{H(k + 1)x[k + 1] + w[k + 1]| Y}
= H(k + 1)&(k + 1]k)
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ESTIMAGAO DINAMICA

A ESTIMAGAO ESTATICA RECURSIVA E A ESTIMACAO DINAMICA

» Assim, o ERRO DE PREDICAO DA MEDIDA é

F(k+1]k) = y[k +1] — 9(k + 1|k) = H(k + 1)%(k + 1|k) + w[k + 1]

consequentemente,

S(k+1) = cov(y(k + 1|k)|Y*) = H(k + 1)P(k + 1|k)H(k + 1)’ + R(k + 1)

> A COVARIANCIA CRUZADA é dada por

E{x(k + 1K)y (k + 1|k)'| Y}
= E{%(k + 1|K)[H(k + 1)%(k + 1|K)]" + &(k + 1|K)w[k + 1]] Y*}
= P(k+1|k)H(k + 1)
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ESTIMAGAO DINAMICA

A ESTIMAGAO ESTATICA RECURSIVA E A ESTIMACAO DINAMICA

» Assim podemos calcular o GANHO DO FILTRO:

W(k +1) = P(k + 1|k)H(k +1)S(k + 1)1

que leva a ATUALIZACAO DO ESTADO dada por

Sk + 1k + 1) = S(k + 1K) + W(k+ 1) [y[k + 1] — 9(k + 1|K)]
= %(k + 1]k) + W(k + 1)y(k + 1|k)

e a ATUALIZACAO DA COVARIANCIA DO ESTADO dada por

P(k + 1k +1)
= P(k +1]k) — P(k + 1|k)H(k + 1)'S(k + 1) " H(k 4+ 1)P(k + 1]K)
= P(k +1|k) — W(k +1)S(k + 1)W(k + 1)’
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ESTIMAGAO DINAMICA

FIiLTRO DE KALMAN

» As equacdes acima levam a formulagcdo do FILTRO DE KALMAN.

» Chamando as grandezas que relacionam o estado e a saida

m Esperanca a priori
X(k 4 1|k) £ &{x[k + 1]|Y*}
m Medida observada no instante k 4- 1
ylk+1]
m Medida com média a priori
Y(k+1) 2 (k+1k) = E{y[k + 1]|Y*}
m Estado atualizado

R(k+1) 2 %(k+ 1|k + 1) = E{x[k + 1]| Y~}
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ESTIMAGAO DINAMICA

FIiLTRO DE KALMAN

> .

» Chamando as grandezas que relacionam as respectivas covariancias

m Covariadncia do estado estimado

Pxx|y = P(k+ 1|k + 1) = cov(x[k + 1]|Y*™) = cov(%(k + 1]k + 1)| Y*TT)
m Covaridncia da medida com média a priori
Pyy = S(k +1) £ cov(y[k + 1]| Y¥) = cov(5(k + 1|k)| Y¥)
m Covariancia cruzada a priori
Pxy = cov(x[k + 1], y[k + 1]| Y¥) = cov(%(k + 1|k), 7(k + 1]|k)|Y¥)
m Covariadncia do estado atualizado

Pxx = P(k 4+ 1|k) & P(k 4 1]k) = cov(x[k + 1]| Y*) = cov(X(k + 1|k)|Y¥)
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ESTIMAGAO DINAMICA

FIiLTRO DE KALMAN

» Para ruido branco gaussiano, o Filtro de Kalman corresponde ao estimador
MMSE é6timo

» O FK é apresentado em dois passos:
= Predic3o (estado, medida, covariancia)

m Atualizagdo (estado, medida, covariancia)

» As hipéteses do FK s3o:
= O estado inicial é conhecido a priori (em Y*)
E{x[0]|Y°} = %(0]0)
cov(x[0]| Y©) = P(0|0)

m Os ruidos sdo conhecidos em média e variancia
E{v[k]} = E{wlk]} =0
E{vIKIVI'} = QK)o
E{wlklwlj]'} = R(k)d
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ESTIMAGAO DINAMICA

FIiLTRO DE KALMAN

P As hipéteses do FK s3o:
m Processos independentes entre si
E{x[0]v[k]'} = 0,Vk
E{x[0]w[k]'} = 0,Vk
E{v[KIw[j]'} = 0,Vk,j

» Fluxograma do filtro de Kalman
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