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OBJETIVO:

Apresentar outros algoritmos de estimagdo de grandezas variantes no tempo.

Para isso, obteremos:
® O estado estimado X(k|k)

® A covaridncia associada P(k|k)
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® Sistemas reais estdo sujeitos a ruidos.

® O Filtro de Kalman é étimo se e somente se os ruidos forem gaussianos.
Outras hipdteses sdo ainda necessarias, como ruidos descorrelacionados e
brancos.

® Introduzido na década de 80, o Filtro H. possui requisitos menos rigidos.

> Otimizac3o do erro de estimacdo segundo incertezas provocadas pela
acdo de ruidos (entradas exégenas) ou modelagem na planta

> Estimacgdo robusta, sem a necessidade de hipdteses inicias
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A NOorMA Ho — ESPACO DE BANACH

z

® Um espaco normado sobre C!, é um espaco vetorial definido em C, para
o qual também definimos uma norma || - ||.

® Uma sequéncia {x,} definida em um espa¢o normado V, tal que
|x» — xm|| — 0 quando n, m — oo, é dita sequéncia de cauchy.

® Além disso, uma sequéncia {x,} converge para x, se ||x, — x|| — 0.

® Um espa¢o normado é dito completo se toda sequéncia de Cauchy
definida em V converge para algum valor em x € V. A este espaco
normado completo chamamos espaco de Banach.

1C é o conjunto dos nimeros complexos
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A NORMA Ho — ESPACO DE HARDY H

® O espago L (jw), ou Lo, é um espago de Banach, definido para fun¢des
vetoriais ou escalares em C e que s3o limitadas em jR.

® O espago RHo é um subespago (fechado) de Lo, com fungdes analiticas
e limitadas do semi-plano direito aberto de C.

® A norma o (que define o espaco RHo,) é obtida conforme®

[Sllec := sup 3(S(s)) = sup 3(S(jw)) 1)
Re(s)>0 weR

25 corresponde ao espectro de S. Portanto, & é o maximo valor singular de S.
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A NORMA Ho — DEFINICAO TEMPORAL

® Dado o sistema

em que v e y sdo os sinais (a tempo discreto) de entrada e saida do
sistema.

* A norma euclidiana do sinal {u} é dada por ||u||3 := >3°, u(k) u(k).

® A interpretacdo, no dominio do tempo, da norma H., definida
anteriormente é°

lIyll2
[|Slloc = sup llyll2 (2)
veLy lIv]l2

3Um sinal u € L} se u é limitado em norma, ou seja, ||ull2 < oo, e u # 0.
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INTERPRETAGCOES DA NORMA Ho

® Decorrente de (1) pode-se dizer que a norma Hoo corresponde ao maximo
ganho de energia entre a entrada v e a saida y, traduzido através de (2).

IS(w)l

O pico de |S(jw)| X w corresponde
ao maior valor singular de S,
facilmente verificavel para o caso de
sistemas SISO.

® Qutra possivel interpretacdo, relacionado a robustéz do sistema, decorre
do Teorema dos Pequenos Ganhos, apresentado no préximo slide.
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O TEOREMA DOS PEQUENOS (GANHOS

® Antes de iniciar, vamos considerar que o valor da norma H, é dado por

2
2 Iy ll5 2
(ISII5e = sup =35 = (3)
vers lIlvil3

® Neste caso, podemos reescrever o limitante superior acima como um
limitante inferior da forma

[Sllcc = miny, tal que [ly[3 —~?[|v[l3 <0 (4)

10/29



Fiurro HoO
0000000 e0000000

O TEOREMA DOS PEQUENOS (GANHOS

® Vamos considerar que o sistema anterior de forma que todo ruido que
incide sobre S pode ser condensado em uma fun¢do de transferéncia A
conforme

v(k) " y(k)

THEOREM 1

Suponha § € RH e sejay > 0, entdo o sistema anterior é (bem comportado
e) internamente estdvel para todo A(s) € RHo com
A) N1Afloe < 1/7 = [I8(s)lloo <

B) [[Allee < 1/7 = IS(s)]loc <
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® Seja o sistema geral definido por

v(k)

x(k+1) = Fx(k) + v(k)

onde y(k) é a saida medida do sistema e z(k), a saida a ser estimada
(representativa do estado x(k)).

® Assim, definimos o sistema S, como

x(k+1)
S:= { v (k)
z(k)

F(k)x(k) +v(k)
H(k)x(k) + w(k) (5)
L(k)x(k)
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® A norma Ho de S é definida como

||Z Z”z S(k) 1

[Sllee = sp (6)

OO0 (1x(0) = ROV s + 1913 g1 + V1B ey )

onde z, v e w sdo sinais.
® Para um sinal {u(k)}«en, com N medidas (limitadas), definimos

N—1
Nl 71 (k) T(k) ™ u(k)
k=0

® Da mesma forma, para o vetor x(0) definimos

1(0) — (0)13 (o) = (x(0) — £(0))' P(0)(x(0) — (0))
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Relembrando da minimizac3o dos erro quadratico médio, para sinais
estocasticos, as matrizes de ponderacio (Q(k), R(k) e S(k))
corresponderiam as covariancias destes processos.

Analogamente a matriz P(0) corresponderia a covaridncia associada a
estimacgdo do estado, no instante inicial.

® Como visto anteriormente, resolver (6) corresponde a resolver o problema
de minimizagdo

min~y, s.t.

I — 812 g1 — 7 (||x(0) = 2(O)12 s + W13 g1 + ||v||§,R(k)_1) <0
)
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® A partir da definicdo de S,

=
L

Iz = 213 51 = D (L(k)x(k) = L(K)&(K))" S(k) ™" (L(K)x(k) — L(K)&(K))

T1
Lb

D (x(k) = (k) L(K)'S(k)T1L(K) (x(k) — 2(K))
k=0
_)%H;W—l

“ol

onde S(k) ' = L(k)'S(k)~1L(k).
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® Assim, o problema a ser resolvido (que gera o Filtro Ho.) é dado por

min~y, s.t.

b = 813 51 = (nx(O) - ﬁ(O)n;,PO_l W3 oqry-2 + ||v||§,R(k)_1) <0
(8)

o Definimos S(k) = L(k)'S(k)"L(k) e ~+*=1/0, e

wir =[5 o[ o

16 /29



Fiutro Hoo

0000000000000 e0

O FILTRO Hoo

® Cidlculo a Posteriori

R(k + 11k) = F(k)X(k|k) 9)
P(k + 1|k) = F(k)P(k|k)M(k)F (k)" + Q(k) (10)

® O ganho do filtro é
K(k +1) = P(k +1|k)H(k + 1)'(H(k + 1)P(k + 1|k)H(k + 1)’ + R)™ (11)
® A atualizagdo

Rk + 1k 4+ 1) = R(k + 1]k) + K(k + 1)(y(k + 1) — H(k + 1)&(k + 1|K)) (12)
P(k+ 1|k +1) = P(k + 1|k) — P(k + 1|k) [H" L'] M(k +1)7* m P(k + 1]k)
(13)
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® Note que é requerido que
M(k) >0

a cada iteragdo k € N com k < N. Neste caso, garantimos que

1
Slloo < —=
ISl 76

® Note ainda que L(k) = S(k)™! =/, e supondo hipétese linear gaussiana, o
Filtro Ho torna-se o Filtro de KALMAN.
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FILTRO DE KALMAN ESTENDIDO
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® Adaptacdo do Filtro de Kalman para sistemas nao lineares.
® |déia: linearizagdo o modelo original = Perda da Otimalidade!
® Considere o sistema do tipo

x(k +1) = f(k,x(k)) + g(k, x(k))v(k) (14)
y(k) = h(k, x(k)) + e(k) (15)

onde v = {v(k)}«en € e = {e(k)}ken sdo duas sequéncias de ruido branco
gaussianos mutuamente independentes:

E(v(K) =0, E(v(k)v(K)) = Q(K)

E(e(k)) =0, E(e(k)e(k)') = R(k)
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O SISTEMA

® As fungdes f(k,x) e g(k,x) devem ser continuas em torno de x.

® Consideramos os termos de primeira ordem da expansdo em série de Taylor
do sistema:

» f(k,x(k)) em torno do estado estimado X(k|k)

> h(k,x(k)) em torno do estado predito X(k|k — 1)

(Assim é possivel obter uma corregio para a estimativa do filtro.)

® Assim,

F(k, x(K)) ~ f(k, 2(k|K)) + F(K)(x(k) = (k[k)) (16)
g(k,x(k)) = G(k) (17)
h(k, x(k)) ~ h(k, %(k|k — 1)) + H(k)(x(k) — %(k|k — 1)) (18)
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O SISTEMA

® As fungdes F(k), G(k) e H(k) s3o as derivadas das funcdes ndo lineares
do sistema, sendo

of (k, x)

F(k) =
OX  lams(kii)

G(k) k X)|x R(k|k) ?

dh(k, x)

H(k) = Ox

x=x(k|k—1)
® A partir de (16)—(18), podemos escrever o sistema linearizado

x(k +1) = F(K)x(k) + G(k)v(k) + ii(k)
y(k) = H(k)x(k) + e(k) + (k)

com 0 e w fungdes conhecidas dadas por

(k) = f(k, (k|k)) — F(k)%(k|k)
W(k) = h(k, %(k|k — 1)) — H(K)%(k|k — 1)
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® No sistema linearizado, aplicamos as equacdes do filtro de Kalman.
1. InicializagGes
x(0) ~ N(%(0]0), P(0]0))

v(k) ~ N(0, Q(K))
e(k) ~ N(0, R(k))

onde v, e e x(0) sdo descorrelacionados entre si e v e e sdo brancos.

2. Predicdo 1 passo a frente

Kk + 1|k) = F(K)&(k|k) + (k) = f(k, %(k|K))
§(k +1|k) = H(k + 1)%(k + 1|k) + w(k + 1)
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3. Com o valor da nova medida y(k), calculamos a inova¢io

v(k+1) =y(k+1) = g(k +1]k)
= y(k+1) — H(k + 1)R(k + 1|k) — h(k + 1, R(k + 1|K))
+ H(k + 1)&(k + 1|k)
= y(k +1) — h(k + 1, &(k + 1|K))

4. Calculo da covaridncia 1 passo a frente

P(k +1|k) = £(x(k + 1) — %(k + 1[k)][x(k + 1) — %(k + 1[k)]")
= E([F(K)x(K) + G(k)v(k) + i(k) — F(K)R(K|k) — G(K)]...
F(K)x(K) + G(k)v(k) + ii(k) — F(K)X(K|k) — (k)]
= E([F(k)%(KIK) + G(K)v(KIIF (k)X (k[K) + G(k)v(K)]')
= F(k)P(K|K)F (k) + G(K)Q(K)G(k)’
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5. Calculamos a covaridncia da inovagdo
S(k+1) = E(ly(k +1) = 9(k + 1[K)]ly(k + 1) — 9(k + 1]K)]')
=E([H(k + 1)x(k +1) + e(k + 1) — H(k + 1)R(k + 1|k)]...
L[H(k+ 1)x(k+ 1) + e(k + 1) — H(k + 1)%(k + 1]k)]")
= H(k + 1)P(k + 1|k)H(k + 1)’ + R(k + 1)
6. Calculo do ganho do filtro
W(k +1) = P(k + 1|k)H(k +1)'S(k + 1)1

7. Célculo das atualizacdes

R(k+1lk+1)=%(k+1|k)+ W(k+ 1)v(k+1)
P(k + 1|k +1) = P(k 4+ 1|k) — W(k + 1)S(k + 1)W(k + 1)’
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CONSIDERAGOES SOBRE O FILTRO DE KALMAN ESTENDIDO

* E importante observar que as estimativas X(k + 1|k) e X(k|k) n3o
correspondem as médias condicionais de x, uma vez que

Ex(k + 1) Y¥) = E(F(k, x(k))| Y*) # F(k, E(<(K)] Y*))
E((K)|YF) # E(x(k + 1) YF) + Wk + Dk +1)

® Além disso, note que para o caso do EKF, a covaridncia ndo pode ser
calculada a priori, ou mesmo o ganho do filtro, uma vez que as
linearizagdes dependem dos valores calculados a cada passo, em F(k),
H(k) e G(k).

® Por fim, devido as consideragBes anteriores, ndo had garantias de que X seja
préxima do seu valor étimo, ou mesmo de que o filtro convirja para um
valor estaciondrio.
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EXEMPLO LINEARIZACAO

® Seja um sistema n3o linear dado por

x(k+1) = %x(k)+v(k)

y(k) = x(k) + e(k)

com todas as hipédteses iniciais para o filtro de Kalman, para valores

numéricos dados por @ =1/3, R=1e x(0) = 1.

® Os pontos de operagdo/equilibrio sdo (—1 ++/5)/2 e (—1 — +/5)/2.
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EXEMPLO LINEARIZACAO

® Escolhendo (—1 + 1/5)/2, o sistema linearizado, corresponde a

2 -2 -1++5
m + m <X(k) — 2) + V(k)

2 5+5
= mx(k) + v(k) + m

y(k) = x(k) + e(k)

x(k+1) =

® Para aplicar o Filtro de Kalman a este sistema, podemos fazer

Mu(k)
4425
onde u(k) =1 é constante. Neste caso, G = fr;\//gg.
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