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B Lugar geométrico das raizes

B Realimentacao positiva

B Tipo do sistema

B Sensibilidade

B Efeito de polos e zeros adicionais
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OMECANISMO DE POSICAO

B Seja um sistema realimentado segundo a
figura ao lado. Desejamos analisar a

estabilidade dos polos de R(s) EG)

+’T

C(s)G(s
Pl = COEE)
1+ H(s)C(s)G(s)
B Vamos considerar que a nossa planta € um
servomecanismo de posicao com
11,5 1
G = : C(s) = k; S
(s) sG+2) (s) H(s) 1
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B Assim,

Y(s) =

OMECANISMO DE POSICAO

B Devemos avaliar

1+ H(s)C(s)G(s) =1+«
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11,5
C(s)G(s) B “SG+2)
1+ H(s)C(s)G(s) 1+ 11,5

11,5

s(s+1)(s+2)

G(s)

==

s(s+1)(s+2)

=0=1+kG(s) =0



OMECANISMO DE POSICAO

B Aplicando ROUTH-HURWITZ, temos a seguinte analise para a escolha de k

4 k<0 — Sistema INSTAVEL A
12 . )
0< Kk < o — Sistema ESTAVEL
_ Kk >12/23 — Sistema INSTAVEL )
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k=0,2

> pl == _2,57
> py = —0,215 + 0,9213]
> ps = —0,215 — 0,9213;

OMECANISMO DE POSICAO % W W\/\/\/\A/

B Vamos tomar entao 3 diferentes valores de k = {O 2;0,4;0 6}

—3= 0,52 t
15

> p, = —2,8627

Y V
TS
w N
1

= —0,0687 + 1,2658j

k=206

> p, = —3,0784
> p, = 0,0392 + 1,4966/
> p; =0,0392 — 1,4966)

—0,0687 — 1,2658j
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MECANISMO DE POSICAO

Diagrama Polar
T I T

B Melhorando o grafico: °
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R GEOMETRICO DAS RAIZES

O LGR é 0 mapeamento de 1 + kG(s) = 0 para quando
variamos o parametro k = 0.




RAS PARA CONSTRUCAO DO LGR

B Analise da equacao caracteristica: ‘ 1+xk6(s)=0 = G(s) = N(s) _ 1
D(s) K
m
B O polindbmio numerador: N(s) =] |(s—z)
‘iLEoJIh
n
B O polindmio denominador: | 2(s) = | |(s —py)
i=1
N(s) TI2,(s—z) TI24ls — zle/¥

B Assim, teremos  G(s) = - _ _
D(s) ~ MME,(s—p) ~ [T,ls — pilei®:
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AS PARA CONSTRUCAO DO LGR

CONDICAO DE MODULO CONDICAO DE FASE
m n
m_|s — z; 1
H;—ll llz_ zll)i—z¢i=(2K+1)Tl',KEN
[lizals =pil  x i=1 im1
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GRAS PARA CONSTRUCAO DO LGR

REGRA 1: m ramos do LGR comeg¢am nos polos de E(s) e terminam em seus m zeros, com
n=m.

REGRA 2: n — m ramos do LGR tendem para oo de forma assintotica a n — m retas, sendo

mop =Yz 2K — 1
g = i=1 P et O = n,K=12,---,n—m
n—m n—m

o € o coeficiente linear e g, o coeficiente angular das assintotas.

REGRA 3: Todos os pontos do eixo real A ESQUERDA de uma quantidade IMPAR de polos e
zeros pertencem ao LGR.
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GRAS PARA CONSTRUCAO DO LGR

REGRA 4: O LGR é SIMETRICO em rela¢do ao EIXO REAL. O cruzamento de seus ramos com
0 eixo imaginario pode ser obtido por Routh-Hurwitz.

REGRA 5: O CRUZAMENTO DE RAMOS do LGR pode ser obtido fazendo

D(s)’'N(s) — N(s)'D(s) =0
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B Vamos aplicar as regras de construcao no exemplo

anterior:
1

s(s+1)(s +2)

G(s) =

AS PARA CONSTRUCAO DO LGR

m R1:3poloss =0;s =—1;s = —2.
m R2: 3 assintotas: 0 = —1, O = {gn%ﬂ}
m R3: R(s) < —2e0>NR(s) > —1 pertencem ao LGR

m R4: O cruzamento ocorreem k = 12/23 e s = +V2j

V3
m R5: O cruzamento entre ramos ocorreems = —1 + ?

m R6: O angulo de saida dos polos é 0 e .

Prof. G. W. Gabriel W
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CICIOS SOBRE LGR

B Esboce o LGR para as seguintes equacdes caracteristicas

k(s+1)
s(s+2)
k(s+2)
s2+4s+13
kK(s+4)(s+3)
(s+1)(s+2)

0

2.

3.
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ENERALIZADO

B Determine o valor da constante p que faz

com gque o coeficiente de amortecimento
de malha fechada seja de 0,45.

2
(s+1D(s+p)+2

F(s) =

Neste caso, reescrevemos:

s+ 1 _ g
s2+s+2

1+p

Prof. G. W. Gabriel W
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ENERALIZADO

BR1:z=-1;p=—-05+7/2j

B R2:1assintotaemo=0efy =n

B R3: pontos de Im(s) = 0 a esquerda do zero, pertencem ao LGR
B R4: Routh-Hurwitz, nao ha cruzamento com o eixo imaginario

B R5: Cruzamento de ramos em: —1 — /2

B R6: angulo de saida: a = 160°

Prof. G. W. Gabriel W
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1.5

o
o

Imaginary Axis (seconds'1)
o

-1.5

ENERALIZADO

B Para este sistema, deseja-se determinar p
que atenda ao seguinte requisito de

Root Locus

projeto:

m Maior tempo de estabilizacao possivel.

e
o
T

o ,,,,,,,,,,,,,, Encontro dos ramos.

m Para ¢ = 0.7071

7I4 ‘3 ReaIAxis(:econds'1) ‘1 [i] 1 SZ + (1 + p)S + (2 + p) 2 0
p=1V3
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MENTACAO POSITIVA

B Desejamos estudar a estabilidade e projetar um controlador adequado para a seguinte
malha de controle:

s+4
+ T+ C(S) (s+1)(s+2)(s+3)

Sao utilizados, por exemplo, em

Projeto de Osciladores

A funcdo de transferéncia resultante, para C(s) = k, é Aumento do ganho

k(s + 4) Tende a instabilizar o sistema

F(S) : (s+1(s+2)(s+3)—k(s+4)

Prof. G. W. Gabriel W 18



IMENTACAO POSITIVA

B A equacao caracteristica é dada por
, k(s + 4) (s+4)

GrDG+06+3) 0T GiDGEDGE3

1
K

B Neste caso, é evidente que

| Condigsio de médulo: INALTERADA! |

Condicao de fase:

;api—;w(zmn, Ker

Prof. G. W. Gabriel W 19




MENTACAO POSITIVA

B Alteram-se somente as regras relacionadas a condicao de fase. Sao elas:

REGRA 2: n — m assintotas possuem

n m
Zi:l pl_lel Zl

* COEFICIENTE LINEAR: 0 =

 COEFICIENTE ANGULAR: 8¢

n—m
2K T
= K=12--n—m

- )
n—m

par de polos e zeros.

REGRA 3: Pertencem ao LGR pontos do eixo R(s) que estdo a esquerda de um numero

REGRA 6: Os angulos de partida dos polos de E(s) e de chegada nos zeros de E(s)
sao obtidos a partir da condicao de fase.

Prof. G. W. Gabriel
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MENTACAO POSITIVA

B Equacdo caracteristica: 1 k(s + 4) — 0 t Im(s)
r | G+DG+2)(+3)
s3+6s°+(11—k)s+6—4k =0
* Rl:p; = —-1;p, = —2;p3 = 3,2z, = —4
e R2:0 =—1;0, =m; 21t e 4
Re(s)
* R3: s3 1 11 —
3

° R4 32 6 6_4‘K K<EIK<30

g - k = 3/2 faz o LGR cruzar o eixo Im(s)

1| 6—4k

Prof. G. W. Gabriel W y



MENTACAO POSITIVA

k(s +4) -
; (s+D(G+2)(s+3) . Im(s)

s3 4652+ (11—Kk)s+6—-4k =0

B Equacao caracteristica: 1

e R5:D(s)’)N(s) —N(s)')D(s) =0 -
(3s24+2s+11)(s+4) —(s2+35s+2)(s+3)=0

253 + 185 4+48s+38=0 =
s; = —4.8794; Rel
S, = —2.6527;s5 = —1.4679

* R6 : Angulos de saida e chega: 0° e 180°

Prof. G. W. Gabriel W 22



MENTACAO POSITIVA

B Note que a malha de controle instabiliza o sistema, que em malha aberta é estavel.
W Assim, para 0 < k < 3/2 tem-se que o sistema é ESTAVEL.

B MATLAB (rlocus, sisotool)
m Como utilizar o MATLAB para realimentacao positiva.
m Qual os limites para o tempo de estabilizacao?
m O sistema possui overshoot significativo para qualquer K>0? Porque?

Prof. G. W. Gabriel W 23



DO SISTEMA

B Um sistema dinamico a tempo continuo com k polos na origem, p; = 0, com multiplicidade
k, é dito ser um SISTEMA DO TIPO k.

B Analogamente, uma FT com k polos na origem é dita ser uma FT do tipo k.

B O tipo do sistema esta diretamente relacionado com o erro em regime permanente. De

fato,

Y(s) = F(s)R(s)

Prof. G. W. Gabriel

€0 = th_)rglo e(t) = tli_)rglo(r(t) - y(t)) I

==

sendo,

F(s) a funcdo de transferéncia (FT)
de malha fechada (MF)

Y(s) = L{y(t)}, a saida do sistema

R(s) = L{r(t)}, o sinal de referéncia

24



EM REGIME PERMANENTE

B Para um sistema estavel, F(s) de tipo 0, é facil ver que

r(t) =6(t) = e, = 11_>r}r)1O e(t) = Ll—{% sE(s) = Ll_I)I& S(R(S) - F(S)R(S))
= lim sR()(1 — F(s)) = 0

B Para outras entradas do tipo R(s) = 1/s* k=1.,2.---, como o sistema se comportara?

B Seja uma FT de MF (estavel) do tipo( Y6(5) (s
C(s)G(s T(s
FO) =T emet) (¢ =7

T'(s) do tipo 0.

Prof. G. W. Gabriel W 25



EM REGIME PERMANENTE

B De uma forma geral esta analise pode ser reescrita como

(0, k=0
1 1 ! k=1
o = li ={1+K, B
y sgrcl)s(l + C(S)G(S)) sk < 1 1
) k> 2
\Kk—1
sendo
+ oo, 1<k<?
Ki_1 = lim s*71C(s)G(s) = { valor finito, k=+4+1
e 0, k>0+2

Prof. G. W. Gabriel W

CONSTANTES DE INTERESSE:

K, = K;, > CONSTANTE DE POSICAO
K; = K, > CONSTANTE DE VELOCIDADE

K, = K,~> CONSTANTE DE ACELERACAO
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IBILIDADE DE SISTEMAS

Em que esta pautada esta AFIRMACAO?

B Realimentacdo Negativa 2 Aumento da

S s S Y (s

ROBUSTEZ DO SISTEMA. R - 20N uay— EUICIN pap O
B Quando projetamos uma determinado B

sistema de malha fechada, como a

resposta deste sistema se comporta para

variacoes do parametro projetado? Para Y(s) = G(s)U(s)

responder a esta pergunta é necessario

avaliarmos a sensibilidade do sistema. C(s)G(s)

Y(s) = R(s)

B Para analisar este requisito de 1+ C(s)G(s)

desempenho do sistema, vamos
considerar o seguinte sistema em MF.

Prof. G. W. Gabriel W 27



BILIDADE DE SISTEMAS

BSENSIBILIDADE é a razao entre a variagao percentual de uma fungao pela variacao
percentual de um parametro.

B Assim, a sensibilidade do sistema a variagoes na planta é, por definicao,

AY(s)/Y(s) pequenas variagoes aY(s)/Y(s) alnY(s)
S(s) = = =

— > - -
AG(s)/G(s) $(8) = 56(5)/6(s) ~ I G (5)

BWSendo o sistema linear uma variagdo G(s) + AG(s) produzird uma variagdo na
saidade AY(s) = AG(s)U(s)

BAssim, para o sistema em malha aberta, teremos Variacdes na planta sio diretamente
S(s) =1 sentidas no sinal de saida da planta

em MA.
Prof. G. W. Gabriel W
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IBILIDADE DE SISTEMAS

B Para o sistema em MF, para uma variagdo G(s) + AG(s), sendo AG (s) pequeno, teremos

C(s)AG(s)
+ C(s)G(s _|_><f, > C(s) [—G(s) + AG(s) >
dF (s) G(s) 1

$8) = 36 F5) ~ 1 C5)G0)

B A sensibilidade do sistema em MF para variacoes na planta pode ser alterada com o
projeto de um CONTROLADOR ADEQUADO.

BE se desejarmos estudar a sensibilidade do sistema em relacao a um parametro a
qualquer da planta ou do controlador?

Prof. G. W. Gabriel W 29



TO USANDO SENSIBILIDADE

B Seja o sistema R(s) E(s)

K
J:?_ > (570)(5b) >

com FT de MF
F(s) -
S —
(s+a)(s+b)+K
B A sensibilidade do do erro em regime para uma entrada degrau, para Qual valor de K
este sistema, em funcao do parametro a é devemos escolher?
ab a de,, ab+ K (ab+ K)b — ab? K
Co — — S(S) = = =
ab + K e, O0a b (ab + K)? ab + K

Prof. G. W. Gabriel W 30



O DE POLOS E ZEROS ADICIONAIS

B Os requisitos de projeto estudados sao validos para sistemas de PRIMEIRA
e SEGUNDA ORDEM NO FORMATO PADRAO DA FT.

B Para sistemas com polos e zeros adicionais estes requisitos servem apenas
como diretriz para ajustes no projeto.

Prof. G. W. Gabriel W 31



O DE ZEROS ADICIONAIS

B Os zeros na FT sao responsaveis por atribuir pesos aos polos, ou seja, aos
termos exponenciais da resposta do sistema a determinada entrada.

B Exemplo: Seja a funcao de transferéncia com dois polos
6 6 6 12(s+25) 12 1.2

G — p— — G —_— pr—
(s) (s+2)(s+3) s+2 s+3 (s) 5(s+2)(s +3) s+2+s+3
s+6 4 3 2(s + 2,7) 1,55 0,67

G(S)Z — . G _ ) — ) )

(s+2)(s+3) s+2 s+3 (s) 0,9(s + 2)(s + 3) s+2+s+3
(s +1,8) 0,67 2 6(s +1) 6 12

G(s) = = — + = = —
) = 3G rDG6+3) - s+2t 533 G = DG +3)  s+2 543

Prof. G. W. Gabriel W
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DE ZEROS ADICIONAIS

6 6 6

G1 = = —
(s) (s+2)(s+3) s+2 s+3
Lé 6205) s+6 4 3
< Ss) = — —
L /\ (s+2)(s+3) s+2 s+3
T ————— s+ 1,8 0,67 2
G3(s) = ( ) = — +
08 —g; 1 0,3(s + 2)(s + 3) s+2 s+3
G4
0.6F — @6 7 12(s + 2,5 1,2 1;2
G4(s) = ( ) = +
04 5(s+2)(s+3) s+2 s+3
] 2(s + 2,7 1,55 0,67
0! = 1‘ B . = : . 09(s+2)(s+3) s+2 s+3
Time (seconds)
6(s+1 6 12
G6(s) = ( )

(s+2)(s+3)=_s+2+s+3

Prof. G. W. Gabriel W 33



DE ZEROS ADICIONAIS

Amplitude

—2/(s+2)
—G3

G5
—3/(s+3)

I | I |
2 2.5 3 3.5 4 4.5

Time (seconds)

Prof. G. W. Gabriel

G1(s) = 6 _ 6 6
S_(s+2)(s+3)_s+2 s+ 3
G2(s) = s+ 6 _ 4 3
° “(s+2)(s+3) s+2 s+3
s+1,8 0,67 2
G3(s) = ( ) = — +
0,3(s + 2)(s + 3) s+2 s+3
12(s + 2,5 1,2 1,2
G4(s) = ( ) = —
5(s+2)(s+3) s+2 s+3
2(s+ 2,7 1,55 0,67
G5(s) = ( ) = +
09(s+2)(s+3) s+2 s+3
6(s+ 1) 6 12

G6(s) =

(s+2)(s+3)=_s+2+s+3

= z



ELAMENTO DE POLOS E ZEROS

B Em alguns casos é possivel reduzir a FT para FT mais simples. Para isso utiliza-se o
cancelamento de polos e zeros.

B LEMBRANDO: FT de sistemas reais sao aproximacoes! Neste sentido nenhum
cancelamento entre POLOS e ZEROS é exato!

B O cancelamento é baseado no residuo de cada polo.

B Exemplo:

s+ 4 . Fo(s) = s+ 5,1
(s+5)(s2+2s+2) * > (s+5)(s2+25+2)

Fi(s) =

Prof. G. W. Gabriel W 35



B A expansao em fracdes parciais gera

ELAMENTO DE POLOS E ZEROS

s+4
F(s) = (s+5)(s2+25+2)
_ -1/17 + (0,5+6,5j)./17 n (0,5—6,51')./17
S+5 S+1+j S+1—j
2 0,8
Fapr(8) =53 Far(8) = 5o

B Note que o modulo dos residuos deve ser
considerado.

Prof. G. W. Gabriel W

0.45

Step Response

0.4 [

/—77 —

0.35 ¢

0.3

plitugeé

202
0.15 |

0.1
0.05

(s+4)/((s +5)(s* +25+2))
2/(s+5)
0,8/(s* +2s+2)

2

'I:t)fne (seconcé) S 6




RIAL ADICIONAL

B Leituras:

m Leitura Complementar 15 (Lugar Geométrico das Raizes)

m Leitura Complementar 17 (LGR e Sistemas com Realimentacao Positiva)
m Leitura Complementar 18 (LGR e sistemas com Atraso)
(
(

m Leitura Complementar 04 (Sensibilidade de Sistemas Dinamicos a Variacdes de Parametros)
m Leitura Complementar 02 (Sistemas de Ordem Superior. Analise de Zeros e Polos Adicionais.)

B Video:
m 05: Regras para o LGR

Prof. G. W. Gabriel W
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B Lugar geométrico das raizes

Prof. G. W. Gabriel W 38
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