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CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST

 Dado uma planta 𝐺 𝑠  que desejamos controlar através de uma malha de controle do tipo

 Neste, caso a FT de malha fechada é dada por

𝐹 𝑠 =
ҧ𝐺 𝑠

1 + ҧ𝐺 𝑠
; ҧ𝐺 𝑠 = 𝐶 𝑠 𝐺(𝑠)

 Desejamos conhecer sobre a estabilidade de 𝐹(𝑠) tendo conhecimento sobre as raízes de 
ҧ𝐺 𝑠 , sem conhecer a solução de Δ 𝑠 = 1 + ҧ𝐺 𝑠 = 0.
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CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST

 TEOREMA (Critério de Nyquist) 

Todas as raízes da equação algébrica 1 + ҧ𝐺 𝑠 = 0 estão localizadas no semiplano esquerdo 
complexo, definido por 𝑅𝑒 𝑠 > 0, SE, E SOMENTE SE o mapeamento da curva fechada 𝓒 

através de ഥ𝑮 𝒔 , for tal que

𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠 + 𝑁𝑝 = 0

Sendo, 𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠  o número de voltas que o mapeamento dá em torno de −1.
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CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST

 Dada uma curva fechada 𝒞 no plano 𝐼𝑚 𝑠 × 𝑅𝑒(𝑠)  e seu 

mapeamento através de  ҧ𝐺(𝑠) no plano  𝑅𝑒 ҧ𝐺 𝑠 × 𝐼𝑚 ҧ𝐺 𝑠 , 

se

 𝑁𝑝 é o número de polos de ഥ𝑮 𝒔  dentro de 𝓒 e 

𝑁𝑧 é o número de raízes de ഥ𝑮 𝒔 = −𝟏 dentro de 𝓒

𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠  é o número de voltas em torno do ponto crítico −𝟏

então,

Nz = 𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠 + 𝑁𝑝
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CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST

 A prova do Teorema de Nyquist decorre diretamente da construção da equação
característica

Δ 𝑠 = 1 + ҧ𝐺 𝑠 = 0

e do principio da variação do argumento.

Exemplo: Seja o sistema realimentado segundo a malha de controle

sendo 𝐺 𝑠 = 1/(𝑠 + 1)(𝑠 − 2) e 𝐶 𝑠 = 1. Verifique quantas raízes de malha fechada
estão localizadas no semiplano complexo direito.
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 Neste caso, o mapeamento de 𝒞 através de 
𝐺(𝑠) leva a

𝑁𝑝 = 1;
𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠 = 0;

𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠 + 𝑁𝑝 = 1;

o que indica que o sistema realimentado será 
instável com 1 raiz no semiplano complexo 

esquerdo!
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 Seja agora o Sistema realimentado
segundo a figura ao lado.

𝐹 𝑠 =

𝐾 𝑠 + 2
𝑠2 + 3

1 +
𝐾 𝑠 + 2

𝑠2 + 3 𝑠 + 1

 Neste caso, ҧ𝐺 𝑠 =
𝑠+2

𝑠2+3 𝑠+1
= −

1

𝐾
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𝑵𝒗𝒐𝒍𝒕𝒂𝒔 = 𝟎; 𝐍𝐩 = 𝟏

𝑵𝒗𝒐𝒍𝒕𝒂𝒔 +𝑵𝒑 = 𝟏, ∀𝑲 > 𝟎

SISTEMA INSTÁVEL!

CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST
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CRITÉRIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST
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O critério de estabilidade de Nyquist é baseado no conhecimento da 

ҧ𝐺(𝑠) e no PRINCÍPIO DA VARIAÇÃO DO ARGUMENTO!
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PRINCÍPIO DA VARIAÇÃO DO ARGUMENTO
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 Baseado na análise matemática de integrais complexas.

 Seja a função característica que desejamos avaliar do tipo 1 + ҧ𝐺 𝑠 = 0, sendo ҧ𝐺 𝑠 =
𝑁 𝑠

𝐷 𝑠
.

 ҧ𝐺(𝑠) é analítica em todo o PLANO COMPLEXO exceto em um número finito de pontos
𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑛 .

 ҧ𝐺(𝑠) se anula em um número finito de pontos 𝑧1, 𝑧2, ⋯ , 𝑧𝑚 .
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PRINCÍPIO DA VARIAÇÃO DO ARGUMENTO

 Aplicando o teorema dos Resíduos de Cauchy à função

𝑀 𝑠 =
ҧ𝐺’(𝑠)

ҧ𝐺 𝑠

    podemos calcular

ර
𝒞

ҧ𝐺 ’ 𝑠

ҧ𝐺 𝑠
𝑑𝑠 = 2𝜋𝑗 

𝑖=1

𝑟

𝑅 𝑀, 𝑝𝑖 +

𝑖=1

𝑡

𝑅 𝑀, 𝑧𝑖

onde 𝑟 e 𝑡 são respectivamente a quantidade de polos e zeros de ҧ𝐺(𝑠) no interior de 𝒞.

11



Prof. G. W. Gabriel

PRINCÍPIO DA VARIAÇÃO DO ARGUMENTO

 Reescrevendo 𝑀(𝑠) em função de um polo 𝑝𝑖  de multiplicidade 𝑚𝑖

ҧ𝐺 𝑠 =
𝑎𝑖 𝑠

𝑠 − 𝑝𝑖
𝑚𝑖

⟹ ҧ𝐺’ 𝑠 = −
𝑚𝑖𝑎𝑖 𝑠

𝑠 − 𝑝𝑖
𝑚𝑖+1

+
𝑎𝑖 ’ 𝑠

𝑠 − 𝑝𝑖
𝑚𝑖

𝑀 𝑠 =
ҧ𝐺’ 𝑠

ҧ𝐺 𝑠
= −

𝑚𝑖

𝑠 − 𝑝𝑖
+
𝑎𝑖 ’(𝑠)

𝑎𝑖 𝑠

onde 𝑎𝑖(𝑠) é analítica em 𝑝𝑖  e 𝑎𝑖 𝑝𝑖 ≠ 0. Assim, 𝑹 𝑴, 𝒑𝒊 = −𝒎𝒊.
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PRINCÍPIO DA VARIAÇÃO DO ARGUMENTO

 Reescrevendo 𝑀(𝑠) em função de um zero 𝑧𝑖  de multiplicidade 𝑛𝑖

ҧ𝐺 𝑠 = 𝑏𝑖 𝑠 𝑠 − 𝑧𝑖
𝑛𝑖 ⟹ ҧ𝐺’ 𝑠 = 𝑛𝑖𝑏𝑖 𝑠 𝑠 − 𝑧𝑖

𝑛𝑖−1 + 𝑏𝑖 ’ 𝑠 𝑠 − 𝑧𝑖
𝑛𝑖

𝑀 𝑠 =
ҧ𝐺 𝑠 ’

ҧ𝐺 𝑠
=

𝑛𝑖
𝑠 − 𝑧𝑖

+
𝑏𝑖 ’(𝑠)

𝑏𝑖 𝑠

onde 𝑏𝑖(𝑠) é analítica em 𝑧𝑖  e 𝑏𝑖 𝑧𝑖 ≠ 0. Portanto, 𝑹 𝑴, 𝒛𝒊 = 𝒏𝒊
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PRINCÍPIO DA VARIAÇÃO DO ARGUMENTO

 Assim, o cálculo da integral anterior torna-se

ර
𝒞

ҧ𝐺’ 𝑠

ҧ𝐺 𝑠
𝑑𝑠 = 2𝜋𝑗 

𝑖=1

𝑟

𝑅 𝑀, 𝑝𝑖 +

𝑖=1

𝑡

𝑅 𝑀, 𝑧𝑖 = 2𝜋𝑗 −

𝑖=1

𝑟

𝑚𝑖 +

𝑖=1

𝑡

𝑛𝑖

= 2𝜋𝑗 𝑁𝑧 − 𝑁𝑝

 Por outro lado, considerando ҧ𝐺 𝑠 = ҧ𝐺 𝑠 𝑒𝑗 arg ҧ𝐺(𝑠)

ර
𝒞

ҧ𝐺’ 𝑠

ҧ𝐺 𝑠
𝑑𝑠 = ර

𝒞

𝑑 ln ҧ𝐺 𝑠 = ln ҧ𝐺(𝑠) ቚ
𝒞
= 𝑗 arg ҧ𝐺 𝑠 ቚ

𝒞
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PRINCÍPIO DA VARIAÇÃO DO ARGUMENTO

 Assim,
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arg ҧ𝐺 𝑠 ቚ
𝒞
= 0 arg ҧ𝐺 𝑠 ቚ

𝒞
= −2𝜋
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PRINCÍPIO DA VARIAÇÃO DO ARGUMENTO

 Assim, a variação do argumento de 𝐺(𝑠) quando 𝑠 percorre 𝒞, corresponde 

arg ҧ𝐺 𝑠 ቚ
𝒞
= 2𝜋 Nz − Np = 2𝜋𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠

onde 

1. 𝑁𝑝 é o número de polos de ഥ𝑮 𝒔  dentro de 𝓒 e 

2. 𝑁𝑧 é o número de raízes de ഥ𝑮 𝒔 = 𝟎 dentro de 𝓒 

3. 𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠  é o número de voltas em torno do ponto crítico 𝟎
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MAPEAMENTO DE 𝒞 ATRAVÉS DE 𝐺(𝑠)

  Curva 𝒞

17

 Permite identificar quantidade de polos de 1 + 𝐾 ҧ𝐺 𝑠 = 0 no SEMIPLANO complexo direito.

 Sentido HORÁRIO OU ANTI-HORÁRIO

 Não pode haver zeros e polos sobre a curva 𝓒

Para ҧ𝐺 𝑠 = −1/𝐾, devemos analisar o ponto crítico −𝟏/𝑲.

Local em que eu desejo ou não que estejam 
os zeros de 𝐺 𝑠 = −1/𝐾. 
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MAPEAMENTO DE 𝒞 ATRAVÉS DE 𝐺(𝑠)

 Curva I   :  

ҧ𝐺 𝑗𝜔 , 𝜔 ∈ [0,∞)

 Curva II   :  

ҧ𝐺 𝑠 ቚ
𝑠=𝛼𝑒𝑗𝜙

, 𝛼 → ∞,𝜙: 90𝑜 → −90𝑜

 Curva III  :
𝑆𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜 𝑑𝑒 𝐼
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MAPEAMENTO DE 𝒞 ATRAVÉS DE 𝐺(𝑠)

 Caso haja polos ou zeros sobre a curva, deve-se 
alterar a curva 𝒞 de forma a desviar destes 
pontos. Uma alternativa é apresentada ao lado.

 Curva II   :

ҧ𝐺 𝑠 ቚ
𝑠=𝑗𝜔1+𝛼𝑒

𝑗𝜙
, 𝛼 → 0, 𝜙:−90𝑜 → 90𝑜
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CRITÉRIO DE NYQUIST
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ҧ𝐺 𝑠 =
1

𝑠+1

I

II

III
𝑁𝑝 = 0;𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠 = 0 ⟹ 𝑁𝑧 = 0

II

I

III

1
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CRITÉRIO DE NYQUIST

ҧ𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠 𝑠+3
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𝑁𝑝 = 1;𝑁𝑣𝑜𝑙𝑡𝑎𝑠 = −1 ⟹ 𝑁𝑧 = 0

I
II

III

IV
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CRITÉRIO DE NYQUIST

 Construa o diagrama de Nyquist para as FT abaixo:

 Verifique quantos polos de 
𝑠+3

𝑠3−5𝑠2+6𝑠+1
 encontram-se no semiplano complexo aberto 

esquerdo.
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ҧ𝐺 𝑠 =
4

𝑠 + 2 𝑠 − 3
ҧ𝐺 𝑠 =

𝑠 − 1

𝑠 + 3 𝑠2
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MARGENS DE ESTABILIDADE – REVISITADO 

 Margem de fase é o quanto podemos deslocar o sistema em malha aberta, em fase, para 
que o sistema atinja o ponto ҧ𝐺 𝑗𝜔 = −1. Esta característica é medida em graus.

 Margem de ganho é o quanto podemos multiplicar o sistema em malha aberta, em 
módulo, para que o sistema atinja o ponto ҧ𝐺 𝑗𝜔 = −1. Esta característica é medida em 
dB.
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MARGENS DE ESTABILIDADE

Re{G(s)}

Im{G(s)}

-1
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Re{G(s)}

Im{G(s)}

-1

Re{G(s)}

Im{G(s)}

-1

1/MG

NEUTRALMENTE ESTÁVEL

MARGEM DE FASE

MARGEM DE GANHO
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MATERIAL ADICIONAL

 Leituras:
Leitura Complementar 12 (Princípio da Variação do Argumento e Critério de Estabilidade de 
Nyquist)
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PRÓXIMA AULA

 Discretização
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