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SISTEMAS COM ATRASO NO TEMPO

 Chamados de ATRASO DE TRANSPORTE, RETARDO DE TRANSPORTE, TEMPO MORTO.

 Ocorrem na transmissão entre controlador e planta, planta e controlador, na leitura de 
sensores, na aplicação da lei de controle, entre outros

 Fenômeno bastante comum em sistemas de controle e pode levar o sistema à 
instabilidade
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ATRASO SISTEMA
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SISTEMAS COM ATRASO NO TEMPO

 Tomando o sistema com atraso, temos que sua FT é

𝐴 𝑠 =
ℒ 𝑥 𝑡 − 𝑇𝑑
ℒ 𝑥 𝑡

=
𝑋 𝑠 𝑒−𝑇𝑑𝑠

𝑋 𝑠
= 𝑒−𝑇𝑑𝑠
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ATRASO
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SISTEMAS COM ATRASO NO TEMPO

 Esta FT pode ser aproximada por

 Aproximação de Taylor em torno de 𝑇𝑑 = 0

 Aproximação de Padé

 Aproximação por série de Taylor em torno de 𝑇𝑑 = 0

 𝑒−𝑇𝑑𝑠 = 1 + −𝑠 𝑒−𝑇𝑑𝑠𝑇𝑑 = 1 − 𝑠𝑇𝑑

 𝑒−𝑇𝑑𝑠 =
1

𝑒𝑇𝑑𝑠
=

1

1+ 𝑠 𝑒𝑇𝑑𝑠𝑇𝑑
=

1

1+𝑠𝑇𝑑

 𝑒−𝑇𝑑𝑠 = 𝑒−𝑇𝑑𝑠/2−𝑇𝑑𝑠/2 =
𝑒−𝑇𝑑𝑠/2

𝑒𝑇𝑑𝑠/2
=

2−𝑠𝑇𝑑

2+𝑠𝑇𝑑

 ⋯
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SISTEMAS COM ATRASO NO TEMPO

 Aproximação de Padé consistem em construir 𝐺𝑛,𝑚(𝑠) aproximada de 𝐺 𝑠 = 𝑒−𝑇𝑑𝑠, 

garantindo que 𝑮 𝒏 𝟎 = 𝑮𝒏,𝒎
𝒏
(𝟎), PARA TODO 𝑛.

 Neste caso, 𝐺𝑛,𝑚 𝑠  é do tipo:

𝑮𝒏,𝒎 𝒔 =
𝒃𝒎𝒔

𝒎 + 𝒃𝒎−𝟏𝒔
𝒎−𝟏 +⋯𝒃𝟏𝒔 + 𝒃𝟎

𝒂𝒏𝒔
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒔

𝒏−𝟏 +⋯𝒂𝟏𝒔 + 𝒂𝟎
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SISTEMAS COM ATRASO NO TEMPO

 Com isso, obtém-se as FT para o atraso

 No MATLAB utiliza-se [num,den]=pade(Td,ordem)
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Aproximação (𝟏, 𝟏) 𝑮𝟏,𝟏(𝒔) 𝟐 − 𝑻𝒅𝒔

𝟐 + 𝑻𝒅𝒔

Aproximação 𝟐, 𝟐 𝑮𝟐,𝟐(𝒔) 𝑻𝒅
𝟐𝒔𝟐 − 𝟔𝑻𝒅𝒔 + 𝟏𝟐

𝑻𝒅
𝟐𝒔𝟐 + 𝟔𝑻𝒅𝒔 + 𝟏𝟐

Aproximação (𝟑, 𝟑) 𝑮𝟑,𝟑(𝒔) −𝑻𝒅
𝟑𝒔𝟑 + 𝟏𝟐𝑻𝒅

𝟐𝒔𝟐 − 𝟔𝟎𝑻𝒅𝒔 + 𝟏𝟐𝟎

𝑻𝒅
𝟑𝒔𝟑 + 𝟏𝟐𝑻𝒅

𝟐𝒔𝟐 + 𝟔𝟎𝑻𝒅𝒔 + 𝟏𝟐𝟎

⋯ ⋯ ⋯
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DISCRETIZAÇÃO DE CONTROLADORES

 Até agora vimos sistemas do tipo

 Na prática, controladores digitais trazem menor custo de instalação e manutenção, 
facilidade de reprogramação, ...

 Hoje, temos plantas do tipo
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CONTROLADOR PLANTA
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DISCRETIZAÇÃO DE CONTROLADORES

 Sistemas em que sinais contínuos e discretos coexistem.

9

CONTROLADOR PLANTA

AMOSTRADOR

ZOH
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DISCRETIZAÇÃO DE CONTROLADORES

 Neste caso a FT do ZOH é

𝑆 𝑠 =
1 − 𝑒−𝑇𝑠

𝑠

    em que (AMOSTRADOR + CONTROLADOR DISCRETO + ZOH) são tais que

ത𝑢 𝑡 = ℒ−1 𝑆 𝑠 𝐶 𝑠 𝐸 𝑠 ⟹ 𝐶𝐷 𝑧 = 𝒵 ℒ−1 𝑆 𝑠 𝐶 𝑠
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DISCRETIZAÇÃO DE CONTROLADORES

 Assim, seja 𝐶 𝑠 =
1

𝑠
⟹ 𝐶𝐷 𝑧 = 𝒵 𝑇 =

𝑇

𝑧−1
⟹ 𝑠 =

𝑧−1

𝑇
 

 Realizando a FT discreta anterior em equação à diferenças:

𝑢 𝑘 + 1 = 𝑢 𝑘 + 𝑇𝑒[𝑘]

    que corresponde a uma integração retangular para frente.
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DISCRETIZAÇÃO DE CONTROLADORES

 Analogamente, realizando uma integração retangular para trás

𝑢 𝑘 = 𝑢 𝑘 + 1 − 𝑇𝑒 𝑘 + 1 ⟹ 𝑠 =
𝑧 − 1

𝑇𝑧

    ou uma integração trapezoidal (Tustin ou Transformação Bilinear)

𝑢 𝑘 + 1 = 𝑢 𝑘 +
𝑇

2
𝑒 𝑘 + 1 + 𝑒 𝑘 ⟹ 𝑠 =

2

𝑇

𝑧 − 1

𝑧 + 1
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PREWARPING

 Quando utilizamos a transformação bilinear, ao mapearmos 𝑠 = 𝑗𝜔𝐴,

𝑗𝜔𝐴 =
2

𝑇

𝑧 − 1

𝑧 + 1
⟹ 𝑧 =

2 + 𝜔𝐴𝑇 𝑗

2 − 𝜔𝐴𝑇 𝑗
≈ 𝑒𝑗𝜔𝐴𝑇

  

    em que cometemos uma distorção na aproximação!

 De fato, fazendo-se 𝑧 = 𝑒𝑗𝜔𝐴𝑇

𝑗𝜔𝐴 =
2

𝑇

𝑒𝑗𝜔𝐴𝑇 − 1

𝑒𝑗𝜔𝐴𝑇 + 1
=
2

𝑇

𝑒𝑗𝜔𝐴𝑇/2

𝑒𝑗𝜔𝐴𝑇/2

𝑒𝑗𝜔𝐴𝑇/2 − 𝑒−𝑗𝜔𝐴𝑇/2

𝑒𝑗𝜔𝐴𝑇/2 + 𝑒−𝑗𝜔𝐴𝑇/2
=
2

𝑇
tan

𝜔𝐴𝑇

2
𝑗
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PREWARPING

 Esta aproximação só é válida para 𝜔𝐴𝑇 muito pequenos.

 Para compensar este efeito em uma frequência de interesse 𝜔𝑐, fazemos

𝑠 =
𝜔𝑐

tan
𝜔𝑐𝑇
2

𝑧 − 1

𝑧 + 1
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PREWARPING
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MATERIAL ADICIONAL

 Leituras:
Leitura Complementar 18 (LGR e Sistemas com Atraso)
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