Leitura Complementar - 01

Funcoes de Transferéncia. Transformadas de Laplace.
Diagrama de Blocos.

Profa. Gabriela W. Gabriel

29 de Julho de 2023

I PRELIMINAR

Primeiramente, lembro que neste curso realizaremos o projeto de controle de sistemas
dinamicos, que sdo sistemas cuja saida serd uma trajetoria dada uma entrada e/ou condigao
inicial. Em relagao aos sistemas estudados, destaco trés caracteristicas importantissimas. Sao elas:
linearidade, invaridncia no tempo e causalidade.

E importante ainda recapitular como obter o modelo de sistemas fisicos e como descrevé-
los matematicamente utilizando as equagoes diferencias, que corresponde a uma representacao do
sistema no dominio do tempo. Como resultado do processo de modelagem, obtivemos um sistema
de equagoes diferenciais de ordens iguais ou maiores que um, lineares ou nao. Nestes sistemas,
nem sempre uma solucao analitica é facilmente obtida e, em alguns casos, nao é possivel dadas as
limitacoes das ferramentas que temos disponiveis nos dias de hoje.

A representagdao no dominio do tempo, para o nosso sistema fisico SISO, linear e invariante

no tempo (LTI), pode ser expressa como
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+ aoy(t) = by, 4+t by +bou(t) (1)

em que, neste caso, y : Ry — R é o sinal da saida controlada e u : Ry — R é o sinal da entrada
de controle. Além disso, por se tratar de um sistema fisico LTI, os coeficientes destas equacoes sao
constates no tempo e reais! Observo ainda que, por ser fisico, ele é causall Como consequéncia,
n>m!

Uma visualizagdo bastante simplificada deste sistema (contendo os sinais de interesse: en-
trada e saida) é apresentado na Figura 1, em que G corresponde a transformagao (“matemética”)

aplicada sobre u e que gera y.

u(t) y(@)

— g—>

Figura 1: Representacao em bloco de um sistema dindmico.

Note que (1) é equivalente ao diagrama da Figura 1, sendo matematicamente expressa por
y(t) = G(u(t)). A partir de (1), vimos como obter a representa¢io no espacgo de estados em que
substituimos a ordem elevada das equagoes diferenciais (ordinarias ou nao, lineares ou nao), (1),
pelas equagoes matriciais. Nesta representagao, convém trabalharmos com o modelo linearizado
do sistema, pela simplicidade de notacao e disponibilidade de ferramentas de analise e projeto,
ainda a serem estudadas em curso posterior. Outra vantagem deste tipo de notagao é a facilidade

de obtencao de solugao analitica, dada a reducdo de ordem das equagbes diferenciais envolvidas,



que tém a forma geral

& = Az + Bu (2)
y=Czx+ Du (3)

onde x é o vetor de estados do sistema, u é a entrada de controle e y é a saida medida. Observem
que um Tunico sistema pode ter diferentes representacoes no espaco de estados. De fato, existem
infinitas possibilidades para a definicdo do vetor de estados x e, portanto, infinitas representacoes
no espaco de estados dada uma tunica equagao diferencial.

Uma forma bastante pratica de resolver equagoes diferenciais lineares é através da transfor-
mada de Laplace, cujo dominio de validade corresponde a um subconjunto do plano complexo.
Esta representacao sera muito 1atil em nosso curso, uma vez que nos permite escrever o sistema na
forma de funcao de transferéncia, que seré o assunto abordado na aula de hoje.

Coloco a seguir os principais pontos a respeito da Transformadas de Laplace.

II TRANSFORMADA DE LAPLACE

1. Definicao

Dada uma fungao f(t) definida no dominio do tempo para t € [0,00), sua TRANS-
FORMADA DE LAPLACE ¢ definida como

Fis) = £} = | " fyetat (4)

para s € C.

O DOMINIO DE VALIDADE da transformada é a regiao do plano complexo em que
a integral acima (4) existe, sendo representado por

D{F}:={seC : F(s) existe} (5)

Para um sistema causal, sua transformada de Laplace é tal que

F(s) = £0r0) = | " ft)e e (6)

Dada a transformada F'(s), com dominio D{F(s)}, desejamos obter a fungao f(t) dita
INVERSA DA TRANSFORMADA DE LAPLACE F(s)

1 1 [ .
ft)=LYF(s)} = 57 L F(s)etds = o 1 N Flo+ jw)el" 9y t >0  (7)
onde 7 é qualquer linha vertical inteiramente contida em D{F(s)} C C e os pontos de

D{F(s)} sao tais que s = 0 + jw com w € (—00,00).

2. Principais Propriedades

e Linearidade: Dadas duas fungoes fi(t) e fa(t), ambas com ¢ > 0, tais que L{f1(¢t)} =
Fi(s) e L{f2(t)} = F2(s), com dominios, respectivamente D{F;(s)} e D{Fz(s)}, entao

F(s) = L{f(t)} = L{c1f1(t) + cafa(t)} = c1Fi(s) + caFa(s)



com dominio D{F(s)} D D{Fi(s)} N D{Fs(s)}.

Escalamento: Seja uma funcao f(t), ¢ > 0, tal que F(s) = L{f(t)} com dominio
D{F(s)} ={s € C : Re(s) > a}. Entao,

H(s) = Lh(0) = £{f(wn)} = ~F (2)

w
com dominio dado por D{H(s)} = {s € C : Re(s) > wa}.

Deslocamento em t: Seja f(t), t > 0, com transformada F'(s) e dominio D{F(s)}
e seja uma constante 7 > 0. Entao, definindo

ht) = { 0, telo,r)
fit—=71) , te]r,o0)
teremos

H(s) = L{h(t)} = e~ F(s)

com dominio dado por D{H(s)} = D{F(s)}.
Deslocamento em s: Seja F(s) = L{f(t)}, t > 0, com dominio D{F(s)} = {s €
C : Re(s) > a} e seja a € C uma constante. Entdo, tera transformada

H(s) = L{h(t)} = L{e" " f()} = F(s + a)

com dominio dado por D{H(s)} = {s € C : Re(s) > a — Re(a)}.

Derivada no tempo — ordem 1: Seja f(¢), t > 0, diferenciavel em todo t > 0,
com transformada F(s) e dominio D{F(s)}. Entdo, para uma condic¢do inicial f(0)

arbitraria e finita

H(s) = L{h(D)} = £ {d’;?} — <P (s)— 1(0)

com dominio dado por D{H(s)} = D{sF(s)}.
Derivada no tempo — ordem n: Seja f(t), t > 0, diferenciavel até a ordem n em
todo t > 0, com transformada F(s) e dominio D{F(s)}. Entao, para uma condi¢oes
iniciais f(0),---, f®~1(0) arbitraria e finita

LU} = 5"F(s) = 8" LF(0) = 8" 2f(0) =+ = sf"2(0) = £ 0)

com dominio dado por D{H(s)} = D{sF(s)}.

Integragao no tempo: Seja f(t), ¢ > 0, uma fungdo com transformada F(s) e
dominio D{F(s)}. Entao,

H(s) = £ { / t fde} _FG)

S

com dominio dado por D{H(s)} = ’D{@}

Convolugao: Dadas f(t) e g(¢t) definidas para t > 0, com transformadas F(s) e G(s)



e dominios, respectivamente, D{F(s)} e D{G(s)}. Entao,

H(s) = L{A(B)} = L{f (1) x g(t)} = F(s)G(s)

e Teorema do valor final: Seja f(t), ¢ > 0, tal que F(s) = L{f(t)}, com 0 €
D{sF(s)}. Entao,

lim f(¢) = lim sF(s)

t—o0 s—0

3. Principais Transformadas de Laplace

Tabela 1: Tabela das principais transformadas de Laplace

O OO
05.01. Observe a diferenga entre (1) e (6) e discuta porque esta simplificagio é possivel para o

caso dos sistemas causais.
O o0a

IIT FUNCOES DE TRANSFERENCIA

Analise matematica — O resultado da modelagem do nosso sistema fisico de interesse é



uma representacao matematica que descreve o comportamento de sua saida como uma funcgao de
sua entrada (caso SISO). Conforme mencionado na se¢ao anterior, uma representa¢do em bloco
deste sistema corresponde a apresentada na Figura 1. Sendo y o sinal da saida medida e u o sinal
da entrada de controle. Observe que, em sua representacao no tempo y(t) = G(u(t)), nos descreve

o sistema conforme (1). Se chamarmos

d"y(t) d"ly(t) dy(t)
Dly(t)] = an qin + An—1" 1 +eee T + aoy(t) (8)
d™u(t du(t
N[u(®)] = by S8 O ) = o) 9)
dt™ dt
podemos representar o mesmo sistema, no dominio do tempo, como D[y(t)] = Nlu(t)] = v(¢).
Portanto, teremos que as parcelas da solucdo de y(t) = G(u(t)) correspondentes a resposta a

condigdes iniciais nulas, y,(t), e & entrada nula, yy(¢), sdo obtidas pelas solugdes de

Dly(t)] = 0 = y(t) = yn(t) (10)
Dly(t)] = Nlu(t)] = y(t) = yn(t) + yp(t) (11)

cuja Transformada de Laplace leva a

N(S) k y(()) + k y(l)(()) N y(nfl)(o)
YO =Yl 4+ %) = pUl)  + T (12)
Resposta a c.i. nulas Resposta a entrada nula

A partir de (12) definimos o conceito de fungao de transferéncia.

FUNCAO DE TRANSFERENCIA (FT) ¢ a relagdo entre a saida do sistema, Y (s), e a
entrada do sistema, U(s), para c.i. NULAS, ou seja,

N(s) o Y(s)
D(s) U(s)

G(s) = (13)

c.i. nulas

OBSERVAGCAO: Observe que o fato de exigirmos c.i. nulas implica em termos uma representacio

tnica para G(s).

Neste cenario (c.i. nulas) e considerando o universo dos sistemas LTI SISO, se a entrada do

sistema for o impulso unitario, u(t) = §(¢), sua saida g(t), podera ser calculada como
g(t) = L7HY (s)} = L7HG(s)U(s)} = L7H{G(s)} x 1 (14)
Por outro lado, para uma entrada qualquer u(t), a saida correspondente é

y(t) = L7HG(s)U(s)} = g(t) * u(t) (15)

que corresponde a resposta do sistema ao impulso unitério convoluida com o sinal de entrada. Neste
ponto, duas representagdes totalmente equivalentes do sistema sdo: a) representagdo no dominio
do tempo e b) representacdo no dominio da frequéncia, através de sua Transformada de Laplace.

A segunda delas é comumente representada na forma grafica, denominada diagrama de blocos.

IV CARACTERISTICAS DAS FT

Antes de passarmos para uma anélise do diagrama de blocos, vamos analisar com um pouco

mais de detalhe a expressao da funcao de transferéncia. Observe que, pela caracteristica das



equagoes diferenciais que descrevem os sistemas LTI, podemos reescrever G(s) conforme

Gls) = N(s) _ b 8™ 4 by 18™ L 4+ £ bys + by (16)
" D(s) O S™ + G181 4+ +ays+ag

emque b, e R, i=0,--- mea; €R,i=0,---,a, com a, # 0, b,, #0 e n > m. Esta funcdo
é dita racional uma vez que pode ser escrita como o quociente entre dois polindmios em s, com
coeficientes reais. Portanto, raizes complexas s6 ocorrem em pares complexos conjugados.
Classificamos as fungoes racionais como
1. Proprias: caso n > m;
2. Estritamente préprias: caso n > m; ou
3. Impréprias: caso n < m.
Aqui trabalharemos com fungées proprias ou estritamente proprias. Porqué?
Por serem, D(s) e N(s), fungdes polinomiais, podemos escreve-las através de suas raizes
N(s) K(s—z1)(s—22) - (s—zm)

G(s) = D(S) - (s =p1)(s —p2)---(s—pn) o

em que
® zy, -, 2y sao ditos ZEROS do sistema;

® pi,- -+, P, sao ditos POLOS do sistema.

Reescrevendo a fungdo de transferéncia G(s) na forma de fragdes parciais,

(€3] Q2 Qp
s—=p1 S — P2 S —Pn

G(s) = (18)

podemos verificar que os polos do sistema determinam seus modos de operagao, uma vez que

E{ Qi }:aiemt, t>0
§—Di

para o caso de polos simples, ou

o ot !
L : = pit >0
{<sm>n} (-1 "

para o caso de polos com multiplicidade maior que um. Tais polos serao sempre reais ou complexos
conjugados, como mencionado anteriormente. Polos reais sao ditos modos de primeira ordem
do sistema e polos complexo conjugados sao chamados modos de segunda ordem do sistema.

E interessante observar o efeito de cada um deles no sistema como um todo.

Ooon
05.02. Verifique o comportamento da resposta ao impulso do sistema para os sequintes casos:
a) G(s) = 75
b) G(s) = ;
c) G(s) =
1
d) G(s) = =571
e) G(s) = &
1) G(s) = o=
Ooogono

Por outro lado, os zeros do sistema determinam o quanto cada um dos modos do sistema
influenciam sua resposta, em outras palavras, sao os pesos atribuidos a cada um dos modos do

sistema uma vez que influenciam os valores de «;. Os multiplicadores «a;, por sua vez, sao ditos



residuos associados a cada um dos polos do sistema.

V DIAGRAMA DE BLOCOS

Uma forma gréfica, bastante intuitiva de representar um sistema din&mico, é através do
fluxo dos sinais que o compoem. Como exemplo, considere o sistema de um eletroima, visto na
Aula 01. Nele, pudemos identificar diferentes elementos, os quais estdo apresentados na Figura

2. No entanto, este diagrama nao traz informacoes de como estes sinais estao matematicamente

SISTEMA

CONTROLADOR

5s B ()
] ¢ —>
!

SENSOR

Figura 2: Diagrama de sinais e elementos que compoem um sistema de um eletroima.

relacionados. Substituindo cada um dos elementos pelas suas respectivas fungoes de transferéncia
e cada um de seus sinais por suas respectivas Transformadas de Laplace, teremos um diagrama que
compreende a relagao matemaética entre cada sinal com os demais. A esta representacao chamamos
DIAGRAMA DE BLOCOS. A Figura 3 corresponde a uma possivel representacao em diagrama
de blocos do sistema do eletroima. Neste diagrama, R(s) = L{r(t)} é o sinal de referéncia. Quando
temos um sistema de controle bem projetado, a saida do sistema deve se aproximar do sinal de

referéncia. Os sinais w e v sdo ruidos (perturbagoes externas nao modeladas).

W (s)
R(s) E(s) o] Ve = Y (s)
T Cl) = e —0—6() = 2555
H(s)=1 ' +V(S)

Figura 3: Diagrama de blocos do sistema do eletroima linearizado.

No caso da Figura 3 temos um diagrama em malha fechada, uma vez que o sinal da saida
do sistema, y(t) = L{Y (s)}, é utilizado para controlar o sistema, através de uma realimenta-
¢ao negativa. Para obtermos a funcdo de transferéncia do sistema em malha fechada (FTMF)
Y (s)/R(s) ¢é necessério utilizar a algebra de blocos. Para isso, o primeiro ponto a ser observado
é que trataremos de todos os sinais envolvidos no dominio da frequéncia, como apresentado na

propria Figura 3. Assim, percorrendo a malha a partir de Y (s), podemos escrever

Y(s) = Gs){W(s) + C(s) [R(s) = H(s)(V(s5) + Y (5)) |}
(1 + H(S)C(s)G(s))Y(s) = C(s)G(s)R(s) + G(s)W(s) — H(s)C(s)G(s)V (s)

Portanto, podemos escrever que

C(s)G(s) G(s

1T HG)C(9)G ) Vis)  (19)

Y(s)




ou seja, para w =0 e v = 0, teremos

C(s)G(s)
1+ H(s)C(s)G(s)

Y (s) C(s)G(s)

Y(s) = (R(s) ~ 1+ H(s)C(s)G(5)

R(s) — F(s)=

(20)

F(s) é dita funcdo de transferéncia de malha fechada (FTMF) do sistema. E evidente, que por se
tratar de uma fungao racional, para que o sistema em malha fechada seja estavel, devemos fazer
com que os modos de 1 + H(s)C(s)G(s) (suas raizes) estejam todos localizados no semi-plano

esquerdo do plano complexo em s, 0 que garantira a convergéncia do sinal de saida y. A equacao
14+ H(s)C(s)G(s) =0 (21)

chamaremos EQUACAO CARACTERISTICA DO SISTEMA EM MALHA FECHADA.

Algumas outras nomenclaturas importantes dos diagramas de blocos sdo apresentadas na
sequéncia. Inicialmente, considere novamente o caso em que w = 0 e v = 0, por simplicidade.
Entao, observe que no caso apresentado o bloco C(s) realimenta G(s) e vice-versa. O sinal de
menos no somador remanescente indica que temos aqui uma realimentagao negativa. Se o ramo
de realimentagao (aquele que contém H(s)) fosse adicionado, ao invés de subtraido, teriamos uma
realimentagao positiva do sistema. Para cada um dos casos, a FTMF é composta de uma
forma diferente. O ganho de malha é aquele obtido quando percorremos a malha de controle
sem considerar o somados, no caso, C(s)G(s)H(s). Por outro lado, o ganho do ramo direto é
aquele obtido percorrendo-se o caminho do sinal 7 — y sem considerar o ramo de realimentacao,
no caso, C(s)G(s). Se a fungao H(s) = 1, temos um sistema de realimentacao unitaria, que
corresponde a uma malha de controle tipica a ser utilizada na maior parte do nosso curso.

A algebra de blocos é escrita utilizando linhas orientadas (que representam o fluxo do sinal) e
blocos que indicam transformagoes de um sinal em outro, indicado pela presenga de uma fungao de
transferéncia. A Figura 4a apresenta uma configuracio de blocos em cascata enquanto a Figura 4b,
uma configuragao em paralelo. As F'T equivalentes para cada um dos casos estao apresentadas nas
proprias figuras. Os somadores sao elementos bastante utilizados. O tnico cuidado, extremamente
importante, em relacao a este ultimo elemento é que ao somarmos diferentes sinais eles devem
possuir a MESMA UNIDADE.

Gi(s)
X(s) Y(s)
e | Gi(s) Ga(s) — X(s) Y(s)
Gs(s)
G = Gi(s)Ga(s) X = Gi(s) + Gals)
(a) Configuracao cascata. (b) Configuragao paralela.

Figura 4: Algumas configuragoes simples — algebra de blocos.

Leituras complementares a respeito da algebra de blocos sdo recomendadas. Os livros [1]
e [2] contém informagoes adicionais sobre o assunto. Aquirre, Algebra de diagramas de blocos
(ELT009, ELT035), 2017.

Observacgao:

1. Propositalmente ao longo do texto sao utilizados os sinais em letras maiusculas (sinal no dominio da
frequéncia, X (s)) e mintsculas (sinal no dominio do tempo, x(t)), esta alternancia nao implica em
qualquer tipo de confusdo, uma vez que correspondem ao mesmo sinal em diferentes representages

mateméaticas.


https://youtu.be/VhbIGDqdX3E
https://youtu.be/VhbIGDqdX3E
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