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I PRELIMINAR

Nem sempre os sistemas que temos em maos, especialmente os derivados de sistemas reais
sdo sistemas de primeira ou segunda ordem, como estudamos. E neste caso, qual o efeito destes
polos adicionais? Quais os efeitos de zeros adicionais na resposta do sistema? Como definir os
pardmetros de projeto corretos?

Até agora, recapitulando, vimos os seguintes (principais) critérios de desempenho que nos
ajudarao a nortear os projetos de controle:

e Tempo de subida, ¢, (Critérios 0 — 100%, 5 — 95%, 10 — 90%),

e Tempo de pico, tp,

e Tempo de estabilizacdo (acomodagao), ts., (Critérios € = 2% ou € = 5%),

e Méximo sobressinal percentual, M,

e Erro de estabilizagao, eso = 7 — Yoo, em que r é o valor da referéncia degrau aplicada a
entrada do sistema.

Estes critérios foram estudados considerando a resposta de um sistema de primeira e de um
sistema de segunda ordem. De imediato, podemos observar que estas duas respostas diferem em
suas caracteristicas. E no caso de inserirmos um zero no sistema ou um polo adicional? Qual o

efeito sobre estes critérios de desempenho? Segue a andlise para estes sistemas.

II SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM COM UM ZERO ADICIONAL

Antes de iniciarmos a analise de um sistema de terceira ordem, vamos inserir um zero no

sistema de ordem 2. Para isso, vamos considerar um sistema do tipo

S+ z
§2 4+ 28wps + w2

G(s) = (1)
Nas aulas anteriores aprendemos que a fungdo do zero na TF (fungdo de transferéncia)
corresponde a atribuir pesos aos polos. Além disso, suponha que um dos polos, p; por exemplo,

de G(s) esteja proximo de z. Neste caso, o coeficiente a; de

ay az ay az

G(s) = + =

- - +
s+&wp +jwa  s+&wn—jwa S+p1 S+p2

sera

a1 = (s +p1)G(s)|

s=—P1

que assumird um valor tao pequeno quanto mais préximo z estiver de p;, por haver um “cancela-

mento”’ de polo e zero na fungao racional.



Observe que o termo CANCELAMENTO foi utilizado entre aspas. Isso porque devemos
sempre tomar cuidado ao utilizar esta expressdo. Em sistemas reais, nao é possivel cancelar
polos e zeros, pois TF sdo aproximacoes mateméticas. Além disso, parametros reais estao
sujeitos a variacoes devido as condig¢oes do ambiente em que estao inseridos. Um exemplo é o
efeito da dilatacao sofrida pelo metal em um jogo de engrenagens por efeito da temperatura.
Esta dilatagao tem o efeito de alterar a folga existente entre os dentes das engrenagens e,

portanto, sua TF.

Exemplo:

Vamos observar a decomposi¢ao em fragoes parciais das trés sequintes func¢oes de transferéncia

3 3/2 32
G S) = = —
1(s) (s+1)(s+3) s+1 s+3
3 1.1 0.1364  2.5909
Ga(s) = (s+1.1) — = + 2 -
11(s+1)(s+3) s+1 s+3
3(s+2.8 0.9643 0.1071
GB(S) ( ) o

T 28+ 1)(s+3)  s+1 | s+3

Observe que os pesos relativos de cada um dos modos do sistema dependem da localizagao do zero.
A Figura 1 apresenta o grifico de cada uma das FT e a influéncia que estes pesos exercem na

resposta do sistema como um todo.
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Figura 1: Efeito de um zero adicional em uma FT de ordem 2.

Agora vamos reformular a expressdo de G(s) em (1) como

Gls) = s+ akwy, _ S 1

R B va——— 2
8§24+ 2wps +w? 824 2fwns +w? T atw 82+ 28wps + w2 @)

Fazendo £ = 0.5 e w, = 1, vamos analisar diferentes valores de a. O resultado é apresentado
graficamente na Figura 2. Observe que m zero no semi-plano direito do plano complexo fazemos
com que a fase do sistema seja alterada (no caso, adiantado de 90°). Por isso, este sistema é
chamado de SISTEMA DE FASE NAO MINIMA. Além disso, em (2) podemos observar que o



zero introduz um termo derivativo a TF de ordem 2. De fato, se chamarmos

1

Gpls) = $2 4+ 28wps + w2

entdo G(s) = abwn,Gp(s) + sGp(s), cuja resposta ao degrau corresponde a

y(t) = agwnyp(t) + yp(s)
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Figura 2: Variacao do zero adicional em um sistema com 0 < ¢ < 1.

O grafico da Figura 3 mostra o comportamento das componentes de y(t) em que foi preser-

vado o erro nulo na resposta em regime permanente. (Qual é esta condigao?")
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Figura 3: Efeito da adicao de um zero na TF de ordem 2.

A adicao de um zero nao minimo pode influenciar na Resposta ao Degrau de diferentes
maneiras. Este topico serd melhor analisado no estudo da resposta em frequéncia e construgao do

diagrama de Bode.

ILembrando que o erro em regime é eoo = lims_0 s[% — F(s)], para um erro nulo, devemos ter F(0) = 1.



III S1STEMAS DE TERCEIRA ORDEM

Vamos inserir agora um polo adicional ao sistema de ordem 2 e, para isso, vamos considerar
uma formulagdo geral para este novo sistema de ordem 3, como
2
Y(s) WP

Gls) = R(s) (52 4 26wns + w2) (s + BEwn) Y

e vamos distribuir este polo relativamente aos polos existentes variando o valor de 5. O grafico 4

apresenta este grafico para 8 assumindo valores no conjunto {&wy, /4, Ewn, 4€wy }.
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Figura 4: Efeito da adicao de um polo extra na TF de ordem 2.

Observe que, quando o polo adicional é quatro vezes maior que a parte real dos polos
complexo conjugados, G(s) pode ser aproximada pela TF de ordem 2 (contendo 2 polos complexos
conjugados). Por outro lado, quando o polo adicional é quatro vezes menor que a parte real dos
polos complexos conjugados, G(s) pode ser aproximada pela TF de ordem 1 (contendo somente o
polo adicional). Além disso, observe que o polo mais lento (parte real mais proxima da origem) é
quem dita a velocidade de convergéncia do sistema.

Por fim, deve-se tomar muito cuidado ao realizarmos uma anélise da influéncia de um polo
ou zero adicional em um TF. A analise anterior nos permite deduzir que, em alguns casos, podemos
aproximar uma TF de ordem maior por uma TF menos complexa (com menos polos). Porém, como

proceder para aproximar as fungoes de forma adequada? O proximo topico, trata deste assunto.

IV REDUCAO DE MODELOS VIA POLOS DOMINANTES

Vamos considerar uma fungéo de transferéncia a tempo continuo, G(s), contendo n polos
localizados no semiplano esquerdo, o que implica em G(s) ser assintoticamente estavel. O objetivo
é encontrar uma funcdo Gy, (s) contendo agora r < n polos e que aproxime, tanto no regime tran-
sitorio, quanto no regime estacionario, a fungao original G(s). Observo que, devido a caracteristica
de causalidade dos nossos sistemas, é possivel que tanto G(s) quanto Gg,(s) possuam zeros, porém
em quantidade menor que suas respectivas quantidades de polos (no caso, n e r, respectivamente).

Por simplicidade da dedugao, vamos assumir que G(s) possua polos distintos entre si, de

forma que podemos escrever




se ordenarmos este polos do mais lento para o mais réapido, 0 < Re(p1) < Re(p2) < -+ < Re(pn),

reter os r polos com dindmica mais lenta em G, (s) implica em escrevermos

bi
Gap(s) Z s +p‘

i=1

com b; € C,2=1,---,7, em que estes valores sao determinados de forma a manter as caracteris-
ticas em regime permanente da funcao original, uma vez que as caracteristicas de transitorio sao
capturadas pelos r POLOS DOMINANTES do sistema.

Observe, neste ponto, que a escolha b; = a; leva a uma aproximacao muito diferente da
funcdo original (em regime). Assim, vamos selecionar um conjunto de entradas do tipo R(s) = 1/s*
com k = 1,2,--- (degrau unitario, rampa unitéria, etc.) tantas quantos forem os coeficientes a
determinar.

Sendo G(s) assintoticamente estavel, s = 0 € D{G(s)}, portanto, para cada uma destas

entradas podemos aplicar o teorema do valor final, de forma que

lim Gls) = ¢ + lim Oy (s)
s—0 8 S s—0
=0

G(s) _ G'(0) | G(0)

iig%) 2 s + 52 +£i~r>%02(s)
———
=0

em que O;(s) sdo as parcelas decorrentes dos polos de G(s) que tendem a 0 quando t — oo.
Para o caso da fungdo aproximada, Gg,(s), o mesmo pode ser aplicado para o calculo do

seu valor em regime. Assim,

Gap(s) _ Gap(0)

lim + lim Q4 (s)
s—0 S S s—0
| ——
=0

lim Gap(s) _ G;p(o) Gap(o)
50 §2 s 52

sendo O;(s) as parcelas decorrentes dos polos de G,p(s) que tendem a 0 quando ¢ — co. Esta

andlise nos permite determinar os coeficientes b;, i = {1,2,--- ,r} através de r equagoes

k k
GH(0)=G"0), k=0, ,r—1

Exemplo:
Seja a funcao
6 6/5 —6/5

GO = GG e s+1 s+6

cujos polos sao {—1,—6}. Observe que o dltimo polo estd mais afastados da origem em pelo menos 4



vezes. Neste caso, vamos construir uma fun¢ao aproximada que capture o polo mais lento, p = —1,

Assim, determinamos os coeficientes da funcao aprozimada como sendo

G(0) = Gup(0) = a1 =1

Neste caso, teremos

1
s+1

Gap(s) =
O grifico da fungao original e da fungao aprozimada, Gap(s), encontram-se na Figura 5. Além

disso, neste mesmo grdfico é apresentada a fung¢ao aproximada com a escolha trivial ay = 6/5, bem

como o grdfico de uma aprozimagao utilizando o polo mais rdpido ao invés do mais lento.
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Figura 5: Fungdo aproximada de G(s).
EXERCICIO PROPOSTO:
1. Obtenha a fungao de transferéncia aproximada para

150(s +4)(s +9)
(s2 4 65+ 13)(s% 4 16s + 100)(s + 7)

G(s) =
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