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I PRELIMINAR

Até agora, vimos que conseguimos alterar a estabilidade de um sistema G(s), ou alterar seu ponto
de operacgao, realimentando a malha de controle. Para qualquer uma das aplicagbes do controle de
sistemas, a principal caracteristica é a que concerne a estabilidade! Na maioria dos casos desejamos
um sistema estével, que responda, de forma automética e previsivel a estimulos aplicados em sua(s)
entrada(s).

Para garantir a estabilidade de um sistema linear, sabemos que as raizes s* da equagao caracteristica
daquele sistema D(s) = 0, sendo D(-) o denominador da TF em questao (malha aberta ou malha
fechada), devem satisfazer a condigdo de Re(s*) < 0, uma vez que estas se refletirdo na resposta

. . . . * ~ . .
limitada do sistema através dos termos e® *. Vamos, entao, determinar as raizes de D(s) = 0!

Utilizando um computador, facilmente resolvemos qualquer polinémio de ordem finita n. Mas,
como projetamos este sistema, de forma a definir controladores (incognita do nosso problema de
controle) que, quando inseridos na malha de controle, confiram ao sistema estabilidade? Para
responder a esta questdo, algumas técnicas, no contexto dos os sistemas LINEARES E INVA-
RIANTES NO TEMPO, estao bem sedimentadas na comunidade cientifica. Elas nos permitem
avaliar a estabilidade de um sistema sem a necessidade de resolver a equagao caracteristica, sao

elas o Critério de Routh-Hurwitz e o Critério de Nyquist.

Outras técnicas, muito embora nao nos permitam decidir sobre a estabilidade através de anéalises
laterais, nos permitem entender melhor o sistema e projetar um controlador que atenda certas
especificacoes de um comportamento desejado. Dentre estas técnicas estdo projeto via Diagrama
de Bode, projeto via Carta de Nichols-Black, projeto via Lugar das Raizes, que em conjunto
com as duas anteriores, nos conferem um conjunto de ferramentas suficientes para projetar qualquer

sistema de controle de ordem finita, linear e invariante no tempo.

II O CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

A primeira das técnicas que iremos aprender, e a mais simples delas, baseia-se na analise dos co-
eficientes da equagao caracteristica. Edward John Routh, em 1876, estabeleceu um método em
forma de tabela para verificar a positividade das raizes de um polindémio de coeficientes reais. Duas
décadas depois, Adolf Hurwitz estabeleceu um método equivalente através da analise dos deter-
minantes das matrizes menores complementares da Matriz de Hurwitz, formada pelos coeficientes
do polindémio. (Um pouco mais sobre a histéria e o método podem ser vistos em: Routh-Hurwitz
Stability Criterion, wikipedia).

Antes de enunciar o critério, vamos observar que as raizes de um polindmio D(s) podem ser


https://en.wikipedia.org/wiki/Routh%E2%80%93Hurwitz_stability_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Routh%E2%80%93Hurwitz_stability_criterion

decompostos todos em termos lineares, (s + p) cujas raizes sdo reais, ou (s% + as + b) cujas raizes
sao complexas conjugadas. Em qualquer dos casos, elas estarao localizadas no semiplano esquerdo
de Re(s) x Im(s) se todos os seus coeficientes forem positivos. Como consequéncia, é condi¢ao
necessaria de estabilidade que todos os coeficientes de D(s) sejam positivos. Esta condi¢ao nao é
suficiente, por isso, o critério de Routh-Hurwitz torna-se importante.

Partindo do polinémio cujas raizes desejamos analisar,
D(s) = aps™ + o1V 4+ 4 ass® + ars + ag

construimos a Tabela 1.

Construgcao da Tabela de Routh

e Sc houverem raizes nulas, estas devem ser retiradas de D(s) antes de iniciarmos a

construcgao da tabela.

e Os coeficientes do polindémio D(s) formam (de maneira intercalada) as duas primeiras
linhas da tabela. Observe que, em nao havendo mais coeficientes para aquela linha,

os demais serao todos nulos.

e As linhas subsequentes sao formadas, uma a uma, fazendo-se

Qn, Ap—2
det
On-1  On-3 Ap—10p—2 — Apln—3
by = —— & 4
Ap—1 Gp—1
2% (p—4
det
Gp—-1 Qp—5 Ap—10p—4 — GpGp—5
b2 = — — — =
Qp—1 An—1
53 = ...

e A tabela deve ser construida até chegarmos & linha s°.

Tabela 1: Tabela de Routh

" Qnp Qp—2 Qp—4 T 0
—1
" Gp—1 Qp—3 Apn—5 e 0
sn2 by bo b3 v 0
81
SO

Sendo todos os elementos da primeira coluna nao nulos, a construgao da tabela envolve apenas
calculos elementares. Deve ser observado que a multiplicagao de uma linha inteira pelo mesmo
nimero positivo nao altera o resultado final. Esta observagao é especialmente ttil, uma vez que
podemos multiplicar cada uma das linhas pelo seu respectivo primeiro elemento, o que facilita

muito a obtengao da tabela.

A partir da Tabela 1 estabelecemos o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz.



Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

Todas as raizes de D(s) estdo localizadas na regido Re(s) < 0 se e somente se todos os

elementos da primeira coluna da tabela de Routh forem positivos.

Se o primeiro elemento da primeria coluna for negativo, devemos esperar que todos os demais
sejam negativos também, uma vez que a operagao (—1)D(s) torna todos positivos. A partir deste

critério, podemos afirmar ainda que

A quantidade de raizes de D(s) que estao localizadas na regidao Re(s) > 0 corresponde ao

ntmero de vezes em que ocorre mudancas de sinal na primeira coluna da Tabela de Routh.

Vale ressaltar duas observagoes a respeito do critério de Routh-Hurvitz. A primeira delas diz
respeito a necessidade e suficiéncia do critério. Neste caso, sendo todos os coeficientes da primeira
coluna nao nulos, podemos saber exatamente quantas das raizes estao localizadas em um e outro
semiplano aberto do plano complexo. A segunda, corresponde a necessidade de todos os elementos
da primeira coluna serem nao nulos. Esta condigao sera relaxada e abordada com maior detalhe a

seguir.

OEXERCICIORESsSoLvIDOUO

Seja o polinomio D(s) = s® + 4s% + 5s + 2. Neste caso, a tabela de Routh fica

s3 1 5
52 4 2
st 9/2

59 2

Teremos entao que todas as raizes de D(s) estao localizadas no semiplano aberto Re(s) < 0.

o o o

A ocorréncia de um elemento nulo na primeira coluna da tabela requer um tratamento especial

para aquela linha. Dois casos devem ser considerados (Geromel, 2011):

e Todos os demais elementos daquela linha sao nulos: Neste caso, podemos substituir

a linha nula pela derivada do polinémio gerador da linha anterior.

e Algum dos elementos da linha nao é nulo: Neste caso, substitui-se o elemento nulo
por € > 0 e fazemos € — 0.

A ocorréncia de uma linha inteira nula indica que o polinémio anterior divide D(s). Portanto,
podemos substituir a derivada do polindmio que é fator de D(s) pelos coeficientes da linha nula. Ha
dois casos que implicam nesta situacao: ou o polinémio possui duas raizes imaginarias conjugadas
(sobre o eixo imaginario) ou duas raizes reais com sinais contrarios. De qualquer forma, esta
condicao ocorrera sempre em linhas de poténcia par! Além disso, esta condigao reflete sempre em
um sistema BIBO instéavel.



OEXERCICIORESOLVIDOUO

Seja o polinomio D(s) = s7 + 4s® + 65> + 4s* — 153 — 45> — 65 — 4. Neste caso, a tabela de Routh
fica

s7 1 6 -1 —6
58 4 4 —4 —4
s° 5 0 -5

s 4 0 —4

s3 0 0

A ocorréncia da linha s® nula, indica que o polindmio gerador da linha s*
45 +0s% — 4

contém raizes conjugadas imagindrias ou reais de sinais opostos. De fato, resolvendo este polindmio
obtemos as raizes {1,—1,j,—j}. Imediatamente podemos perceber que de fato este polindmio nao
pode representar o denominador de um sistema estdvel, seja pela presenca das raizes situadas
sobre o eizo imagindrio, seja pela raiz localizada em Re(s) > 0. A andlise quanto & estabilidade
termina por aqui. Porém, quantas raizes localizam-se no semiplano direito? Para responder esta

questao devemos continuar a construcao da tabela.

s7 1 6 -1 —6
50 4 4 —4 —4
s° 5 0 -5
s 4 0 —4
53 16 0
s? 0—e —4
st 64/¢
s0 —4
Para continuidade da tabela, a linha s® foi substituida pela derivada da linha s*. Em sequida,

em s2, ocorre uma linha com o primeiro elemento nulo porém com outro elemento néo nulo

na mesma linha, que corresponde ao seqgundo caso especial. Substituindo o elemento nulo por

0

e > 0, verificamos que em s° ocorre um elemento negativo, indicando que o polinémio original

possui um elemento no semiplano Re(s) > 0. De fato as raizes de D(s) = 0 estao localizadas em
{13 717‘7‘3 7‘7‘3 727 -1 +.73 -1- ]}

OEEXERCICIOREsoLviIDOUO

Seja agora o polinémio D(s) = s3>+ 5s + 2. Neste caso, a tabela de Routh fica

53 1 5
52 0—e€ 2
st 5—2/€

s0 8/5



Quando fazemos € — 0, o termo 5 << —2/¢, e como consequéncia esta linha tem a primeira coluna
negativa. Portanto, D(s) possui duas raizes localizadas no semiplano aberto Re(s) > 0. De fato,
suas raizes sao {0,1941 4+ 2,26125,0, 1941 — 2, 2612i, —0, 3883}.

g 0O 0O

IIT PROJETO DE CONTROLE UTILIZANDO O CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

O critério de estabilidade de Routh-Hurwitz é bastante ttil ainda quando queremos realizar projetos
de controle. Para isso, devemos sempre analisar a primeira coluna da tabela de Routh. Veja os

dois exemplos a seguir.

OEXERCICIORESOLVIDOO

Seja um sistema G(s) = (s+1)/(s®+s+2), em uma malha de controle com realimentagio unitdria
negativa, do tipo apresentado na Figura 1, em que desejamos verificar para quais valores de K um

controlador proporcional estabiliza a malha de controle.

R(s) B(s) U(s) ¥(s)

j)?—r C(s) G(s)

Figura 1: Malha de controle com realimentagao unitéria negativa.

Para este sistema, a TF de malha fechada pode ser escrita como

K(s+1)

Fls) = 2+ (1+K)s+ (2+K)

que gera o polinémio D(s) = s*> + (1+ K)s + (2+ K). Neste caso, a tabela de Routh fica

52 1 2+ K
st 1+ K 0
s9 24+ K

Como o primeiro elemento da primeira coluna € positivo, para que o sistema seja estdvel devemos

ter
1+ K >0 — K> -1

De fato, valores de K < —1 tornam a equagdo caracteristica com coeficientes negativos, ou seja,
perdemos a condi¢ao necessdria para o estabilidade. Observem que K = —1 torna a sequnda linha
nula e, portanto, s> = —1, e temos duas raizes sobre o eiro imagindrio s = +j, que conforme jd

vimos na Aula 05, fard o sistema oscilar indefinidamente, ver Figura 2.

o o O

OEXERCICIORESOLVIDOUO

Seja agora o mesmo sistema BIBO instdvel G(s) = 1/(s — 2), em uma malha de controle com

realimentacdo unitdria negativa, do tipo apresentado na Figura 1, em que desejamos verificar para



Resposta ao Degrau Unitario

Amplitude y(t)

Tempo t (seconds)

Figura 2: Resposta ao degrau do sistema com K = —1.

quais valores de K e b um controlador PI, C(s) = K/(s +b), estabiliza o sistema G(s).

Para este sistema, a TF de malha fechada pode ser escrita como

K

Fls) = (s+b)(s—2)+ K

que gera a equagdo caracteristica s*> + (b —2)s —2b+ K = 0. Neste caso, a tabela de Routh fica

52 1 -2+ K
st b—2
s0 —2b+ K

Novamente, o primeiro elemento da primeira coluna é positivo, para que o sistema seja estdvel

devemos ter entao as duas desigualdades satisfeitas, simultaneamente,

b—2>0
—204+ K >0
Da primeira condicdo, temos que
b>2 (1)
Sendo b # 2, a sequnda condi¢do torna-se
K >2b (2)

que define a regiao de K x b, Figura 3 em que todos os pontos deixam o sistema G(s) estdvel.

o o O
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Figura 3: Regido K x b que torna G(s) estavel.
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