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I MAPEAMENTO DE POLOS E ZEROS

Uma forma simples de verificar se as raizes da equacdo caracteristica de malha fechada estao loca-
lizadas no semiplano direito do plano complexo é mapear como elas se comportam para diferentes

valores de k, dada uma equagao caracteistica do tipo
1+ kG(s)=0 (1)
e analisar a curva resultante, descrita no plano complexo de s.

Este mapeamento das raizes da equagédo caracteristica (1) para diferentes valores de x ¢ denominado
de Lugar Geométrico das Raizes (LGR) ou simplesmente Lugar das Raizes.

Para esbogéa-lo, algumas premissas sao necessarias. Primeiramente, observe que podemos escrever
o polindmio G(s) como sendo G(s) = N(s)/D(s) com N(s) e D(s) polinomios de coeficientes reais.

Assim, as raizes de (1) sdo também raizes de

D(s)+kN(s)=0 (2)

Premissas: Os polinomios N(s) e D(s) possuem coeficientes de maior grau unitarios, sendo o

grau de N(s) igual a m e o grau de D(s) igual a n, com n > m. Portanto,

n m

D(s) = [[(s =pi) e N(s)=]](s - =) (3)

i=1 i=1

Neste caso, z; s@o os m zeros de G(s) e p; sdo os n polos de G(s).

Assim, para todo k € [0,0), o lugar das raizes é o tracado das raizes da equacgao algébrica

(2) no plano complexo Im{s} x Re{s}.

Como (2) possuira n raizes, entdo dizemos que o lugar das raizes de (2) terd n ramos correspon-
dentes & cada uma das n raizes de (2). Certamente, o tracado exato do lugar das raizes de (2)
requer auxilio de ferramenta computacional, no entanto, o entendimento de algumas regras que nos
permitem esboca-lo é importante uma vez que facilita o uso da ferramenta no contexto de projetos
de controle. Neste sentido, a se¢ao seguinte se dedica a colocar as regras para o esboco do Lugar
das Raizes de (2).



II LUGAR GEOMETRICO DAS RAIZES

II.1. Condicoes de Mébdulo e Fase

Antes de estudarmos as regras praticas, vamos relembrar que

N(s) _ 1
D(s) & @

Esta relacao nos define duas condigoes que qualquer ponto pertencente ao LGR deve satisfazer:

e Condigao de Médulo (ou Condigao de Médulo):

Hi=1|sizi| _ 1 (5)

[[-ils—pil &
¢ Condigao de Fase (ou Condigao de Angulo):

o= ¢i=02K+)r, KeZ (6)
i=1 =1

onde escrevemos cada um dos fatores de (3) como

s—zi=|s—zledV, i=1,2,- m (7

s—pi=|s—piled®, i=1,2,---,n (8)

A condigédo (6) indica que cada ponto do LGR deve tornar G(s) um ntmero real negativo.

I1.2. Regras para o esbogo do LGR

Deve-se notar que a numeragdo das regras a seguir segue o apresentado em [3]. Em outras biblio-

grafias, é possivel encontrar um namero diferente de regras porém de igual teor.

e REGRA 1
De (2), quando k = 0, as raizes de D(s) 4+ kN(s) = 0 correspondem aos polos de G(s), uma
vez que devem satisfazer D(s) = 0. Por outro lado, podemos reescrever (2) conforme

k'D(s) + N(s) =0

e de forma andloga, quando k — 0o, as raizes de (2) corresponderdo as raizes de N(s) = 0.
Portanto, dizemos que

m ramos do LGR comegam nos polos de G(s) e terminam em seus m zeros.

Como sempre teremos n > m devido a condigdo de causalidade do sistema G(s), n —m

ramos nao sao contemplados pela Regra 1, de onde surge a regra 2.

e REGRA 2

Se n > m, considerando que D(s) =Y  a;s' e N(s) =", b;s’, entdo podemos escrever



os dois primeiros termos da razdo D(s)/N(s), como

=g 4 (an71 _ bmil)sn—m—l R

m

— gn—m + (sz _ Zzi)sn—m—l +... (9)
=1 i=1

n—m

=5 +(n—m)os" ™4 ...

com

oo izl Pi T D (10)

n—m

Note que o segundo termo da primeira igualdade de (9) decorre da divisao entre os polindmios
D(s) e N(s), enquanto a segunda igualdade decorre da propriedade das equagoes algébricas
polinomiais sendo a,—1 = > 1, p; € by—1 = >, z;. Neste sentido, podemos escrever, para
o caso de |s| — o0, que

D(s) ~ (s—o)m K (1)

As raizes da equagao que se forma de (11) podem ser expressas como
s=o+ "XN-1"%k (12)
em que
"l =¢%% —= (n—m)fg = 2K — 1)1, K=1,2,--- ,n—m (13)

que descreve n — m angulos da solugao de (11)

2K —1
9K:u7[(:1a27"'an_m (14)
n—m

Assim, para k — oo, a relagdo (11) descreve n — m retas com coeficientes angulares dado
em (14) passando por s = o + ;0. Portanto, retas com coeficientes lineares dados por o.

Desta forma, podemos estabelecer que

n —m ramos do LGR tendem para infinito assintoticamente a n — m retas todas com

coeficiente linear o dado por (10) e cada uma com coeficientes angulares dados por (14).

Observe que as retas assintotas dividem o arco 27 em n — m arcos iguais (Figura 1) que,
devido a simetria do plano complexo, sdo simétricas em relacao ao eixo real, ou encontram-se

sobre ele. Neste caso, a proxima regra devera ser respeitada.

Im{s},

Figura 1: Coeficiente angular das n — m retas assintotas (Regra 2).



¢ REGRA 3
Se considerarmos s um ponto genérico do eixo real & direita ou & esquerda de pares de polos
ou zeros complexo conjugados (exemplo p; e P1), entdo a soma de seus angulos corresponderd
sempre a 27, como pode ser visto na Figura 2. Por outro lado, para polos ou zeros reais
(exemplo ps), observe que se estiverem & direita de s, entdo ¢ = ¢ = 0; se estiverem a
esquerda de s, entdo ¢ = 1 = 7. Assim, para que s pertenca ao LGR, a condi¢do de angulo
deve ser satisfeita (ver Figura 2), de onde decorre a regra 3:

Todos os pontos do eixo real localizados & esquerda de um ntmero impar de polos e
zeros pertencem ao LGR.

Im{s}
Im{s}

Re{s}

Im{s} Im{s}

b2 s Re{s} s b2 Re{s}

(c) (d)
Figura 2: Composi¢do de angulos entre um ponto s genérico do eixo Re{s} e os polos de G(s).

e REGRA 4
Sendo a equagao caracteristica de coeficientes reais em s € C, entdo se p é raiz de 1+kG(s) =
0, entdo, seu complexo conjugado também é. Assim, o LGR ¢é simétrico em relacdo ao eixo
real. Ainda mais, o ponto em que ocorre o cruzamento dos ramos com o eixo imaginério é
determinado pela tabela de Routh ou pelo diagrama de Nyquist. Nestes pontos as raizes
de 1+ kG(s) = 0 sdo imaginérias puras e, portanto, correspondem & frequéncia critica do

sistema em malha fechada.

O LGR é simétrico em relagdo ao eixo real e o cruzamento com o eixo Im{s} é deter-

minado pelo critério de Routh ou pelo diagrama de Nyquist.

e REGRA 5
Observe que, os pontos ¢; em que ocorre cruzamento de ramos do LGR correspondem a

raizes multiplas de 1 + kG(s) = 0. Neste caso, podemos escrever

1+ kG(s) = (s — ¢;)*G(s) =0

Por isso, a derivada de 1 + kG(s) também possuird raiz em s = ¢;. Assim, determinamos
estes pontos fazendo

- (G(s)) = N(s)D(s)' = D(s)N(s)' = 0 (15)



II1

Certamente, esta ndo é uma condigdo suficiente, mas apenas necessaria. Assim, nem todas
as solugoes de (15) serdo pontos de cruzamento entre ramos. Uma anélise criteriosa faz-se

necessario.

O cruzamento entre ramos é determinado através das raizes de

N(s)D(s)' = D(s)N(s)' =0

REGRA 6

Como todos os pontos do LGR devem satisfazer as condigoes de fase e modulo, estas duas
condicoes podem ser utilizadas para fins de determinacao de angulos e para projetos de
controladores proporcionais, respectivamente, como exemplos. Duas condigoes especiais sao
os angulos de saida dos polos e de chegada nos zeros. Neste caso, se for considerado um
ponto s arbitrariamente proximo de um dos polos p; (caso do angulo de saida) ou de um
dos zeros z; (caso do angulo de chegada), entdo a reta que une s a p; serd praticamente
tangente & curva do LGR que sai de p; e passa por s, determinando assim o angulo de saida
de p;. Note que os demais angulos podem ser medidos com bastante precisao em relacao a
p1 € ndo a s, isso devido A condicdo de estarem arbitrariamente proximos. O mesmo ocorre

para medida do angulo de chegada em relacao a 2.

Os angulos de saida dos polos e de chegada nos zeros podem ser determinados através
da condigdo de angulo (6).

EXEMPLOS RESOLVIDOS

e Seja a equagdo caracteristica de um sistema de controle em malha fechada dado por

(s+1)
1+:‘im—0

O estudo de seu comportamento em funcdo de k pode ser obtido através do LGR. Para isso podemos
aplicar as regras vistas até aqui considerando G(s) = (s +1)/(s +2)2.

Regra 1 — Vé-se claramente que G(s) possui um zero e dois polos, portanto, sabemos que o LGR
terd dois ramos, um deles saindo de um dos polos e indo para o zero e o outro saindo do outro polo
e tendendo para uma assintota.

Regra 2 — Haverd, portanto, 2 — 1 assintotas com coeficiente linear
c=(-2-2—-(-1)/(2—-1)=-3
e coeficiente angular

O = 2K — 1)/(2—1), K =1

Ok =7

O esbogo das assintotas no diagrama polar de s, pode ser obtido conforme apresentado na Figura

3(a).

Regra 3 — Pertencem ao LGR todos os ponto do eizo real tais que s < —2 (Figura 5(b)).

Dadas as andlises anteriores, podemos facilmente visualizar o LGR, que corresponde dquele apre-
sentado na Figura 3(c). No entanto, podemos verificar as demais regras:

Regra 4 — O critério de Routh-Hurwitz aplicado a equacdo caracteristica
N(s)+kD(s)=(s+2)° +k(s+1)=s"+ (4 +K)s+ (4+£K) =0

nos fornece



Tm{s} Tm{s} Tm{s}

* DR
Re{s} =5 2 o1 Rels} T5 o o1 Re(s}

(a) Regras 2 (b) Regra 3 (¢) LGR

Figura 3: Esboc¢o do LGR (Exemplo 1).

Tabela 1: Tabela de Routh

52 1 44+ kK
44K
50 44+ K

A frequéncia critica corresponde a quando uma ou mais raizes cruzam o eizo imagindrio. Portanto,
k = —4. Note que o LGR € construido para k > 0. Neste caso, ndo hd k que satisfa¢a a condigdo
de cruzamento com o eixo 1Magindrio.

Regra 5 — O cruzamento entre ramos do LGR pode ser calculado como
N(s)D(s) — D(s)N(s) = (s +1)(2s +4) — (s* + 45+ 4)(1) = s> + 25 =0

Tais pontos seriam entao s = 0, que nao pertence ao LGR e ndo deve ser considerado, e s = —2
em que os dois ramos de fato se encontram, para k = 0, sendo este o polo duplo de G(s).

Regra 6 — Os dngulos de partida, neste caso, sao evidentes (0° e 180°). De fato, para os dngulos
de partida, considere um ponto s1 arbitrariamente prozimo e & direita de s = —2. Os dngulos que
s1 faz com o0s polos s = —2 e 0 zero s = —1, sdo dados por ¢1 = ¢2 e 1 = 1807, que sequndo a

condi¢ao de fase nos fornece
1 —2¢1 = 180 = ¢1 = g2 = 0°

Por outro lado, para um ponto s2 arbitrariamente prézimo e 4 esquerda de s = —2. Os dngulos que
s2 faz com o0s polos s = —2 e 0 zero s = —1, sdo dados por ¢1 = ¢2 e 1 = 1807, que seqgundo a

condi¢do de fase nos fornece

Y1 — 261 = —180 = ¢1 = ¢y = —180°

Observe que, na condigio de fase, quaisquer outros valores de K levam aos mesmos valores de ¢1
e ¢2.

e Seja agora o outro ezemplo da Figura /. O LGR aplicado a este sistema corresponde ao apresentado

R(s) - Y(;s)

+ s(s+1)(s+2)

Figura 4: Sistema realimentado (Exemplo Resolvido 2).

na Figura 5. De fato, considerando o sistema da Figura /, sua equa¢do caracteristica serd

1
l+k———F=0
s(s+1)(s+2)
Verificando as regras para o esbo¢o do LGR teremos:

Regras 1 e 2 — Para

D(s)  s(s+1)(s+2)



Lugar das Raizes

Im{s} (seconds'1)

6 L I L i I
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Refs} (seconds™")

Figura 5: LGR (Segundo exemplo resolvido)

temos 3 polos e nenhum zero. Consequentemente, serao 3 assintotas com coeficiente linear

—-1-2-(0)
- = _1
7 3-0
e dngulos
(2K — 1)
Ok = ——"—, K=1,2,3
K 3_0 P 5 4y
5
aK:{ng’?ﬂ}

As assintotas podem ser vistas na Figura ((a).

Im{s} ./

777777 \l;./ Rc{s} 77 o \\p\

(a) Assintotas (b) Regra 3

Re{s}

Figura 6: Esboco do LGR (Segundo exemplo resolvido).

Regra 3 — Dados os polos de G(s), os trechos do eizo real que pertencem ao LGR sio apresentados

na Figura 6(b).
Regra 4 — Os pontos de cruzamento com o eizo imagindrio sio dados pela tabela de Routh para a

equagao caracteristica

14 kG(s) =5 +35"+25+ k=0

Tabela 2: Tabela de Routh

3 1 2
2 3
1
0

@ » v O

A condigio de cruzamento com Im{s} ocorre para k = 6 e o0s polos de malha fechada, neste caso,

serdo s = £1/2j.



Regra 5 — O cruzamento de ramos do LGR pode ser obtido sequndo

N(s)D(s) — D(s)N(s) = 1(3s> + 65+ 2) = s + 25 + % = 0= s={-1.5774,-0.4226}

Dentre os pontos obtidos, podemos verificar que somente —0.4226 pertence ao lugar das raizes e,
portanto, configura um ponto de encontro entre ramos.
Regra 6 — Considerando p1 = 0, po = —1 e p3 = —2, os dngulos de saida dos polos podem ser

facilmente calculados como

— Saida de p1
—¢1 — 2 — ¢p3 = —180° = —¢p1 — 0 — 0 = —180° = ¢1 = 180°
— Saida de po
—¢1 — P2 — p3 = —180° = —180 — po — 0 = —180° = ¢ = 0°
— Saida de ps
—¢1 — P2 — p3 = —540° = —180 — 180 — ¢p3 = —540° = ¢3 = 180°

Observe que a condi¢do de fase requer que a soma dos dngulos seja um maltiplo impar de 180°,

independente do valor de K adotado em (6).

IV EXERcICIOS PROPOSTOS

1. Considerando a equagdo caracteristica do tipo 1 + kG(s) = 0, esboce no plano complexo o

lugar de suas raizes em fun¢ao do ganho x € [0, +00), para as TF definidas a seguir.

(a) G(5) = T

2
(b) G(s) = Grayrr4om

(c) G(s) = sty

1
(s+5)(s2+2s+2)

s+2
() G(s) = Ermyrrestioy

(f) G(5) = sorperrmsTs
(8) G(s) = L)

92 S
(h) G(s) = aiprinmm

. 82 S
(i) G(s) = Aetoeton

. _ s+10
(i) G(s) = (5—2)(5+4)

52
(5+2)(s+5)(s+10)2

s(s—2
(1) Gls) = 252



2. Esboce o LGR para as seguintes configuracoes de polos e zeros de malha aberta e analise os

efeitos de suas localizacoes relativas para cada um dos casos apresentados na Figura 7

Im{s} Im{s} Im{s} Im{s}

o
Re{s} Re{s} Re{s} o Re{s}

Figura 7: Configuragoes exercicio 2.

3. Considere um sistema de controle a tempo continuo com realimentagdo unitaria de acordo
com a Figura 8. Esboce o LGR em fun¢ao do ganho x > 0 para cada um dos valores de
a = {1/2;3/2;5}. Considere as seguintes TF de malha aberta e verifique a influéncia de o
no esboco em cada caso.

(a) G(s) = wrtteray

s+2
(b) G(s) = raessy oy

(€) G(s) = rayitorn

sta
(d) G(s) = st s

R(s) - - V()
e s (s) >

Figura 8: Realimenta¢ao unitaria negativa (Exercicio 3).

4. Verifique que o lugar das raizes para um sistema de controle com

52 4+ 65+ 10
Gls) = 52+ 25410
C(s) =K
H(s)=1

sdo arcos de circunferéncia centradas na origem e com raio igual a v/10.
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