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I LGR coM REALIMENTAGAO POSITIVA

Recapitulando aulas anteriores, o Lugar Geomeétrico das Raizes (LGR) é o diagrama que apresenta,
no plano polar de s, a posigao de todas as raizes do sistema em malha fechada F'(s) para diferentes
valores de um determinado parametro K. Dado que F(s) possui equagio caracteristica da forma
14+ KG(s) = 0, em que G(s) corresponde a fungao de transferéncia de malha aberta, podemos
esbogar o LGR de F(s) a partir do conhecimento de G(s).

Este esboco (construcéo) do lugar das raizes de 1 + KG(s) = 0 tem como premissa o fato de
K € R, em um contexto de realimentacao negativa. E, se o sistema a ser estabilizado precisar
de um realimentagao positiva? Seria possivel estabelecermos novas regras para a analise e projeto
utilizando a técnica do LGR? A resposta para esta pergunta ¢ SIM. Porém algumas adaptagoes

serao necessarias.

I.1. Condicao de Mdadulo e Fase

Para esta analise, partiremos do pressuposto que nossa equagao caracteristica é do tipo

1-KG(s)=0

Para estabelecermos as regras para a construcao do LGR, vamos considerar, ao longo desta segao

que a funcao de transferéncia de malha aberta é

em que assumimos ainda que tanto N(s) quanto D(s) possuem coeficientes unitérios no termo
de maior grau. Além disso, N(s) é um polindémio de grau m e D(s), um polindémio de grau
n > m, ambos com coeficientes constates e reais. Estas caracteristicas decorrem do tipo de sistema

analisado: sistema fisico linear, invariante no tempo e causal!

Vamos definir ainda,

s—z;=|s—zle?V, i={1,2,...,m}

s—pi=|s—piled®, i={1,2,...,n}



A partir da equagdo caracteristica, poderemos escrever de forma equivalente (considerando a rea-

limentagdo unitaria positiva)

KG(s)=1

que gera, no conjunto dos nimeros complexos, duas condigbes necessérias e suficientes para que o

ponto do plano polar de s pertenga ao LGR. Sao elas:

1.

I.2.

ii.

Condigao de médulo (INALTERADA!)

Gls)| =

em que vamos estabelecer que K € R;..

Condicao de fase (MODIFICADA!)

/G(s) = 0° £ £360° , ¢={0,+1,+2,...}

Neste ponto, é importante ressaltar que nesta condigao reside a diferenga fundamental entre
o LGR para realimentagao negativa unitaria e o LGR para sistemas com realimentagao

positiva unitaria.

Regras Para a Construcao do LGR

. REGRA 1 : Quantidade de ramos do LGR (INALTERADA!)

A quantidade de raizes do sistema de malha fechada serd igual ao ntimero de polos de G(s),
n, uma vez que n > m. Assim como para o caso do realimentagdo negativa, aqui teremos

que os ramos do LGR iniciar@o nos polos de malha aberta. Isso, deve-se a
KN(s)—D(s)=0

Para K = 0 teremos a raizes da equagao caracteristica de malha fechada igual aos polos de

malha aberta.
Por motivo semelhante, para o caso de K — oo e sendo
N(s) ~ 2D(s) =0
s)— =D(s) =
K
m ramos do LGR terminarao nos m zeros de G(s).

REGRA 2 : Assintotas do LGR (MODIFICADA!)

Podemos aproximar G(s) como

D(s) - S S —m—1
="+ (Y pi— Yy zZ)stTTTT 4L
N LM
=" L (n—m)os" T 4 x(s—o)"™

Assim, n — m ramos do LGR tenderao para assintotas com coeficientes lineares, calculados



iii.

iv.

por

D1 Pi = i %

n—m

g =

(mesma condigdo para o caso de realimentagio negativa unitéaria).

Por outro lado,

portanto,

que, para K — oo, correspondem a assintotas com coeficiente linear o e coeficiente angular
dado por

2m
(n—m)8, = 2m){ = 6, — ¢t={1,2,...,n—m}

REGRA 3 : Pontos do eixo Re(s) que pertencem ao LGR (MODIFICADA!)

Como a condigao de fase foi alterada, agora, pertencerao ao LGR todos os pontos sobre o
eixo Re(s) localizados & esquerda de uma quantidade par de polos e zeros. Um exemplo é

apresentado na Figura 1.

—% O (=2 S Re(S)

Figura 1: Exemplo de pontos do eixo real que pertencem ao LGR (linhas azuis).
REGRA 4 : Cruzamento dos ramos do LGR com o eixo Im(s) (INALTERADA!)
Uma vez que o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz pode ser utilizado para qualquer

equagao caracteristica, incluindo o caso de realimentacao positiva unitaria. Esta regra per-

manece inalterada, sendo estes pontos calculados a partir do referido critério.

. REGRA 5 : Cruzamento entre ramos do LGR (INALTERADA!)

Analogamente ao caso de realimentagao negativa unitaria, sabemos que havera cruzamento

de ramos nos pontos s = ¢; que forem raizes duplas de
1-KG(s)=0
Assim,

1-KG(s)= (s —¢;)*G(s) =0

Consequentemente, a derivada de 1 — K G(s) também tera raiz em s = ¢; e podemos calcular
este ponto, fazendo

N(s)D(s) — D(s)N(s)' =0



vi. REGRA 6 : Angulos de partida dos polos e chegada nos zeros (MODIFICADA!)

Esta regra corresponde a aplicagao da condigao de angulo (fase) nos pontos arbitrariamente

préximos dos polos e zeros de malha aberta.

I ATrRASO NO TEMPO

Em alguns sistemas fisicos o atraso de transporte € significativo o suficiente para interferir na analise
da estabilidade do sistema. Exemplos sao os sistemas térmicos em que ha um tempo perceptivel
entre a aplicagdo de um comando de alteragao de temperatura (aumento ou reducao) e a detecgao

de uma alteragao nos instrumentos de medi¢ao, no caso, do termoémetro.

Este tempo entre a aplicagdo do comando e a medi¢ao do seu efeito é chamado de RETARDO DE
TRANSPORTE ou TEMPO MORTO. Certamente, o retardo de transporte nao decorre somente
do atraso da resposta do sistema. Também sao considerados retardos de transporte o atraso na

acao de controle, na medig¢ao por parte do sensor, na operagao do atuador, entre outros fatores.

Observe que podemos descrever um sistema com atraso de transporte como apresentado na Figura

2. Assim, a funcao e transferéncia de um bloco de atraso puro pode ser descrito por

z(t—T)
z(t) y(t —1T)

—> —
Atraso Planta

Figura 2: Exemplo de diagrama de blocos de um sistema contendo atraso de transporte.

Se inserirmos a fungdo de transferéncia do atraso na funcao de transferéncia de malha aberta,

teremos uma equagao caracteristica do sistema de malha fechada dada por
1+ KA(s)G(s) =0 =1+ Ke T*G(s) = 0

Essa modificagao também influencia nas regras de esbogo do LGR, uma vez que as condigoes de

modulo e fase tornar-se-ao
1. Condicao de Modulo:

=1G(s)lle™ "]

==

2. Condigao de Fase:

T+ /G(s) = +(20— V), £={0,+1,+2,...}

onde s = Re(s) + Im(s)j.
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