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Sistemas a tempo discreto.

B Equacodes a diferencas.
B Resolucao de equacodes a diferencas.
B Transformada Z.

B Funcao de transferéncia em Z.
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OES A DIFERENCAS

Sistemas dinamicos discretos sao descritos por equag¢oes a diferencas do tipo

flk +nl, -, ylk + 1], ylk]) = g[k]
D(ylk]) = glk], k€N (1)
g(k) é conhecida Vk € N; a solugao é desejadaem k € {0,1,2,3, ee tf} c N.

M Dados y[n —1],---,y[1],¥[0], glk],V k € N, a solugdo de (1) sera unica se for
possivel escrever y[k +n] =fylk +n—1},---,ylkl], g[k]).
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AO A DIFERENCAS

Sistemas lineares e invariantes no tempo (LIT) excitados por uma entrada
ul-] podem ser descritos por

aylk +n]l+--+aylk+1

|+ apylk
= bulk +m]+ -+ bjulk + 1

| + boulk]

com a; € R constante e a,, # 0, ou ainda

D/IKD = ) aylk +il; NQulkD) = ) bulk +1 2

(=0 =0
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CAO DE EQUACOES A DIFERENCAS

A solucao genérica de (1)-(2) é dada por
ylkl = yulk] + y, k]
Assim,
D(y[k]) = D(ynlkD + D(yp[k]) = glk]

D(ylk]) = 0 é dita equacdo homogénea —  y;,[k] é a solucdo da homogénea

D(ylk]) = g(k) é dita equagdo particular — y,[k] é a solugdo da particular
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O DO COEFICIENTE A DETERMINAR

Dizemos que Ap(u) == a,u™ + a,_u"* 1+ -+ a;u +ay é o polindmio
caracteristico de D(-) e que u; i€ {1,2,---,s}, sdo as raizes distintas
de AD(,U) = 0.

LEMA — Dada D(y|k]) = 0 com Ap(u) = 0.Se y;,i € {1,-:+, s} sdo as solugdes distintas de
Ap (1) = 0, cada uma com multiplicidade h;, entdo a solu¢do de D(y|k]) =0 é

s h;
yrlk] = Z z ciipi kI
i=1j=1
W Se todas as raizes de A, (1) = 0 sdo distintas, entdo y,[k] = ¥™, ¢; uf!

EES-32 — CONTROLE CLASSICO I W Prof. G. W. Gabriel 6



O DO COEFICIENTE A DETERMINAR

LEMA — Dada D(y|k]) = g(k) com N(g(k)) = 0.Se A;,i € {1,:--,m} sdo as solugbes
distintas de Ay (4) = 0 e ndo sdo solugdo de Ap (1) = 0, entdo existem constantes d;, i €
{1, - m} tais que

v k] = Edlli‘

E solucdo de D(y[k]) = glk] .

B Caso alguma das solucdes tenha multiplicidade maior que 1, ou seja
também solucdo de D(y|k]) = 0, entdo devemos modificar a solu¢do de
forma a ser linearmente independente das demais solucdes encontradas.
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O DO COEFICIENTE A DETERMINAR

Considere a equacao a diferencas
ylk + 2] — y[k] = 3 - 2, ylo] =0, y[1]=1

m Solugdo dahomogénea: Ap(w) =p? -1 = pu=+4+1 = y, =c(D*+ c,(—1DF

m Solugdo da particular: Ay(D) =u—-2 = pu=2 = y,=d(2)"
m Utilizando as condi¢bes iniciais:{ ct=—-1 e ¢ =0

m Sendoy, = d(2)* solugdo da eq. a diferencas, d(2)**? —d(2)k =3-2F = 3d=3 = d=1
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O DA TRANSFORMADA Z

Dada uma funcdo discreta (ou amostrada) » ylk]: Z - C

Sua Transformada Z, Y(z) : D(Y) — C, é definida por

ZO) =YD= ) ylklz™*

k=—o0

ondeD(Y) ={ze€ C: 3Y(z2)}. (Indica que a soma converge e é finita)
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O DA TRANSFORMADA Z

1

k
Considere que f (k) = (E) ,k € Z . Esta funcdo é tal que

= 1) = 1V /1)
F(z) = kzzoo (E)ooz_k = RZOO <§> + Z(:) (Z)
F(z) = E(ZZ)R — 1+ 2 (%)

Esta funcdo n3o possui Transformada Z pois D(F) = .
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O DA TRANSFORMADA Z

0 , k€(—oo,—1)
Por outro lado, a Transformada Z de f[k] = { /1\* :
(E) k €N
(00} (06} k
1 1 Z
F@) =y flkdz*="y <Z—Z> Lz
k=—o0 k=0 -5 z-5
~k
(1) , k€ (—00,—1)
B ATransformada Z de f[k] ={ ¥, é
() k €N
2
Z Z —=
F(Z)=—1+Z(—) +z —] =-1+ - = 2
2 27 2—2z 1 1
k=0 k=0 Z_i (Z_Z) (Z_i)
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O DA TRANSFORMADA Z

Dado que nossos sistemas sao causais, restringiremos a definicao da
Transformada Z de uma funcdo f| k] para

F(z)= ) flklz™
k=0

B Dado que F(z) é racional com polos p;, i =1,2,:--,n, seu dominio pode ser
expresso por

D(F) =1z€C:|z| > b}, b= max |pi
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DADES DA TRANSFORMADA Z

jam filkl, f>[k] e f[k], com transformadas F;(z), F,(z) e F(z), respectivamente,
com dominios D(F;), D(F,) e D(F), esejamcy,c, €EC, Il € N*ea € C*.

B Linearidade:

hlk] = ci1filk] + c2f5lk] = H(z) = c1F1(2) + ¢, F>(2)

B Deslocamento em k — atraso:

hikl] = flk -1 = H(z) =z"'F(2)
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DADES DA TRANSFORMADA Z

Deslocamento em k — avanco:

hik]l = flk+1] = H(z) =z'|F(2) — zf[i]z—i

B Escalamento

hlk]l = a~*f[k] = H(z) = F(az)

B Valor final
r:e 1€ Z)((Z — 1)F(z)), entdo lim (z — 1)F(z) = lim f[k]

B Convolucao

hlk]l = filk]l = folk] = H(z) = F,(z2)F,(2)
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A DA TRANSFORMADA Z

Dada uma fung¢do F(z), com dominio D(F), obter sua Transformada Z significa obter a
funcdo f|k], k € N, de forma que

flkl = 27H{F(2)}

B Exemplo: Obter a transformada inversa de F(z) =

F(z) B

NI

N

Z _Z(z—2)2: +(Z—2)2+Z
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==

zZ—1
(z—2)2"

1 1 1
> = [l =7@"+5k(2* -7 6lkl, k€ N
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O DE TRANSFERENCIA EM Z

A obtencao da funcao de transferéncia de um sistema discreto segue as mesmas
regras da obtencao da funcao de transferéncia de um sistema continuo, reservadas
as diferencas entre a Transformada Z e a Transformada de Laplace.

B Exemplo: Obter a fungdao de transferéncia do sistema com saida y|k]|, entrada
ulk|, descrito pela equacdo a diferencas

ylk + 2] — ylk] = ulkl, k € N, f[0], f1]

fI1] + f10]

z2 —1 z2 —1
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22Y(2) — (f10] + 2[1]) — Y(2) = U(z) = Y(z) = U(z) +-=




O DE TRANSFERENCIA EM Z

A resposta do sistema, aplicada a Transformada Z, possuira sempre duas
parcelas,

m Resposta do sistema a condicdes iniciais nulas;

m Resposta do sistema a entrada nula.

B A funcao de transferéncia corresponde a resposta do sistema a condicoes
iniciais nulas! Sendo representada por

U(z) Y(2)
N(z) Y(2) 1%

" D(2) U(2)
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