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TÓPICOS

Sistemas a tempo discreto.
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Resolução de equações a diferenças.

Transformada Z.

Função de transferência em Z.
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EQUAÇÕES A DIFERENÇAS

 Sistemas dinâmicos discretos são descritos por equações a diferenças do tipo

𝑓 𝑦 𝑘 + 𝑛 , ⋯ , 𝑦 𝑘 + 1 , 𝑦 𝑘 = 𝑔[𝑘]

𝐷 𝑦 𝑘 = 𝑔 𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ

𝑔(𝑘) é conhecida ∀𝑘 ∈ ℕ; a solução é desejada em 𝑘 ∈ 0,1,2,3, ⋯ , 𝑡𝑓 ⊂ ℕ.

 Dados 𝑦 𝑛 − 1 , ⋯ , 𝑦 1 , 𝑦 0 , 𝑔 𝑘 , ∀ 𝑘 ∈ ℕ, a solução de (1) será única se for
possível escrever 𝑦 𝑘 + 𝑛 = ҧ𝑓 𝑦 𝑘 + 𝑛 − 1 , ⋯ , 𝑦 𝑘 , 𝑔[𝑘] .
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EQUAÇÃO A DIFERENÇAS

 Sistemas lineares e invariantes no tempo (LIT) excitados por uma entrada 
𝑢 ⋅  podem ser descritos por

𝑎𝑛𝑦 𝑘 + 𝑛 + ⋯ + 𝑎1𝑦 𝑘 + 1 + 𝑎0𝑦 𝑘
= 𝑏𝑚𝑢 𝑘 + 𝑚 + ⋯ + 𝑏1𝑢 𝑘 + 1 + 𝑏0𝑢 𝑘

com 𝑎𝑖 ∈ ℝ constante e 𝑎𝑛 ≠ 0, ou ainda

𝐷 𝑦 𝑘 = ෍

𝑖=0

𝑛

𝑎𝑖𝑦[𝑘 + 𝑖] ; 𝑁 𝑢 𝑘 = ෍

𝑖=0

𝑚

𝑏𝑖𝑢[𝑘 + 𝑖]
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RESOLUÇÃO DE EQUAÇÕES A DIFERENÇAS

 A solução genérica de (1)-(2) é dada por
𝑦 𝑘 ≔ 𝑦ℎ 𝑘 + 𝑦𝑝 𝑘

Assim,
𝐷 𝑦 𝑘 = 𝐷 𝑦ℎ 𝑘 + 𝐷 𝑦𝑝 𝑘 = 𝑔 𝑘
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𝑫 𝒚 𝒌 = 𝟎 é dita equação homogênea       → 𝒚𝒉[𝒌] é a solução da homogênea

𝑫 𝒚 𝒌 = 𝒈(𝒌) é dita equação particular    → 𝒚𝒑[𝒌] é a solução da particular
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MÉTODO DO COEFICIENTE A DETERMINAR

 Dizemos que Δ𝐷 𝜇 ≔ 𝑎𝑛𝜇𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜇𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝜇1 + 𝑎0 é o polinômio 
característico de 𝐷 ⋅  e que 𝜇𝑖 , 𝑖 ∈ {1,2, ⋯ , 𝑠} , são as raízes distintas 
de Δ𝐷 𝜇 = 0.

 Se todas as raízes de Δ𝐷 𝜇 = 0 são distintas, então 𝑦ℎ 𝑘 = σ𝑖=1
𝑚 𝑐𝑖 𝜇𝑖

𝑘!
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LEMA – Dada 𝐷 𝑦 𝑘 = 0 com Δ𝐷 𝜇 = 0. Se 𝜇𝑖 , 𝑖 ∈ {1, ⋯ , 𝑠} são as soluções distintas de 
Δ𝐷 𝜇 = 0, cada uma com multiplicidade ℎ𝑖, então a solução de 𝐷 𝑦 𝑘 = 0 é

𝑦ℎ 𝑘 = ෍

𝑖=1

𝑠

෍

𝑗=1

ℎ𝑖

𝑐𝑖𝑗𝜇𝑖
𝑘𝑘𝑗−1
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MÉTODO DO COEFICIENTE A DETERMINAR

 Caso alguma das soluções tenha multiplicidade maior que 1, ou seja 
também solução de 𝐷 𝑦 𝑘 = 0, então devemos modificar a solução de 
forma a ser linearmente independente das demais soluções encontradas.
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LEMA – Dada 𝐷 𝑦 𝑘 = 𝑔(𝑘) com 𝑁(𝑔 𝑘 ) = 0. Se 𝜆𝑖 , 𝑖 ∈ {1, ⋯ , 𝑚} são as soluções 
distintas de Δ𝑁 𝜆 = 0 e não são solução de Δ𝐷(𝜇) = 0, então existem constantes 𝑑𝑖 , 𝑖 ∈

{1, ⋯ , 𝑚}, tais que 

𝑦𝑝 𝑘 = ෍

𝑖=1

𝑚

𝑑𝑖 𝜆𝑖
𝑘

É solução de 𝐷 𝑦 𝑘 = 𝑔 𝑘  .



Prof. G. W. Gabriel

MÉTODO DO COEFICIENTE A DETERMINAR

 Considere a equação a diferenças

𝑦 𝑘 + 2 − 𝑦 𝑘 = 3 ⋅ 2𝑘 , 𝑦 0 = 0, 𝑦 1 = 1

 Solução da homogênea:   Δ𝐷 𝜇 = 𝜇2 − 1 ⟹ 𝜇 = ±1 ⟹ 𝑦ℎ = 𝑐1 1 𝑘 + 𝑐2 −1 𝑘

 Solução da particular:   Δ𝑁 𝜆 = 𝜇 − 2 ⟹ 𝜇 = 2 ⟹ 𝑦𝑝 = 𝑑 2 𝑘

 Utilizando as condições iniciais:ቊ
𝑐1 + 𝑐2 = −1
𝑐1 − 𝑐2 = −1

⟹ 𝑐1 = −1 𝑒 𝑐2 = 0

 Sendo 𝑦𝑝 = 𝑑 2 𝑘 solução da eq. a diferenças, 𝑑 2 𝑘+2 − 𝑑 2 𝑘 = 3 ⋅ 2𝑘 ⟹ 3𝑑 = 3 ⟹ 𝑑 = 1
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MÉTODO DA TRANSFORMADA Z

 Dada uma função discreta (ou amostrada) → 𝑦 𝑘 ∶ ℤ → ℂ

Sua Transformada Z, 𝑌 𝑧 ∶ 𝒟 𝑌 → ℂ,  é definida por

𝒵 𝑦 = 𝑌 𝑧 = ෍

𝑘=−∞

∞

𝑦 𝑘 𝑧−𝑘

onde 𝒟 𝑌 = z ∈ ℂ ∶ ∃𝑌 𝑧 .  (Indica que a soma converge e é finita)
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MÉTODO DA TRANSFORMADA Z

 Considere que 𝑓 𝑘 =
1

2

𝑘
, 𝑘 ∈ ℤ . Esta função é tal que

𝐹 𝑧 = ෍

𝑘=−∞

∞
1

2

𝑘

𝑧−𝑘 = ෍

𝑘=−∞

−1
1

2𝑧

𝑘

+ ෍

𝑘=0

∞
1

2𝑧

𝑘

𝐹 𝑧 = ෍

𝑘=0

∞

2𝑧 𝑘 − 1 + ෍

𝑘=0

∞
1

2𝑧

𝑘

Esta função não possui Transformada Z pois 𝒟 𝐹 = ∅.

EES-32 – CONTROLE CLÁSSICO II 10



Prof. G. W. Gabriel

MÉTODO DA TRANSFORMADA Z

 Por outro lado, a Transformada Z de 𝑓 𝑘 = ቐ
0 , 𝑘 ∈ (−∞, −1)

1

2

𝑘

, 𝑘 ∈ ℕ
 é

𝐹 𝑧 = ෍

𝑘=−∞

∞

𝑓 𝑘 𝑧−𝑘 = ෍

𝑘=0

∞
1

2𝑧

𝑘

=
1

1 −
1

2𝑧

=
𝑧

𝑧 −
1
2

 A Transformada Z de 𝑓 𝑘 =

1

2

−𝑘

, 𝑘 ∈ (−∞, −1)

1

2

𝑘

, 𝑘 ∈ ℕ

   é

𝐹 𝑧 = −1 + ෍

𝑘=0

∞
𝑧

2

𝑘

+ ෍

𝑘=0

∞
1

2𝑧

𝑘

= −1 +
2

2 − 𝑧
+

𝑧

𝑧 −
1
2

=
−

3
2

𝑧

𝑧 − 2 𝑧 −
1
2

EES-32 – CONTROLE CLÁSSICO II 11



Prof. G. W. Gabriel

MÉTODO DA TRANSFORMADA Z

  Dado que nossos sistemas são causais, restringiremos a definição da 
Transformada Z de uma função 𝑓 𝑘  para

𝐹 𝑧 = ෍

𝑘=0

∞

𝑓 𝑘 𝑧−𝑘

 Dado que 𝐹(𝑧) é racional com polos 𝑝𝑖, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛, seu domínio pode ser 
expresso por

𝒟 𝐹 = 𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑧 > 𝑏 ,  𝑏 = max
i∈{1,⋯,n}

𝑝𝑖
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PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA Z

Sejam 𝑓1 𝑘 , 𝑓2[𝑘] e 𝑓[𝑘], com transformadas 𝐹1 𝑧 , 𝐹2(𝑧) e 𝐹(𝑧),  respectivamente, 
com domínios 𝒟 𝐹1 , 𝒟(𝐹2) e 𝒟 𝐹 ,  e sejam 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℂ, 𝑙 ∈ ℕ∗ e 𝑎 ∈ ℂ∗.

 Linearidade: 

ℎ 𝑘 = 𝑐1𝑓1 𝑘 + 𝑐2𝑓2 𝑘 ⟹ 𝐻 𝑧 = 𝑐1𝐹1 𝑧 + 𝑐2𝐹2 𝑧

 Deslocamento em 𝑘 – atraso: 

ℎ 𝑘 = 𝑓 𝑘 − 𝑙 ⟹ 𝐻 𝑧 = 𝑧−𝑙𝐹(𝑧)
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PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA Z

 Deslocamento em 𝑘 – avanço: 

ℎ 𝑘 = 𝑓 𝑘 + 𝑙 ⟹ 𝐻 𝑧 = 𝑧𝑙 𝐹 𝑧 − ෍

𝑖=0

𝑙−1

𝑓 𝑖 𝑧−𝑖

 Escalamento
ℎ 𝑘 = 𝑎−𝑘𝑓 𝑘 ⟹ 𝐻 𝑧 = 𝐹(𝑎𝑧)

 Valor final

Se 1 ∈ 𝒟 𝑧 − 1 𝐹 𝑧 , então lim
z→1

𝑧 − 1 𝐹 𝑧 = lim
𝑘→∞

𝑓[𝑘]

 Convolução
ℎ 𝑘 = 𝑓1 𝑘 ∗ 𝑓2 𝑘 ⟹ 𝐻 𝑧 = 𝐹1 𝑧 𝐹2(𝑧)
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INVERSA DA TRANSFORMADA Z

 Dada uma função 𝐹 𝑧 , com domínio 𝒟(𝐹), obter sua Transformada Z significa obter a 
função 𝑓 𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ, de forma que

𝑓 𝑘 = 𝒵−1 𝐹 𝑧

 Exemplo: Obter a transformada inversa de 𝐹(𝑧) =
𝑧−1

𝑧−2 2 .

𝐹 𝑧

𝑧
=

𝑧 − 1

𝑧 𝑧 − 2 2 = −

1
4
𝑧

+

1
2

𝑧 − 2 2 +

1
4

𝑧 − 2
 ⟹  𝑓 𝑘 =

1

4
2 𝑘 +

1

2
𝑘 2 𝑘 −

1

4
𝛿 𝑘 , 𝑘 ∈  ℕ
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FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCIA EM Z

 A obtenção da função de transferência de um sistema discreto segue as mesmas 
regras da obtenção da função de transferência de um sistema contínuo, reservadas 
as diferenças entre a Transformada Z e a Transformada de Laplace.

 Exemplo: Obter a função de transferência do sistema com saída 𝑦[𝑘], entrada 
𝑢 𝑘 , descrito pela equação a diferenças

𝑦 𝑘 + 2 − 𝑦 𝑘 = 𝑢 𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ, 𝑓 0 , 𝑓[1]

𝑧2𝑌 𝑧 − f 0 + zf 1 − Y z = U z ⟹ 𝑌 𝑧 =
1

𝑧2 − 1
𝑈 𝑧 +

𝑧𝑓 1 + 𝑓 0

𝑧2 − 1
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FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCIA EM Z

 A resposta do sistema, aplicada a Transformada Z, possuirá sempre duas 
parcelas,

 Resposta do sistema a condições iniciais nulas;
 Resposta do sistema a entrada nula.

 A função de transferência corresponde a resposta do sistema a condições 
iniciais nulas! Sendo representada por

𝐺 𝑧 =
𝑁 𝑧

𝐷 𝑧
=

𝑌 𝑧

𝑈 𝑧
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𝑮(𝒛)
𝑈(𝑧) 𝑌(𝑧)
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