EES-32
CONTROLE CLASSICO Il

Prof. Gabriela W. Gabriel
Instituto Tecnolodgico de Aeronautica
|IEE-S / ITA - Sala 195 - Ramal 5991

abriel@ita.br / gabriela.gabriel .ita.br .1 . :
fvgwwlelgtla br/fgggab:iel gabriel @gp.i Estabilidade de sistemas discretos.

Sdo José dos Campos, 13/04/2025.

W Prof. G. W. Gabriel



B BIBO Estabilidade de Sistemas Discretos.

B Método de Tustin com Prewarping.

B Discretizacao de Requisitos.
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B Lugar Geométrico das Raizes
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O ESTABILIDADE DE SISTEMAS DISCRETOS

(BIBO Estabilidade) Um sistema discreto causal descrito pela sua resposta ao impulso glk] é

BIBO (Bounded Input Bounded Output) estavel se, e somente se,

> lglkll < o
k=0
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ILIDADE DE SISTEMAS DISCRETOS

Um sistema discreto com fungao de transferéncia G(z) é estavel se, e somente se, todos os
polos de G (z) encontram-se dentro do circulo de raio unitario.

B Neste caso,sep;, i = 1,2,---,n, sao todos pglos simples do sistema G (z)

glk] = 2 a; (p)*
i=1
B Entdo |p;| < 1 garante a convergéncia da resposta ao impulso de G(z). Por outro lado, o
dominio de validade de G(2) é dado por |z| > max 1p;].
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ILIDADE DE SISTEMAS DISCRETOS

B Neste caso, estas regides, no plano complexo, sao

4 Im{z} t Im{z}

/ _—

/ \ ,X RN

! \ / X

I ] > [ H \ >
I \

\\ ;1 Re{z} \ X // 1 Re{z}
/ \

\\\ // X\ _//

ESTABILIDADE
DOMINIO DA FT
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Note que, da discretizagio pelo:
Mapeamento Casado de polos e zeros

z=ePlp=a+pj

7 = A

B Assim Re{s} <0 |zl <1
B Sistema estavel em s gera um sistema \

estavel em z.

EES-32 — CONTROLE CLASSICO I W Prof. G. W. Gabriel 6



ILIDADE DE SISTEIVIAS DISCRETIZADOS (s = z)

B Para a integracao Retangular Forward

1 N : j
S=?(z—1),s=a+,8] - | Re{s} '

———————————————————————————————————————

z=Ta+1) +TBj § o t Im{z)

Re{s} <0 © Re{z} < 1

M Sistemas estdveis em s, podem gerar <
sistemas instaveis em z. '
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B Segundo a

Backward
1(z—-1)
= — ,Z = -+ ]
S i Zz=a+fj

_1((a=1) + Bj)
T  a+pj

2
Re{s} <0 < (a—l> +,6’2<%

B Sistemas estaveis em s, re

geram sistemas estaveis em z.
EES-10 — CONTROLE CLASSICO |

SEM

ILIDADE DE SISTEMAS DISCRETIZADOQS (s — z)

integracdao Retangular
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ILIDADE DE SISTEMAS DISCRETIZADOS (s = z)

B Para o Método de Tustin

2(z-1) oy i 1
yZ = @ Ji E b :
T z+1 | Re{s}i

20—+ | T mis

' . Im{z}

S =—= | i :

e By Y
Re{S} <0 & az + ,82 <1 ___"'"""““'"----------ir _____

B Sistemas estaveis em s, sempre geram k/

sistemas estaveis em zZ.

1 Re{z)
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ILIDADE DE SISTEMAS DISCRETIZADOS

B Quando utilizamos a aproximagao por integracao forward devemos SEMPRE assegurar a
ESTABILIDADE DO SISTEMA DISCRETIZADO.

2a
a2+b?

|z|<1:>|1+TS|<1,sendos=%(z—1)‘ T <

: . 2
m Sistemas com polos reais ‘ T < "

m Sistemas de segundaordema = éw,, e b = w4/ 1 — &2 ‘ T

Wn
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ILIDADE DE SISTEMAS DISCRETIZADOS

B Para frequéncias proximas da frequéncia de Nyquist, € recomendavel o uso de métodos
que provoquem menos distorcdes no mapeamento plano-s / plano-z.

B O método de Tustin nao € adequado para aproximar fungdoes que contenham derivadas
puras, dado que levara a uma resposta oscilatoria devido ao poloem z = —1.
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ILIDADE DE SISTEMAS DISCRETIZADOS

B Tanto o método de Tustin quanto o mapeamento casado de polos e zeros geram fungoes
proprias. Caso indesejado deve-se utilizar o mapeamento casado que gera funcodes
estritamente proprias.

B Embora o método de Tustin seja exato no mapeamento Re{s} < 0 em |z]| < 1, hd uma
distor¢cao (warping) no dominio da frequéncia. Para isso, utiliza-se a técnica de prewarping
nas frequéncias de interesse.
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DO DE TUSTIN COM PREWARPING

B A resposta em frequéncia de G;(z) é calculada a partir de G4(e/“T), com s = jw e G4(2)
a funcdo discretizada de G(s).

B Aplicando-se o método de Tustinparas = jw. ez =e

2 a)dT
W, = ?tan (_2 )

jwaT
’

B Assim, podemos implementar o método de Tustin com Prewarping através da relacao

2 W
J— 7, |para w. uma frequéncia de interesse!
tan(a)c E)
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DO DE TUSTIN COM PREWARPING

@ Desta forma o método de Tustin com Prewarping consiste em utilizar a relacao

s = com w, uma frequéncia de interesse!

B Exemplo: Estudar os sistemas
s+1

a) G(s) = 9E’T =0,2s

1
(s+2)2’

b) G(s) = T = 0,25 s.
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B Como visto anteriormente, a relacao entre a Transformada de Laplace e a Transformada 7Z,
da-se através da relacao

1)
2)
3)

ETIZACAO DE REQUISITOS

aTeja)T aTej(a)T+27tk)

onde s = 0 + jw. Para este mapeamento é verdadeiro que:
Pontos sobre s = jw sao mapeados sobre a circunferéncia de raio unitario;

Pontos de Re{s} < 0 s3o mapeados em |z| < 1;

Pontos de Re{s} > 0 s3o mapeados em |z| > 1;

Os pontos do plano que diferem entre si de uma multiplo inteiro da frequéncia de
amostragem w, = 21 /T, sao mapeamos em um mesmo ponto do plano-z.

==
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ETIZACAO DE REQUISITOS

4 Im{s} t Im{z}

Jwg —

JE A
Re{;} \/

B Destas relacoes podemos estabelecer relacao entre os requisitos de desempenho
especificados para G (s) no dominio do plano-z.
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TIZACAO DE REQUISITOS

B Parametro 0 = {w, (mesma taxa de decaimento)

Im{s} t Im{z}
s=0+4jw = z=eTejWl+21k)

01 02 03 Re{s} 03

A\
% 1 Re{z}

B No plano-z, o constante tornam-se circunferéncias concéntricas.
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TIZACAO DE REQUISITOS

B Parametro w,; (mesmo tempo de pico)

mis) = an + jog = N
o 7 = e§@nT o) (@aT+2K) 0 -
r s 4N
W4,
Re{;} 1 Re{z}
W
S I/ W

B No plano-z, w,; constante tornam-se semiretas radiais.
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ETIZACAO DE REQUISITOS

B Parametro ¢ (mesmo sobressinal)

A Im S —_ E T ) 1 Im{Z}
$1 ts} S = —wy : +jwg = z=e Y- eJ (@aT+2mk)
1—¢2

$2

53— / 52 /n 53 >
Re{s) \_\/Jd Re{z}

B No plano-z, aumentando-se w,; obtém-se trajetorias cujo médulo diminui e a fase aumenta.
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TIZACAO DE REQUISITOS

B Desta forma, ha uma relacao entre a regiao na qual os polos do sistema no plano-s deverao
estar e a regiao que contera os polos do sistema no plano-z.

Im{s} z=eT t Im{z}

Re{ ;} 1 Re:{z}
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ETIZACAO DE REQUISITOS

B Erro em regime estacionario

m Tipo do sistema
Um sistema é discreto € do tipo N se ele possuir N polosem z = 1.

Assim,

__ 1 5@ .
6(2) = — o A # 0; B(1) # 0

N=0 === (G(z)édotipoO
N=1 ===) ((z)édotipol

EES-32 — CONTROLE CLASSICO Il W Prof. G. W. Gabriel 21



ETIZACAO DE REQUISITOS

B Erro em regime estacionario

r(k] e[k] y[k]
m Seja o sistema —CP ’| G(2) I >
_|_

1

m O erro em regime estacionario é dado por E(z) = 700 R(z). Assim,
1 _ 1 _ -1
ees = Ill_)rglo e[k] = Ll_f)l} [(1 z™ 1) 760 R(z)
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ETIZACAO DE REQUISITOS

B Erro estatico de posicao (definido em relacao a entrada degrau unitario)

1

m ParaR(z) = ——

a saida em regime estacionario sera

1 1
5T 114G 14K,

: 1 B . i
sendo K,, = lim 2 (Constante de erro estatico de posicao).

z—1 (1_Z—1)N A(z2)

m Assim, egc — 0 somente se K, — oo, que ocorrera se o sistema for pelo menos do tipo

1.
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ETIZACAO DE REQUISITOS

B Erro estatico de velocidade (definido em relagcao a entrada rampa unitaria)

-1
m ParaR(z) = (1TZ

-2 2 saida em regime estacionario sera

o T 1
A= (1-z"16(=z) K,

A 1 B(z)
sendo K, = lzl_r)rll 12 1) AG)

m Assim, eg; > 0 somente se K, = 00, que ocorrera se o sistema for pelo menos do tipo 2.
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B Erro estatico de aceleracao (definido em relacao a entrada parabola unitaria)

m Para R(2)

T2(1+z" 1)z 1

ETIZACAO DE REQUISITOS

TZ

z—1 (1 — Z_l)ZG(Z)

1

Kq

2(1—-z~1)3
es,s = lim
sendo K, = lim : B(Z)
z—-1 T2(1 —7 1) A(z)

(Constante de erro estatico de aceleracao).

, @ saida em regime estacionario sera

m Assim, e;o > 0 somente se K, — 00, que ocorrera se o sistema for pelo menos do tipo

3.
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B Erro em regime estacionario

Erro Estacionario

Tipo O

Tipo 1

Tipo 2

Tipo 3

EES-32 — CONTROLE CLASSICO Il

ETIZACAO DE REQUISITOS

de Posicao
1
1+ K,

0

==

Erro Estacionario
de Velocidade

00
1
Ky

0

Erro Estacionario
de Aceleracao

0.0)
1

Ka
0
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SAO DO CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH-HURWITZ

B Para a estabilidade do sistema discreto requer-se que |z| < 1. A transformacao bilinear

_1+S
Z_l—s

permite que o mapeamento seja

Re{s} <0 & |z <1

que independe do periodo de amostragem.
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SAO DO CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH-HURWITZ

A equacdo caracteristica discrete A(z) = 0 terad todas as suas raizes localizadas no interior do
circulo unitario (|z] < 1), se

Am(s):A<1+S>:O
1—=s

possuir todas suas raizes no semiplano esquerdo complexo.
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SAO DO CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH-HURWITZ

B Exemplo: Projeto o ganho K que torna o sistema discreto realimentado estavel.

rk] y[k]

z—0,250)
P ; -
_I_"a..l..f' C[z} (z—2)(z—0,5)

B Para este sistema a equacao caracteristica é

A(z) =(z—-—2)(z-05)+k(z—-0,25) =0

B Utilizando Routh-Hurwitz com a transformacao bilinear, obtem-se K.
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GEOMETRICO DAS RAIZES (LGR)

ser adotado, uma vez que a equacao caracteristica de

rlk] . &) ulk]

+T_
é idéntica a equacao caracteristica do caso continuo, send(z %ada por
Nd Z 1

Az)=1+kGy(2) =0 = Gy = D = —=
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GEOMETRICO DAS RAIZES (LGR)

( !

CONDICAO DE MODULO

Ga()l =

CONDICAO DE FASE

2Gy(z) = (2K+1)m,K €N
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AR GEOMETRICO DAS RAIZES (LGR)

REGRA 1: m ramos do LGR comegam nos polos de Ed(z) e terminam em seus m zeros, comn = m.

REGRA 2: n — m ramos do LGR tendem para co de forma assintdtica a n — m retas, sendo

ripi— 2tz 2K — 1
— i=1Di 1=1“1 9K= TK=12-n—m
n—m n—m

o é o coeficiente linear e Ok, o coeficiente angular das assintotas.

REGRA 3: Todos os pontos do eixo real A ESQUERDA de uma quantidade IMPAR de polos e zeros pertencem ao
LGR.
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AR GEOMETRICO DAS RAIZES (LGR)

REGRA 4: O LGR é SIMETRICO em relacdo ao EIXO REAL. O cruzamento de seus ramos com o eixo imaginario
pode ser obtido por Routh-Hurwitz apds aplicado a A(z) = 0 a transformac&o bilinear z = (1 + s)/(1 — s).

REGRA 5: O CRUZAMENTO DE RAMOS do LGR pode ser obtido fazendo

D4(z)’'Ng(z) — Ng(z)'Dg(z) = 0

EES-32 — CONTROLE CLASSICO I W Prof. G. W. Gabriel
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GEOMETRICO DAS RAIZES (LGR)

B Exemplo: Esbocar o LGR para o sistema descrito por

0,368(z + 0,717)
(z—1)(z—-0,368)

G(z) =

A(s) =1+ kG(s)
= (2,736 — 0,104k)s? + (1,264 — 0,5277k)s + 0,6319k
B Solucao:

REGRA 1 — H3a 2 ramos no LGR sendo 1 deles assintotico.

REGRA 2 — A assintota partede o = 1 + 0,368 + 0,717 = 2,085 com dngulo de 8 = 180°.
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R GEOMETRICO DAS RAIZES (LGR)

REGRA 3 - Pertencem ao LGR, os pontos compreendidos entre | —o0,—0,717] U
10,368,1].

REGRA 4 — Pontos de cruzamento com a circunferéncia de raio unitario.

(2,736 — 0,104k)s* + (1,264 — 0,5277k)s + 0,6319k
1,264 - 0,5277k =0

s2 (2,736 — 0,104k) 0,6319k k = 2,3953

!

2,4869s% + 1,5136 = 0

0 z—1
SR [0,63 19k s = - |z =0,2432 +097]
z+1
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R GEOMETRICO DAS RAIZES (LGR)

s Im{z}
REGRA 5 — Cruzamento entre ramos:

0,2 + 0,97

(z+0,717)(2z—1,368) —(z—1)(z—0,368) =0
z%2+1.434z—1.3489 =0
z=-2,0819; z=0,6479

R:e {z}

REGRA 6 — Angulos de partida e chegada
nos polos e zeros: 0 ou 1.
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Analogamente como realizado para os sistemas continuos, também é
possivel realizar projeto de controle para sistemas discretos utilizando o LGR.

B Para isso, deve-se traduzir os requisitos do sistema continuo para o dominio
discreto.

B Exemplo: Projetar um controlador do tipo proporcional para que o sistema
realimentado do exemplo anterior tenha overshoot maximo de 10%.
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Imaginary Axis
o
(&3]

JETO UTILIZANDO O LGR

Root Locus

— O

£=10:01:1

D
S
|
o
®|
=

Projeto:

N
\><\
RN ANEA
k

0,54 04
1,44 * 0,368

k=04

Real Axis
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