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Analise de sistemas lineares pelos métodos de Lyapunov

As fungdes de Lyapunov s&o aditivas, i. €., se Vi (x) e V,(x) forem
fungdes de Lyapunov para

x = f(x), (1)
entdo:
V(x) = Vi(x)+ Va(x)

também é uma funcao de Lyapunov para (1).

Como muitos sistemas envolvem a conexao de partes lineares, é
interessante avaliar a estabilidade do conjunto usando os métodos de
Lyapunov.

=
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Outra razao é o desenvolvimento de técnicas para avaliar a robustez
de sistemas lineares a variagoes nos parametros de maneira a
sintetizar controladores robustos usando otimizagdo computacional.
Relembre que o critério de Routh-Hurwitz serve para avaliar a
estabilidade face a variagdes nos parametros, mas sua aplicagao para
sintese é limitada. Por outro lado, usando os métodos de Lyapunov,
pode-se escrever este problema de analise/sintese na forma de um
problema de otimizagdo numérica para o qual existem algoritmos de
solucao eficientes.

Rubens J M Afonso Anélise de estabilidade de sistemas lineares usando LMI



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Definigoes preliminares

Definicao

Uma matriz M € R™" é simétrica se M = M7T 2.

aM é antissimétrica se M = —MT.

Definicao

Uma matriz M € R"*" é positivo definida (PD) se
x'Mx > 0,¥x # 0.

Notagdo: M > 0.

Rubens J M Afonso Anélise de estabilidade de sistemas lineares usando LMI



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 5/ 39

Definicao

Uma matriz M € R"*" é positivo semidefinida (PSD) se
x! Mx > 0,Vx.
Notagao: M > 0.

Uma matriz M € R™*" é negativo definida (ND) se —M é PD.
Notacao: M < 0.

Uma matriz M € R"*" é negativo semidefinida (NSD) se —M é PSD.
Notacao: M < 0.

=
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Tomemos o sistema linear e invariante no tempo (auténomo) — LIT
(Linear Time Invariant):

X = Ax. (2)

Neste caso, que tipo de candidata a fungéo de Lyapunov poderiamos
usar? Parece natural escolher uma forma quadratica, como:

V(x) =x!Px, (3)
em que P > 0. Derivando com respeito ao tempo:
V(x) = X" Px +x" Px = (Ax)"Px +x"P(Ax) = x" (ATP+ PA)x. (4)

V(x) sera ND se a matriz A”P+PA < 0, i. e., se houver uma matriz
0 > 0 tal que:

ATP+PA=—-0Q. (5)

=

A equacéo (5) é chamada de Equacao de Lyapunov.
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Uma matriz P € R"*" pode ser decomposta na soma de uma parte
simétrica P, e uma antissimétrica P,;:

_pP+P! p—pPr

P:Ps"i‘Pasa Ps 2 7Pas: )

Dessa forma:

(XTPX)T =x'"Plx=x"Px—x"P,,x = x'Px=xPx+x P,x
~—
xI PxeR
— XTPuSX = XTPaSX = 2XTPMX =0.

Assim

0
x! Px = XTPSX +xL X = XTPSX.
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Vamos restringir a busca as matrizes P simétricas, visto que isto nao
altera o valor de V(x). Caso P = PT, entéo, da equagao de Lyapunov

(5):
~Q=A"P+PA=ATP"+ PTA=(A"TP+PA)" = -Q",

isto &, a matriz Q também deve ser simétrica.

Desta forma, restringe-se a busca a matrizes P e Q simétricas e PD
que satisfagam (5) para demonstrar que a origem é PE estavel do
sistema (2). Contudo, arbitrando P pode-se encontrar Q que néo seja
PD. Como a condicao é apenas suficiente, nada se pode afirmar.
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Exemplo: considere um sistema da forma (2), em que

0 4
A= [—8 —12]’

e arbitra-se:

Entdo, usando (5):

Q:—{_Og jz}_[g —_182}:[2 ;‘J

donde

X1

X Ox = 8x1xp +24x3 = 0,¥x = [0] — O ndo é PD.

Com isso, ndao conseguimos concluir nada a respeito da estabilidadw
da origem do sistema (2).
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Proposta de procedimento

Podemos resolver (5) para P dada uma matriz Q simétrica e PD, de
forma a maximizar as chances de satisfazer as condi¢des para
estabilidade. Retomando o exemplo anterior com Q = I, a equagao de
Lyapunov (5) fica:

[0 4 ] [Pn Plz] n [Pn Plz] {0 —8] _ [—1 0]

-8 —12] |p12 p2 pi2 pnl| |4 —12 0 -1/’

[ 4p12 4pxn } [4P12 —8p11 —121712] _ [—1 0 ]
|—8p11—12p12 —8p1a—12px» 4pr»  —8p12 —12px» 0 —1|’

[ 8p12 —8p11 — 12p12+4p22] _ [—1 0 ]
| —8p11 — 12p12 +4px —16p12 —24p2» 0 -1]’

donde

_ 1 _1 _1
P12 = g’ P22—8, P11—4-

=
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1 1 1
x! Px :p“x% +2p12X1x2 +p22x§ = Zx% — lexz + gx% =
15 2 15 2 4
§[2x1 —2x1x0+x5] = g[xl + (x1 —x2)°] > 0,vx #£0 — P é PD.

Assim, V(x) = x” Px é uma fungéo de Lyapunov para o sistema (2) —
a origem é PE estavel. Adicionalmente, como Q > 0, pode-se concluir
que a estabilidade é assintética.

Observagao: usando o teorema “Segundo método de Lyapunov —
versao global”, chega-se a uma condigao suficiente para a
estabilidade. No entanto, para o sistema (2) LIT, é possivel obter uma
condicao necessaria.
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Determinando se uma matriz é PD

Problema

Como determinar se a matriz obtida P > 0?

Uma alternativa para isso consiste em usar o critério de Sylvester:

Critério (de Sylvester)

Uma matriz M € R"*" é PD se e somente se

@ det([my]) >0,i=1,2,...,n, j=1,2,...,i, isto é, se todos 0s
blocos quadrados construidos a partir do elemento my; tiverem
determinantes positivos.
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Teorema (Estabilidade de sistema LIT — condicdo necesséria e

suficiente)

A origem é PE estavel do sistema (2) se e somente se, para qualquer
matriz Q > 0 simétrica, a solugdo unica P da equagao de Lyapunov
(5) for simétrica e PD.

Demonstragao.

Ja mostramos que a condigao é suficiente aplicando o segundo
método de Lyapunov. Seja Q > 0 uma matriz simétrica e seja:

P:/ eATTQeATd‘C,
0

esta integral converge se e somente se A for estavel.

=
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Continuacao.

T = AWNT AT ATTNT o = ATg T
P —/O(eA)Q(eA )dr—/OeA Qe''dt =P,

T T ATq T CoT
XPX—/XeA eAxd’c—/ dt >0,
0 & ,Q‘y, A y Oy

y >0

Lembrando que A é estavel, entdo ¢A* é ndo singular, resultando que
x=0<y=0,entdo x’ Px > 0,Vx # 0. Isto &, esta definicdo resulta
emP>0eP=P.

Como A é estavel, tem-se que A H—; 0, donde se pode escrever:

—Q0=-I0I= eAT°°Q A° A0 0 = Od[eATTQeAT]
=~ =~ ~~ ~~ T=
0 0 I I
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Realizando a mudanga de variaveis de integracao:

o= [ a0 = [ i oo

=0 dt
/ [ATeA Qe + A T QM A dr
0
AT / A QAT + / A QA dTA = ATP 1 PA.
0 0
Demonstrando que se A é estavel, entdo P é solugao PD e simétrica

da equacgéao de Lyapunov (5) — condicdo necessaria.
O]

V.

=
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Para demonstrar que esta solugao é Unica, basta escrever a candidata
a solucao P; como:

Pi=— [ dl"*Pe = — / TP+ PiA)
=0 0

/O A QT = P,

isto &, qualquer candidata deve ser a propria solugao que ja foi
determinada. ]

=
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A busca de uma solugao simétrica P > 0 para a equagao de Lyapunov
(5) dada uma matriz simétrica Q > 0 pode ser feita numericamente
sem necessidade de resolver o sistema linear de equagdes resultante
sobre as componentes de P. Para isso, reescreve-se o problema
como:

Problema
Encontrar P tal que:

P>0
ATP+PA<O.

Este problema pode ser encarado como um problema de programacgao
semidefinida (Semidefite Programming — SDP), em que se deseja
encontrar uma solugao viavel. Em particular, a categoria de problema

SDP em que se encaixa é chamado de problema com Desigualdades
Matriciais Lineares (Linear Matrix Inequalities — LMI). Existem

diversos pacotes computacionais eficientes disponiveis para resolv =

este tipo de problema, como LMILAB, SeDuMi, MOSEK, entre outros.
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Exemplo computacional

Usando o pacote YALMIP, pode-se escrever o problema SDP com LMI
e realizar a solugao numérica através de diversos pacotes de solugao
diferentes?.

Definindo a matriz A do sistema e definindo a matriz P como variavel
SDP:

[-1 2 0;-3 -4 1;0 0 -21;
sdpvar (3, 3) ;

P

Escrevendo as restricdes (P >0 e ATP+ PA < 0):

F =[P > 0, A’*P+P*A <= 0];

2https://yalmip.github.io/tutorial/semidefiniteprogramming/
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F =[P > 0, A’*P+P*A <= 0];

Ressalta-se que as restricdes adicionadas nao sao estritas, como
devem ser para aplicagao do teorema, pois nao se pode fazer dessa
forma no problema SDP. Para isso, pode-se definir uma margem
pequena o suficiente e impor P > ¢l, € > 0, que significa que

P —¢l >0 (amatriz P—¢l é PSD).

x'(P—el)x>0—x'Px>x"elx =ex'x > 0,¥x # 0,
x'Px>0,¥Yx#0— P> 0.

Assim:

epsilon = le-6;
F = [P >= epsilon*eye(3), A’ *P+P*A <= -epsilon*eye(3)];

=
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Resolvendo o problema e atribuindo a solugao a variavel Pfeasible:

optimize (F);
Pfeasible = value(P);

obtém-se:

Pfeasible =
0.5603 0.0452 -0.0070
0.0452 0.2490 0.0348
-0.0070 0.0348 0.4116

que € um resultado dependente de maquina, algoritmo de solugao,
implementagao computacional e tolerancias numéricas. Usando o
critério de Sylvester:

p11 = 0,5603 > 0
0,5603 0’0452‘ —0,1374>0 $=P>0.

0,0452 0,2490
detP =0,0559 >0 ==
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Calculando Q = —(ATP + PA):

Q = - (A" *Pfeasiblet+Pfeasible*A)
Q =
1.3918 -0.1475 0.0384
-0.1475 1.8108 -0.0260
0.0384 -0.0260 1.5766

Aplicando o critério de Sylvester a Q:
g1 =13918>0
1,3918 —0,1475
—0,1475 1,8108
detQ =3,9360 >0

Conclusao: pelo teorema de estabilidade de sistema LIT, a origem é
PE assintoticamente estavel do sistema (2) com:

=2,4986>0 »=0>0.

-1 2 0
A=|-3 -4 1
0 0 -2 ==
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Forma mais simples

-1 2 0
A=|-3 -4 1
0o 0 -2

detM —A)=| 3 A+4 —1|=13+7A2+201+20
0 0 A+2
Autovalores
A =-2,5419365), A, =-2,5—1,9365j, Az=—2.
Isto é, pelo primeiro método de Lyapunov, ja se poderia concluir que a
origem é PE assintoticamente estavel.

Pergunta

Entao, por que usar LMI para analise de estabilidade de sistemas B
lineares? ?/
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Esboco da resposta: robustez da estabilidade a variagao de

parametros

Suponhamos que a matriz A tenha um parametro o incerto, porém
limitado a um intervalo conhecido o € [a, (]

o 2 0
A=|-3 -4 1
0 0o -2

Esta matriz pode ser escrita como uma combinac¢do convexa
A =p1A; +p2Az, em que:

o 2 a 2 0
Al=|-3 -4 1|, A=|-3 -4 1
0o 0 -2 0o 0 -2

p1,p2 >0, p1+p2=1.
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Para estabilidade, devem-se satisfazer:

P>0
ATP+PA<O
VA = p1A; +p24z, p1,p2 20, p1+p2=1

Problema

Se p; e p» foram variaveis, as desigualdades A”P+ PA < 0
envolverao produto de variaveis, deixando de serem LMI. Como
reescrever este problema de maneira a eliminar as variaveis p; e p2?
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Uma saida: convexidade

Reescrevendo:

ATP+PA=(p1A; +p2A2) P+ P(p1A; + paAs)
P1(ATP+PA)) +p2(ATP + PAy).

Se impusermos:

ATP4PA; <0,
ATP+PA; <0,

entdo, como p1, pa > 0:

ATP+PA=p (ATP+PA))+p> (ATP+ PA,) <O.

<0 <0
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Para estabilidade, devem-se satisfazer:

P>0
ATP+PA <0
ATP+PA; <0

Resolvendo computacionalmente parao = —5e & = 0:

alpha_inf = -5;
alpha_sup = 0;

Al = [alpha_inf 2
-3 -4
0 0 -2 1;
A2 = [alpha_sup 2
-3 -4
0 0 -2 1; ~ =
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Definindo P como matriz simétrica e PD e adicionando restrigoes:

P = sdpvar(3,3);

epsilon = le-6;

F = [P >= epsilon*eye(3),

Al'"*P + P*Al <= -epsilon*eye(3),
A2'"*P + P*A2 <= -epsilon*eye(3)];

Achando solugao viavel:

optimize (F)
Pfeasible = value (P)
Pfeasible

0.2592 0.0543 -0.0031
0.0543 0.1732 0.0259
-0.0031 0.0259 0.3435
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Verificando se é PD:

Pfeasible (1,1)

ans = 0.2592

det (Pfeasible(1:2,1:2))
ans = 0.0419

det (Pfeasible)

ans = 0.0142

Saida na tela:

yvalmiptime: 0.2844
solvertime: 0.0226
info: ’Successfully solved (SeDuMi-1.3)’
problem: 0

=
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Outra maneira mais facil

A—o =2 0
detM —A)=| 3 A+4 -1
0 0 A+2

A4 (6 — o)A + (14 — 60)A + (12 — 8t)

Construindo a tabela de Routh associada a este polindbmio:

$3 1 14— 60
s2 6—a 12— 8o
Sl 607 —420+78
S

6—0
01 12—8a

Aplicando o critério de Routh-Hurwitz:
a<6, a<l5, (0?—T70+13>0,Va). =
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Verificando faixa computacionalmente

Com a = 1,45, saida na tela:

yalmiptime: 0.2691
solvertime: 0.0309
info: ’Successfully solved (SeDuMi-1.3)’
problem: 0

Com a = 1,55, saida na tela:

yalmiptime: 0.2730
solvertime: 0.0750
info: ’Infeasible problem (SeDuMi-1.3)’
problem: 1

Infeasible problem =- nao foi possivel encontrar solugao que atenda
as desigualdades. _

=
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Mais uma vez...

Entao, por que usar LMI para analise de estabilidade de sistemas
lineares?

Resposta 1

Claramente, usar o critério de Routh-Hurwitz com diversos parametros
variaveis pode resultar em mudltiplas equagdées nao lineares nos
parametros para determinar as faixas de estabilidade. Nesse caso,
usando LMI seria simplesmente o caso de se adicionarem mais desi-
gualdades para novos vértices de matrizes A3, Ay, ...

Resposta 2

Sintese de controladores lineares robustos otimizando critérios de de-

sempenho.
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Exemplo de aplicagao para sintese

Considere um sistema LIT incerto descrito pela equagao no espago
de estados
x(1) =A(p)x (1) +Bu(r), (6)

em que x € R" é o vetor de estados, u € R™ é o vetor de controle e
A (p) é uma matriz desconhecida, a qual pertence a um dominio
convexo e limitado incerto (politépico) ® dado por

N

®={A(p): A(p)zZpiAi,peﬂD} (7)
i=1

com

N
q)z{peRN, Zpizl;pi>0}- (8)

i=1
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Qualquer matriz A (p) em ® pode ser descrita como combinagao
convexa dos vértices A;, i = 1,...,N do politopo. Usando a candidata a
funcao de Lyapunov:

V(x) =x'Px, 9)

tem-se
V(x) =x"Px+x"Px = {[A(p) + BK|x} Px+x"P{[A(p) + BK]x},
(10)

que sera ND para qualquer p se

(Ai+BK)" P+P(A;+BK) <0,Vie {12,...N}. (11)
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(Ai+BK)"P+P(A;+BK) <0,Vie {12,...N}. (12)

Admitindo uma mudanca de variaveis por meio de uma transformacao
nao singular y = Px:

X! [(Ai+BK)TP+P(Ai —I—BK)} x<0
yT (P17 [(Ai—l—BK)TP—l—P(Ai—l—BK)} P ly <0
v [(ap~"+BKPT) + (4P~ BEPT) |y <0

(AP~ +BKP ) 4 (AP~ + BKP™') <0
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(AP~ +BKP ) 4+ (AP~ + BKP1) <0
(A;Y +BKY)" + (A;Y +BKY) < 0

Esta Ultima nao é LMI, pois envolve o produto das variaveis K e
Y = P~!. Reescrevendo em termos de uma nova variavel X = KY,
tem-se.

YAT + A,y + XTBT +BX < 0,Vie {12,...N}. (13)

Rubens J M Afonso Anélise de estabilidade de sistemas lineares usando LMI



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 36/ 39

Assim, chegamos as LMIs para estabilidade. O problema tem duas
variaveis X e Y, que devem satisfazer as seguintes LMIs:

YAT +A;Y +XTBT +BX <0

Y>0 (14)

O ganho do controlador pode ser recuperado fazendo
K =Xy ! =XP.
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Exemplo: massa mola com incerteza na constante de mola

Um sistema massa mola com massa m = 1 kg, incerteza na
constante de mola k € [1, 4] N/m e varivel de controle sendo a forga
sobre a massa pode ser modelado como:

x=A(p)x+Bu

x| 0 1| |x n 0 o 0 1] [xg i 0
| = =k of x| " |—(=p)=5p 0] [x| " |1|"
em gue os vértices do politopo ® sao

Al=A(p=0)eAr=A(p=1).
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Al=A(p=0)eA,=A(p=1).
Resolvendo para encontrar X e Y que satisfagam as LMIs (14),
tém-se:
10,2786  —0,2947
- 1—0,2947 1,305
K=Xy'=[-3566 —2,000].

Y , X=[-0,4041 —1,559],

Com este ganho, os autovalores de A; + BK e A, + BK, séo
—1,000 4+ 1,888j e —1,000 + 2,562j, respectivamente.
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Impondo taxa de decaimento minima

Se pudermos impor que:
V< =2aV,
Entao o sistema sera exponencialmente estavel:
V420V = 6720“% (**V) <0 = d

dt (
[ 5 evya<o,
UV (x(1) — **V(x(0)) < 0= V(x(1)) < e 24V (x(0)).

eMIV) <0,

Com
V(x(1)) =x" (1)Px(1),
X (1)Px(1) < e~ 2%xT (0)Px(0),
Ix(1)]| < e [[x(0)]]. — A
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