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Motivacao

Pergunta

E possivel usar as mesmas técnicas para analisar a estabilidade que
foram desenvolvidas para sistemas autébnomos?

Seja o sistema linear dado por
: _ 2t
=10 SR
X2 X2
—_———
A(r)

os autovalores da matriz A(t) sdo as raizes de:

=0=>A+1)2=0=A =X = —1, (2)

A+1  —e
0 A+l

ambos com parte real negativa. Aplicando os critérios de estabilida%
vistos para sistemas autdnomos, resultaria que o sistema é estavel.
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Avaliando as equacdes diferenciais (1):

) =—xp = XZ(Z) = Xg(())éit

X1 = —x1 +€”x = —x; +x2(0)e’
i1 +x1 =x2(0)€

'k +e'x; = xp(0)e?

S(Ex) = n(0)e
/ di (e'x1)dt = /sz(O)etht
(t

0
ex1

0 - (0) =2 (1)

X1 (’C) = X1 (O)E_T +

Devido ao termo em destaque, x

(¢) diverge, provando que nao é ﬁ =
estavel.
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Conclusao

Resposta

Nao é possivel usar as técnicas de andlise de estabilidade para
sistemas autbnomos para concluir sobre a estabilidade de sistemas
nao autbnomos, mesmo no caso de sistemas lineares.

Necessario reformular os critérios para avaliagao de estabilidade para
o sistema dinamico:

x=f(x,1), 3)

com a origem como ponto de equilibrio (PE).
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Definigoes preliminares

Na reformulacao, serd necessario que se inicie pelas definicoes de
ponto de equilibrio e estabilidade para sistemas nao autbnomos.

Definicao 1 (Ponto de Equilibrio — PE).

Seja o sistema nao linear nao autdbnomo (3) com vetor de estados
x € R", diz-se que X é um ponto de equilibrio (PE) de (3) se:

f(x,r) =0, Vt > 1.
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Definicao 2 (Estabilidade local no sentido de Lyapunov).

A origem € estavel em 1; se:

VR >0, 3r(R,t0) > O | [[x(10)[| <= [x(2)[| <R, Vi > 1.
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Definigao 3 (Estabilidade assintética).

A origem € assintoticamente estavel se
@ ¢é estavel;
® 3r(to) >0 [Ix(t0)[| < r(to) = [[x(1)]| 2 O.
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Definicao 4 (Estabilidade exponencial).

A origem é exponencialmente estavel se, além de assintoticamente
estavel, 3o, A > 0 tais que, para x(fy) suficientemente pequeno

Ix(0)]| < al|x(10) (] e™™, ¥z > 0.
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Definicao 5 (Estabilidade assintética global).

A origem é globalmente assintoticamente estavel se
Vx(10), [X(1) | — 0.
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Exemplo
O sistema
X
P S
*) 1+ sen?(x)
é tal que

4 dx ! 1
= / 4
/t_tox“)dr " S Tsen2x(n)]

Inx(r) — Inx(r0) = / t !

—————dt
=, 1+ sen?[x(1)]

drt

, 1
m 2 — / I
x(t0)  Ji=, 1+ sen[x(1)]
1
x(1) = x(tg)e” 0 Treh

Como 1+ sen?(x) < 2:

! 1 | r—t
—/ o dtg——/ dr=——= S —
1=z, 1 +sen?[x(7)] 2 Ja=1 2 -
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! 1 1 /! t—1ty
< a=-120
/1—;0 1 +sen?[x(t)]  — 2 /‘C_Io 2

Donde

x(t) < x(ro)e™ 2.

o .
Nesse caso, pela Def. 4,como=¢2 e A = % conclui-se que o
sistema é exponencialmente estavel.
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Dependéncia do tempo

As definigdes 1, 2, 7, 4 e 5 contém o instante ¢y. Para operar um
sistema continuamente, pode ser interessante contar com defini¢cdes
que nao dependam de um “instante inicial” especifico.

Definicao 6 (Estabilidade uniforme).

A origem é uniformemente estavel se o escalar r na Def. 2 puder ser
escolhido independentemente de #. isto é, r = r(R).
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Definicao 7 (Estabilidade assintotica uniforme).

A origem € localmente uniformemente assintoticamente estavel se
@ ¢é uniformemente estavel;

@ JBg, & com Ry independente de 1, tal que
Ix(t0)|| € Br, = ||x(t)|| converge uniformemente ° para 0.

4Relembrando: B, = {x € R"|||x|| < Ro}

bGonvergir uniformemente em 1, significa que VR{,R2, 0 < Ry < Ry <
Ry, IT(R1,Ry) | ||Ix(20)[| < Ry = [|x(2)|| < Ry, Vt > 19+ T(Ry,R,), i. €., a trajetéria
iniciada em Bg, entra em Bg, apés um intervalo de tempo T, independentemente de
1o.
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Funcoes positivo definidas e crescentes

Definicao 8 (Funcao localmente positivo definida variante no
tempo).

Uma fungéo escalar variante no tempo V(x,¢) é localmente positivo
definida (PD) se V(0,r) = 0 e existe uma fungao positivo definida
Vo(x) invariante no tempo tal que V¢ > to, V(x,t) > Vo(x) 8 ° ©.

4y é negativo definida (ND) se —V é PD
by & positivo semidefinida (PSD) se V; é apenas PSD na definigéo 8
¢V é negativo semidefinida (NSD) se —V é PSD
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Definicao 9 (Funcao decrescente).

Uma fungéo escalar variante no tempo V(x,t) é decrescente se
V(0,¢) = 0 e existe uma fungé@o PD V;(x) invariante no tempo tal que
Yt > 1o, V(x,t) < Vi(X).

Exemplo

V(%)= [1+sen’ (0)](xF +23) x = m

e localmente PD, pois V(0,f) =0 e V(x,t) > x +x3 = Vo (x), Vr;
e decrescente, pois V(0,t) = 0 e V(x,t) < 2(x3 +x3) = Vi (x), V.

=
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Estabilidade de sistemas nao autbnomos

Teorema 1 (Teorema de Lyapunov para estabilidade de sistemas
nao autonomos).

Se em uma bola By, existe uma fungdo escalar V(x,t), com derivadas
parciais continuas, tal que

1) V é PD,
2) V@éNSD,
entéo a origem é PE estavel de (3) no sentido de Lyapunov.

ay;_dv _ v ovT
V—wa‘i‘ﬁ f(XJ)
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Teorema 2 (Teorema de Lyapunov para estabilidade uniforme de

sistemas nao autonomos).

Se a origem é PE estavel de (3) e
3) V é decrescente,
entdo a origem é PE uniformemente estavel de (3).

Teorema 3 (Teorema de Lyapunov para estabilidade uniforme

assintodtica de sistemas nao autonomos).

Se a origem é PE uniformemente estavel de (3) e
4) V é ND,
entgo a origem é PE uniformemente assintoticamente estavel de (3).
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Teorema 4 (Teorema de Lyapunov para estabilidade uniforme

assintética global de sistemas nao autonomos).

Se a origem é PE uniformemente assintoticamente estavel de (3) e a
bola Bg, é substituida pelo R"

5) V(x,t) é radialmente ilimitada (Rl),

entao a origem é PE globalmente uniformemente assintoticamente
estavel de (3).
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Exemplo

Sejam o sistema
X1 =—x1— 8_2[)62

Xp =x1—Xxp

e a fungao

1) V(x,t) é PD, pois
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2) V(x,t) é ND, pois

V =2x1%1 +2(1 + e 2 )xpiy — 2¢72'x3
—2x] —2xprze 7 4 2x1x0 — 203 4262w, — 2e H x5 — 2e i

— (2x7 — 2xyx0 + 225 + de2'x3),
donde

—V =2x3 —2x1x3 + 23 +de x5 = (x1 —x2)? + X3 + x5+ de x5
> (x1 —x2)’ +x] +x3 = PD,
V(0,5) =0

isto ¢, —V é PD = V é ND.
Finalmente, é trivial ver que

V(0,t) =0.
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3) V(x,t) é decrescente, pois

V(0,1) =0
V(xt) <xi42x6 =V (x), V1 >1=0
PD

Rubens J M Afonso Estabilidade de sistemas ndo autbnomos



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 22/ 33

4) V(x,t) éRlI

Aplicando o Teorema 4, conclui-se que a origem & PE globalmente
uniformemente assintoticamente estavel do sistema neste exemplo.
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Convergéncia assintética no caso geral

Para sistemas auténomos, mesmo quando V era apenas NSD, em
alguns casos, ainda poder-se-ia langcar mao do Teorema de Conjuntos
Invariantes de LaSalle para demonstrar a convergéncia assintética
para o maior conjunto invariante M sob a dinamica do sistema
contido na regido R = {x € R*|V(x) = 0}.

Por outro lado, no caso de sistemas ndo autdbnomos, para garantir a
convergéncia uniforme, necessita-se de premissas adicionais.
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Convergéncia assintética de fungdes e suas derivadas

Seja uma fungdo f : R — R, verifiquemos a veracidade de algumas
conjecturas.

f(t) — 0 = f converge.

t—ro0
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Convergéncia assintética de fungdes e suas derivadas

Seja uma fungdo f : R — R, verifiquemos a veracidade de algumas
conjecturas.

f(t) — 0 = f converge.

t—ro0

f(t)= — 0=-sen(Int) converge.
—>00
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Convergéncia assintética de fungdes e suas derivadas

Seja uma fungdo f : R — R, verifiquemos a veracidade de algumas
conjecturas.

f(t) — 0 = f converge.

t—ro0

f(t)= — 0=-sen(Int) converge.
—>00

A Conjectura 1 é falsa!
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f(t) converge = f(t) — 0.

[—poo
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f(t) converge = f(t) — 0.

[—poo

_ 2t
f(t) =e "sen(e”) — 0,

f(t) = —e "sen(e*) +2e"e* cos(e*') = —e 'sen(e*) +  2¢'cos(e¥)
—_———

nao converge (ilimitada)

f(#) converge = (t) — 0.

t—ro0
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f(¢) converge = f(t) — 0.

[—poo

_ 2t
f(t) =e "sen(e”) — 0,
f(t) = —e "sen(e*) +2e"e* cos(e*') = —e 'sen(e*) +  2¢'cos(e¥)
———

nao converge (ilimitada)
f(#) converge = (t) — 0.

t—ro0

A Conjectura 2 ¢ falsa!
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Teorema 5 (Convergéncia de funcao limitada e monoétona).

Sef(t) é limitada inferiormente por m, isto é,

entao f converge.

=
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Demonstragéo.

Da definigao de derivada

Usando 1, — tfr e multiplicando todos os termos por #, —t;:

f@0)=lim f(02) —f(1) <0 = f() <f(n), >0 (4

t—tf

Por outro lado, usando 7, — ;" e multiplicando todos os termos por
h—1:

f(t)=lim f(t) —f(t1) >0 => f(2) >f(t1), <t1  (5)

h—t

O
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Demonstragao.

De (4) e (5), conclui-se que:

f() <f(h), n>n (6)

Neste caso, a fungao também é chamada decrescente, mas no
sentido de ser monoétona, ndo de ser majorada por uma outra fungéao
com menos argumentos.

Como o conjunto {f(¢) | t € R} # & e é limitado inferiormente, admite
infimo L, donde pode-se estabelecer o seguinte, para um dado ¢,:

JeeR|L<f(t,) <L+e. 7)
Por outro lado, como f é decrescente:
Vit €]tgo0]: L—e <L <f(t) <f(t,) <L+e. (8)
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Demonstragéo.

Vit €]tgo0]: L—e <L <f(t) <f(ty) <L+E,
donde
L—e<f(t,) <L+e. (9)
Assim,
Ve>0,3t,>0|t>1t, = |f(t)—L| <e. (10)
[

Mas nada se pode dizer de f(t).
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O Lema de Barbalat

Lema 1 (Lema de Barbalat).

Selim, ...f(t) é finito e f(t) é uniformemente continua, entao
lim, o f(t) =02.

A chave esta na continuidade uniforme de f(¢) = g(t), definida por
VR>0, MR) >0,V >0,Vi>0]| |t—t;| <n = |g(t) —g(t1)| <R.
Continuidade é dita uniforme porque 1 nao depende de ¢;.
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Teste para continuidade uniforme

Um teste pratico para determinar se g(¢) é uniformemente continua é
verificar se g(t) é limitada. Pelo Teorema do Valor Médio:

8(1) —g(n)

Vb1, t > t, Ity € [11,1] tal que = g(n).
Se |g(#)] for limitado por Ry > 0, isto é,
(1) <Ry,

entao

lg(t) —g(t)| = [t —t1]|g(22)| < |t —11|Ry.
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Assim, escolhendo
R
n(R) = R independente de 1,
1
tal que
R
lt—11| <n(R) = R = Ri|t—ti| <R,
1

entao

lg(t) —g(tn)| = |t —t]lg(t)| < [t—1|R1 <R,

isto é, g() é uniformemente continua.
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Aplicando o Lema de Barbalat

Lema 2 (Lyapunov-like analysis).

Se uma fungio escalar V satisfaz
i. V(x,t) é limitada inferiormente,
i. V(x,t) éNSD,

iii. V(x,t) é uniformemente continua em t,

entdo V(x,t) — 0
t—ro0

Note que as condicdes i e ii do Lema 2 acima impdem que a funcdo V
é limitada inferiormente e que sua derivada V < 0, exatamente as
condicdes do Teorema 5 para demonstrar que iv V converge.
Finalmente, utilizando iii e iv, pode-se aplicar o Lema de Barbalat
(Lema 1) para concluir que V(x,t) — 0.

=
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