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Motivacao

Seja o sistema linear dado por

X = Ax+ bu, (1)
y=c'x+du, 2)
u= _Ky7 (3)

o qual representa uma ampla gama de sistemas com realimentacao
negativa e referéncia nula. A sua fungao de transferéncia em malha
aberta é

Y(s)
U(s)
Ja em malha fechada, admitindo referéncia nio nula:
Y(s)  KG(s)

R(s) 1+KG(s) W

G(s) = =cl(sI—A)"'b+d. (4)

F(s) =
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Y(s)  KG(s)
R(s) 1+KG(s)

F(s) =

Utilizando ferramentas de analise de estabilidade de sistemas
lineares, como o critério de Routh, pode-se estabelecer a faixa de
valores do ganho K para que o sistema seja estavel: K € [K,,K*].
Este & um resultado bastante poderoso para sistemas lineares e seria
interessante contar com um resultado analogo para sistemas nao
lineares. Em particular, uma ampla gama de sistemas nao lineares
pode ser descrita por uma parte linear e uma parte nao linear, como:

X = AX + bu, (6)
y=c'x+du, (7)
em que f é uma fungéo n&o linear da saida. =

Rubens J M Afonso Estabilidade absoluta



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Funcéo pertencente a um setor

Definicao 1.

Uma fungéo f : R — R é dita pertencer ao setor [kj,k] se:

‘@<k2
5 =

ki <
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Conjecturas sobre estabilidade

Conjectura 1 (de Aizerman)

Se o sistema (7) é estavel com u = —Ky, VK € [K,,K*], entdo é
estavel para qualquer f(y) no setor [K,,K*].
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Conjecturas sobre estabilidade

Conjectura 1 (de Aizerman)

Se o sistema (7) é estavel com u = —Ky, VK € [K,,K*], entdo é
estavel para qualquer f(y) no setor [K,,K*].

Esta conjectura é falsa.
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Conjectura 2 (de Kalman)

Se o sistema (7) é estavel com u = —Ky, VK € [K,,K*], entdo é

estavel para qualquer f(y) no setor [K,,K*| com inclinagdes na faixa
[K.,K*], isto é:

K*Sf(y) <K
y
df(y)

K, <-2 <k
y

=
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Conjectura 2 (de Kalman)

Se o sistema (7) é estavel com u = —Ky, VK € [K,,K*], entdo é

estavel para qualquer f(y) no setor [K,,K*| com inclinagdes na faixa
[K.,K*], isto é:

~

)

K, <X <k*
Yy
df(y)
K, <-2 <k
y

Esta conjectura é falsa.

=
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Problema de Lure-Postnikov

Dado K*, verificar se (7) é estavel para f pertencente ao setor [0,K*],
assumindo A Hurwitz3, (A,b) controlavel e 1+ K*d > 0.

Solugao

Tome
V(x)=x'Px, P>0,P=P".
Derivando com respeito ao tempo:

dV(x)

T =x"Px +x" Px = (Ax+ bu) Px +x"P(Ax+bu)  (10)

x" (ATP 4 PA)x 4 2ux" Pb (11)

3todos os autovalores com parte real negativa
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Usando a equacao de saida de (7):

Ix+du—y=0 (12)
cIxu+du* —yu=0 (13)
K*cTxu+ K*du* — K*yu =0 (14)
K*eTxu+K*du* —K*yu+u* —u> =0 (15)
K*cTxu+(1+K*d)u? — (K*y+u)u=0 (16)

Subtraindo (16) de (11):

av(x)
dt

=x" (ATP 4 PA)X + 2ux" Pb — K*cTxu — (1 + K*d)u?
+ (K*y+u)u

1
=x"(ATP + PA)x + 2ux" (Pb — SKo-(1 +K*d)u?

+(K*y+u)u (17) (=
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Lema de Kalman-Yakubovich

Lema 1 (Kalman-Yakubovich).

Sejam Q € R™", A € R™" b e R™! ey € R"*! matrizes constantes
eg, y> 0. Assuma A Hurwitz, (A,b) controlavel e Q > 0. Ent&o,
existem P € R P >0 eq e R™! tais que:

ATP+PA = —gq" — €0,
Pb—V:'Y%q7

se e somente se

Re {2V (jol —A)"'b+7} >0, Vo € R
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Fazendo a associacao:

0+ 0 A+ AP+ P

qg<q e+ ey« 1+K'd
K*

b<b V4 26

existirdao P e g tais que

ATP+PA = —qq" — €0,

K*
Pb—

= (1+K*d)1q,
se e somente se:

Re {K*c" (jol —A) '"b+1+K*d} >0, Vo €R

o
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Re {K*c"(jol —A) 'b+1+K*d} >0, Vo e R

Req 1+K*[c"(jol —A)"'b+d] p >0, Vo €R

G(jo)

Neste caso, (17) fica:

av
) e Ox— ()T gx+ 20 (14 K°d) g — (1 K
+(K*y+u)u
= —ex” Qx — [gx + (1 4+ K*d)ul’ + (K*y + u)u (18)
—— g
<0 20 Y
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Lembrando que u = —f(y), reescreve-se:

M= —[K'y—f(»)f(y) (19)

Por hipdtese, f pertence ao setor [0, K*], donde

)
y

y <0, K*'y—f(y) <0, f(y)
y>0, K*y—f(y) >0, f(y)

Assim (19) é composta pela soma de trés parcelas < 0, donde:

<0
0< <K*:>{ >0 — M<0

dV(x)
dt

<0

Dessa forma, aplicando o Segundo Método de Lyapunov, com a
candidata V, conclui-se que a origem é PE estavel de (7) se

Re{1+K*[c"(jol —A)'b+d]} >0, Vo e R
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Generalizando para qualquer setor

Convém ressaltar que a particularizagao para o setor [0, K*| ndo faz
com que se perca generalidade, pois qualquer f pertencente setor
[o,B] para o sistema com fungéo de transferéncia G(s) podem ser
transformados por

. G(s)

G(s) = ———

&) = T+ aG0)
FO) =) —oy

com f pertencente ao setor [0, — o]
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Critério do Circulo de Zames

Pode-se encarar a condicao

Re{l1+K*G(jo)} >0, Vo € R, (20)
Re{l+([3—oc)%}>0, Yo € R, (21)

como uma generalizagdo do critério de Nyquist para sistemas nao
lineares da forma (7).
Separando G(j®) em suas partes real e imaginaria

G(jo) = U(jo) +jV(jo), U,V € R,

pode-se reescrever (21).
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Reescrevendo (21):
Gljo) | _ U(jw) +,V (jo)
RC{H(B*“) 1+ aG(jo) } _RC{H(B*“) 1+ al(jo) +jov(jo) } 22
{U(]u) )1+ aU(jo)] +aV?(jo) } +;V(jo)[l + ol (jo) — ol (jo)]
[1+aU(jw)] + [V (jo)? '

= Re{l—i—(ﬁ
(23)

=
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14 (o + B)U(jw) + aBU? (jw) + afV?(jo) > 0

L <; é) U(jo) + U2 (joo) + V2(joo) >

1,1
OLIB_(OC—:B) (U(;m)+1+

1
2B

1 1)’
oTB_To@_TBZ_M (U() )+ +2[3> +V2(jo) >0

2
—Aklxz—ééﬁmlﬁjL(U(i )+1+215) +V2(jo) >0

) +V2(jo) > 0

2
11
(5-3) R
—— Y+ | U(o)+ 5= Ve(jm) >0

2 ((])-i- +2B)+ (jo) >

Que é a equacao do complemento de um circulo no plano complexo B
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