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Motivação

Seja o sistema linear dado por

ẋ = Ax+bu, (1)

y = cTx+du, (2)

u =−Ky, (3)

o qual representa uma ampla gama de sistemas com realimentação
negativa e referência nula. A sua função de transferência em malha
aberta é

G(s) =
Y(s)
U(s)

= cT(sI−A)−1b+d. (4)

Já em malha fechada, admitindo referência não nula:

F(s) =
Y(s)
R(s)

=
KG(s)

1+KG(s)
. (5)
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F(s) =
Y(s)
R(s)

=
KG(s)

1+KG(s)
.

Utilizando ferramentas de análise de estabilidade de sistemas
lineares, como o critério de Routh, pode-se estabelecer a faixa de
valores do ganho K para que o sistema seja estável: K ∈ [K∗,K∗].
Este é um resultado bastante poderoso para sistemas lineares e seria
interessante contar com um resultado análogo para sistemas não
lineares. Em particular, uma ampla gama de sistemas não lineares
pode ser descrita por uma parte linear e uma parte não linear, como:

ẋ = Ax+bu, (6)

y = cTx+du, (7)

u =−f (y), (8)

em que f é uma função não linear da saı́da.
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Função pertencente a um setor

Definição 1.

Uma função f : R 7→ R é dita pertencer ao setor [k1,k2] se:

k1 ≤
f (y)

y
≤ k2 (9)
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Conjecturas sobre estabilidade

Conjectura 1 (de Aizerman)

Se o sistema (7) é estável com u =−Ky, ∀K ∈ [K∗,K∗], então é
estável para qualquer f (y) no setor [K∗,K∗].

Esta conjectura é falsa.
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Conjectura 2 (de Kalman)

Se o sistema (7) é estável com u =−Ky, ∀K ∈ [K∗,K∗], então é
estável para qualquer f (y) no setor [K∗,K∗] com inclinações na faixa
[K∗,K∗], isto é:

K∗ ≤
f (y)

y
≤ K∗

K∗ ≤
df (y)

dy

y
≤ K∗

Esta conjectura é falsa.
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Problema de L’ure-Postnikov

Dado K∗, verificar se (7) é estável para f pertencente ao setor [0,K∗],
assumindo A Hurwitz3, (A,b) controlável e 1+K∗d > 0.

Solução

Tome

V(x) = xTPx, P > 0,P = PT .

Derivando com respeito ao tempo:

dV(x)
dt

=ẋTPx+xTPẋ = (Ax+bu)TPx+xTP(Ax+bu) (10)

xT(ATP+PA)x+2uxTPb (11)

3todos os autovalores com parte real negativa
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Usando a equação de saı́da de (7):

cTx+du− y = 0 (12)

cTxu+du2− yu = 0 (13)

K∗cTxu+K∗du2−K∗yu = 0 (14)

K∗cTxu+K∗du2−K∗yu+u2−u2 = 0 (15)

K∗cTxu+(1+K∗d)u2− (K∗y+u)u = 0 (16)

Subtraindo (16) de (11):

dV(x)
dt

=xT(ATP+PA)x+2uxTPb−K∗cTxu− (1+K∗d)u2

+(K∗y+u)u

=xT(ATP+PA)x+2uxT(Pb− 1
2

K∗c)− (1+K∗d)u2

+(K∗y+u)u (17)
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Lema de Kalman-Yakubovich

Lema 1 (Kalman-Yakubovich).

Sejam Q ∈ Rn×n, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn×1 e v ∈ Rn×1 matrizes constantes
e ε, γ > 0. Assuma A Hurwitz, (A,b) controlável e Q > 0. Então,
existem P ∈ Rn×n, P > 0 e q ∈ Rn×1, tais que:

ATP+PA =−qqT − εQ,

Pb− v = γ
1
2 q,

se e somente se

Re
{

2vT(jωI−A)−1b+ γ
}
> 0, ∀ω ∈ R
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Fazendo a associação:

Q← Q A← AP← P

q← q ε← εγ← 1+K∗d

b← b v← K∗c
2

existirão P e q tais que

ATP+PA =−qqT − εQ,

Pb− K∗c
2

= (1+K∗d)
1
2 q,

se e somente se:

Re
{

K∗cT(jωI−A)−1b+1+K∗d
}
> 0, ∀ω ∈ R
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Re
{

K∗cT(jωI−A)−1b+1+K∗d
}
> 0, ∀ω ∈ R

Re

1+K∗
[
cT(jωI−A)−1b+d

]︸ ︷︷ ︸
G(jω)

> 0, ∀ω ∈ R

Neste caso, (17) fica:

dV(x)
dt

=− εxTQx− (qx)Tqx+2uxT(1+K∗d)
1
2 q− (1+K∗d)u2

+(K∗y+u)u

=−εxTQx︸ ︷︷ ︸
≤0

− [qx+(1+K∗d)u]2︸ ︷︷ ︸
≤0

+(K∗y+u)u︸ ︷︷ ︸
M

(18)
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Lembrando que u =−f (y), reescreve-se:

M =−[K∗y− f (y)]f (y) (19)

Por hipótese, f pertence ao setor [0,K∗], donde

0≤ f (y)
y
≤ K∗ =⇒

{
y < 0, K∗y− f (y)≤ 0, f (y)≤ 0
y > 0, K∗y− f (y)≥ 0, f (y)≥ 0

=⇒ M ≤ 0

Assim (19) é composta pela soma de três parcelas ≤ 0, donde:

dV(x)
dt
≤ 0

Dessa forma, aplicando o Segundo Método de Lyapunov, com a
candidata V , conclui-se que a origem é PE estável de (7) se

Re
{

1+K∗
[
cT(jωI−A)−1b+d

]}
> 0, ∀ω ∈ R
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Generalizando para qualquer setor

Convém ressaltar que a particularização para o setor [0,K∗] não faz
com que se perca generalidade, pois qualquer f pertencente setor
[α,β] para o sistema com função de transferência G(s) podem ser
transformados por

Ĝ(s) =
G(s)

1+αG(s)

f̂ (y) = f (y)−αy

com f̂ pertencente ao setor [0,β−α]
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Critério do Cı́rculo de Zames

Pode-se encarar a condição

Re
{

1+K∗Ĝ(jω)
}
> 0, ∀ω ∈ R, (20)

Re
{

1+(β−α)
G(jω)

1+αG(jω)

}
> 0, ∀ω ∈ R, (21)

como uma generalização do critério de Nyquist para sistemas não
lineares da forma (7).
Separando G(jω) em suas partes real e imaginária

G(jω) = U(jω)+ jV(jω), U,V ∈ R,

pode-se reescrever (21).
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Reescrevendo (21):

Re
{

1+(β−α)
G(jω)

1+αG(jω)

}
= Re

{
1+(β−α)

U(jω)+ jV(jω)
1+αU(jω)+ jαV(jω)

}
(22)

= Re

{
1+(β−α)

{
U(jω)[1+αU(jω)]+αV2(jω)

}
+ jV(jω)[1+αU(jω)−αU(jω)]

[1+αU(jω)]2 +[αV(jω)]2

}
.

(23)
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1+(α+β)U(jω)+αβU2(jω)+αβV2(jω)> 0

1
αβ

+

(
1
α
+

1
β

)
U(jω)+U2(jω)+V2(jω)> 0

1
αβ
−

(
1
α
+ 1

β

)2

4
+

(
U(jω)+

1
2α

+
1

2β

)2

+V2(jω)> 0

1
αβ
− 1

4α2 −
1

4β2 −
1

2αβ
+

(
U(jω)+

1
2α

+
1

2β

)2

+V2(jω)> 0

− 1
4α2 −

1
4β2 +

1
2αβ

+

(
U(jω)+

1
2α

+
1

2β

)2

+V2(jω)> 0

−

(
1
α
− 1

β

)2

4
+

(
U(jω)+

1
2α

+
1

2β

)2

+V2(jω)> 0

Que é a equação do complemento de um cı́rculo no plano complexo

centrado em
(
−1

2

[
1
α
+ 1

β

]
,0
)

com raio 1
2

[
1
α
− 1

β

]
.
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