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Motivacao

@ Sistemas podem ser intrinsecamente nao lineares, demandando
um tratamento mais sofisticado do ponto de vista de ferramental
matematico para estabelecer propriedades como a estabilidade.

@ Por outro lado, os comportamentos mais complexos causados
pelas nao linearidades podem ser desejaveis, por permitirem
obter desempenho superior aquele obtido por leis de controle
lineares.
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Ha diversas técnicas de projeto de controladores que exploram efeitos
nao lineares, entre as quais:

@ Controle por modos deslizantes;
@ Controle adaptativo com modelo de referéncia;
@ Sistema Posicast,

@ Otimizacao de desempenho sujeito a limitantes sobre o sinal de
controle.

Os dois primeiros foram estudados em outra oportunidade, entao,
nesta aula, serdo enfocados os dois ultimos.
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Sistema Posicast

Para um sistema linear de segunda ordem, com o uso de controle
linear, nao é possivel atingir o valor de referéncia desejado em tempo
finito sem que ocorra sobressinal. Porém, a técnica conhecida como
Posicast, desenvolvida por Smith, O. J. M. (1957) permite atuar com
uma lei de controle nio linear simples que conjuga esses dois
requisitos: 1) atingimento da referéncia (em degrau) em tempo finito e
2) inexisténcia de sobressinal.

O conceito envolve a manipulagao da referéncia em degrau,
dividindo-a em duas partes, iniciadas em instantes distintos.
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Dado o sistema de segunda ordem com funcao de transferéncia:

Y(s) o>

n

Uls) 5%+ 2Em,s+ 02’

G(s) =

deseja-se atingir um valor r em regime estacionario. Aplicando um
sinal degrau de amplitude como referéncia:

em que 1(z) é o sinal degrau unitario:

1,t>0
l(t):{ 0,:1<0
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A saida associada sera solugao de:
F1.() + 280,31 (1) + 0py (1) = @un (1),

Admitindo a forma para solugdo da parte homogénea:

(0 =ac,
tem-se

A2 426w, + 0 =0,

donde

Ao = (—E_.j: \/5,27—1> W,,
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Assumindo que o sistema é submartecido (0 < & < 1), para que haja
atingimento da referéncia em tempo finito:

Mp= <—§ij\/ 1 —§2> Oy,
resultando que

Yi(0) = are VIR0t (TR o
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Uma candidata a solugao particular é:

donde a solugao geral tem a forma:

(1) =/ (1) + Y7 (1)
Qa1e(7§+]” - )m"t—l—ocaze(*g*j” 17.22)@”:4_1(0

oSV IR g [Ty

ae

Partindo, agora, de condigdes iniciais nulas, i. e., y1(0) =y1(0) =0e
admitindo continuidade em r = 0*:

a+a+1=0
—&(aj+ay)+jy\/1—-8&(a—az) =0
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Donde:
ar=-—-a;—1
E—Jj\/1—-E2(1+2a)=0
_ & 1
)= —]———— — —
2 12 ﬁ—&z 3
1

. & .
a| = j—————— =a,.
hvice 20 @
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E a solugao é:

i (1) :a]e(fhj\/lféz)wnt_i_ale(f&fj\/lféz)wnt+ 1(1)
1(r) +2Re {ale(_gﬂv 1“52)""”}
1(1) + e 5*12Re {aldv 1*‘52‘”"[}

cos (/1T - —Een (mw)]
1()— \;f%z sen <\/@mnt+amsg> .

1(£) + e
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Pela linearidade do sistema, se u; (1) = A11(t):

1(r) — % sen <\/ 1 —ézmnt—i—acos&)] .
O pico de yi(r) ocorre quando y1(z,) = 0, em que:
jq(ﬁ::Alam\;;%?éz[&sm1<\/1——ﬁzamt+%wos§>-+
—\/L—?Uﬁ(ﬂl—&%%%HN%&)]

donde

&m(Vq—?®@+wm%>—vq—é%m<VT—?®@+mmﬁ>:0
sen (ﬂwp +acosé — acos§> — sen <ﬂmntp> 0. -

Rubens J M Afonso Utilizacéo intencional de nao linearidades



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 12/ 26

o
sen|4/1— 20)t>—0:> 1 -8, =TT — 1, = ———.
( & ntp \ , g ntp 74 \/@mn

,>0
Substituindo este valor na resposta, encontra-se:
&n

yi(ty) =A1 |1 — ———==sen(n+acos§)

/g

__&
A {l—i-e Vléz].

Q
1
|
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Dessa forma, para atingir a referéncia r em ¢, = ——~——, basta
P 9 P 1-8aw,

aplicar a entrada:
731 (t) = A l(t),

em que

__ &
yiltp) =r = A [1+e Vliz} =r

-
Al = — %
14+e VI-€

Contudo, com isso, o valor maximo seria igual a referéncia e depois o
sinal seria sempre menor do que ela, tendendo a A| quando ¢ — oo.
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Por outro lado, como o sistema ¢ linear e invariante no tempo,
aplicando um sinal de entrada a partir de 7, dado por:

ur(t) = Ar1(t —1,),

a resposta seria

[ —&w, (1—1p)
e
y2(t) =A; 1—sen<\/1—§20)n(t—tp)—|—acos§> ,t> 1,
V1-82

&n
eVi-¢ efg(")nt
A2 1—W%n(vl—ézmnt—l-acosg—ﬂ) ,t>tp

&n
e\/]—ﬁ,z e*&(&)nt
A2 l+ﬁsen \/l—gzwnt—l—aCOS& 3 t>tp,

com y(1) =0, t < t,. Isto &, a resposta total seria dada por:
(1) = y1(2) +y2(2). ==
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No intervalo 0 <7 <1,:

1— \;% sen (Mwnmacos&)] :

y(t) =4,

Japarat>1,
e*iwnt
y(t) =A; [1— \/177&2 sen (\/@wnﬁ— acos&)
&n
e\/1—§2 efgwnt
+A2 1+ﬁsen <\/@(ﬂnt+acos&)

133 e—?’;m,,t
Vi-g _ B )1 g2
(AQE 1-£2 A1> msen( 1-& (Dnt+acos?;>] .

=
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Parat>1,

En efﬁu),,z
y(t) =A1 +Ax+ <Azem —A1> \/ﬁ sen (Mwnt—i-acos@)
Tomando

& _t r r

__ & T &n
I4e Vi€ 14eVi®

o termo em destaque na expressao de y(¢) se anula, restando

r r
y(t) :Al +A2 = &n + &n - I",

l4e VI8 14V %

isto é, o valor da saida permanece precisamente no valor da
referéncia de 7, em diante. _ _
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Implementagao do Posicast

O Posicast requer uma parte linear de controle para que o sistema se
comporte como um sistema de segunda ordem com fator de
amortecimento § e frequéncia natural ®, desejados (que estdo
relacionados ao tempo de atingimento desejado da referéncia) e uma
parte nao linear, que detecta o pico da resposta ao primeiro degrau
u; () e aplica o segundo degrau u,(t). Para essa detecgdo, convém
lembrar que o pico ocorre quando y(¢) = 0 pela primeira vez quando
t > 0, bastando entao verificar quando a derivada se anula pela
primeira vez.
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Exemplo de uso do Posicast

Assumindo que o sistema se comporte como

100
s24+10s+100°

G(s) =

isto €, o sistema linear em malha fechada tenha um par de polos
complexos conjugados com & = 0,5 e ®, = 10 rad/s, resultando em

t, = N ~ (0,3628 5. Admitindo o valor desejado de r =5,
podem-se calcular as amplitudes dos degraus:
r r
A= ———— ~42991, Ay = 7 ~ 0,7009.
l+e VI8 1+eV1-8

Os resultados de simulagao podem ser vistos a seguir.

=
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Otimizacao sujeita a restricoes sobre a excursao do sinal de

controle

Seja o problema de controlar o sistema linear:
X = Ax+ Bu, (1)

em gue se deseja obter a lei de controle para comportamento 6timo
do sistema com respeito ao indice de desempenho
J=[ x"(nox(r)dr, (2)
=0
com Q > 0, frequentemente associado a uma operagao econémica do
sistema, evitando grandes excursdes de cada estado. Ainda, o
sistema esta sujeito a restricoes sobre a excursao do sinal de controle:

|ui| < @,

=

sendo u; a i-ésima componente do vetor de controle.
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Definindo uma fungéo candidata de Lyapunov:
V(x) = x" Px,
com P > 0, tem-se a derivada temporal dada por
V(x) =x'Px+x!Px.
Substituindo x de (1):
V(x) = (Ax+ Bu)” Px+x" P (Ax + Bu)
x' (A"P+PA)x+u'B"Px+x"PBu
x' (ATP+PA)x+2u"B"Px.

Recordando o problema da solucdo da Equacao de Lyapunov, se o
sistema em malha aberta for estavel (i.e., a matriz A € Hurwitz)
pode-se encontrar P = PT > 0 que resolve a equagio:

ATP+PA=—Q

em que Q > 0 € uma matriz dada.
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V(x) =x' (ATP + PA) x+2u’B'Px = —x"0x+2u’B'Px  (3)
daJ
— = 4+2u’B"Px. 4
7 (4)
A primeira parcela do lado direito de (3) resulta em um termo ND, pois
0O > 0. Pode-se manipular a segunda parcela do lado direito de (3)
para se obter 2u’ B Px < 0 e, aplicando o Segundo método de
Lyapunov, concluir que o sistema é assintoticamente estavel. Porém,

adicionalmente, requer-se minimizar o indice (2), o que pode ser feito
integrando (4):

/V(x)dt: / detJrZ/ u’ BT Pxdt,
=0 =0 dt

V(x(e0)) = V (x(0)) = —J +2 /_0 u’ BT Pxd.
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V (x(e0)) = V(x(0)) = —J 42 / :) u’ BT Pxdt,
J =V (x(0)) = V(x(c0)) 42 / :) u’ BT Pxadt,

por outro lado, se o sistema for assintoticamente estavel,
V (x(e0)) = xT(e0) Px(e0) — 0, uma vez que x(0) — 0. Donde

J= v(x(0) +2/ u'B'Pxa,
—— =0
x7(0)Px(0), valor fixo

em gue se nota que apenas a segunda parcela (em destaque) é
variavel, isto é, pode ser manipulada visando minimizar J.

=
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/ u’ BT Pxdr.
=0

A fim de minimizar este termo, e considerando os limites sobre as
componentes do vetor u, a lei de controle que minimiza J é:

u;(t) = —i;sgn (biTPx) ,

em que b; é a i-ésima coluna da matriz B.

Conclui-se que a lei de controle 6tima consiste em saturar o sinal de
controle em seus batentes inferior ou superior a todo instante, a
depender do sinal do termo b/ Px.
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Exemplo de aplicagao de controle 6timo sujeito a restricdes

sobre a excursao do sinal de controle

Resulta

_ 11,8333 0,5000
~ 10,5000 0,3333|"
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Nota-se intenso chaveamento no sinal de controle a medida em que o
estado se aproxima da origem. Em uma implementacgao pratica, esse
efeito pode ser indesejavel. Uma forma de lidar com isso seria
suavizar o controle em uma vizinhanga admissivel da origem.
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