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Motivacao para estudo de sistemas nao lineares

@ Pergunta: por que estudar sistemas nao-lineares?
@ Resposta: A maior parte dos sistemas reais é nao-linear.

Exemplo: veiculo subaquatico

@ v: velocidade

@ u: aceleragao (entrada manipulada)
@ ay4: arrasto
@ m = 1: massa
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Modelo matematico

e DUl

—

ad
Da segunda Lei de Newton:
ZF = ma =mv, (1)
V=u— aq, (2)
aq = ‘V‘ v, (3)
v+ vv=u. (4)

Obs: arrasto se opde ao movimento e aumenta com o quadrado do
modulo da velocidade. =
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Resposta a pulsos de amplitude diferente

Estudemos o comportamento para as seguintes entradas:
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As saidas sao ilustradas a seguir:
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Comportamento nao linear:
@ Entrada u; = 4u;, aplicada a um sistema linear — saida
escalonada pelo fator de 4.
@ Saida simulada: regime estacionario da velocidade v, é apenas
2 vezes o valor de v;. =
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Reformular as técnicas de analise/sintese

@ Técnicas importantes de andlise/sintese ndo sao aplicaveis a
sistemas nao lineares, p. ex., transformadas de Laplace e de
Fourier.

@ Usando controladores nao lineares e/ou considerando as nao
linearidades intrinsecas da planta € possivel obter desempenho
superior do sistema de controle.

@ Ressalva: para uma parte consideravel de sistemas nao lineares
praticos, técnicas de sistemas lineares aplicadas na vizinhanca
de um ponto de equilibrio resultam em desempenho satisfatorio,
como em aeronaves. Mesmo assim, muitas vezes isso é
realizado para um certo nimero de pontos no envelope de voo,
comutando entre as leis de controle lineares obtidas de acordo
com a condigao de voo atual. Essa € uma técnica nao linear
chamada de escalonamento de ganhos (gain scheduling). __ ! _
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Formalizacao

Sistemas nao lineares dinamicos a tempo continuo podem ser
modelados como Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs):

% = f(x1), (7)

em que f é uma fungao nao linear.
Se houver entrada externa u, tem-se

x = f(x,u,7). (8)

Caso o sistema opere em malha fechada e u seja a variavel
manipulada, u = g(x,t), entdo se pode reescrever (8) como (7).
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Classes de nao linearidades

Em termos de suas propriedades matematicas, as nao linearidades
podem ser classificadas como:
@ Continuas: podem ser localmente aproximadas por funcoes
continuas. Ex.: f(x) = x°.
@ Descontinuas: ndo podem ser localmente aproximadas por

fungdes continuas com precisao arbitraria. Ex.: Relé ideal

1 x>0

f(x)_{_l x<0' 4 f(x)

Presente em uma variedade de
sistemas, incluindo satélites.

Figura: Relé ideal.

Rubens J M Afonso Fendmenos nao lineares



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Alguns comportamentos de sistemas nao lineares

Alguns comportamentos de sistemas néo lineares que os diferenciam
de sistemas lineares:

@ Multiplos pontos de equilibrio com caracteristicas diferentes de
estabilidade;

@ Ciclo limite;
© Bifurcacéo;
© Caos.
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Multiplos pontos de equilibrio

Sistemas nao lineares podem possuir mais do que um ponto de
equilibrio, sendo que, para um mesmo sistema, podem existir pontos
de equilibrio estaveis e pontos de equilibrio instaveis.
Ex.: ¥ = —x+x2.
Em equilibrio x = 0:

—x+%=0

x1=0ex=1

Realizando a mudanca de variaveis:

X =X+ 0x,
e substituindo na EDO:

&k = — (X4 0x) 4 (X +0x)% = — (R +x%) —8x 4 2x8x + (Sx)?

N——
0

&k =(2% — 1)8x + (8x)? ==
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&k = (2% — 1)dx + (8x)2
Para pequenas variagdes dx em torno de x:

Ok~ (2x —1)dx

x=0 x=1
Ok ~ —Ox Ok ~ Ox
Estavel. Instavel.
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Ciclo limite

Sistemas nao lineares podem apresentar oscilagdes de amplitude e
periodo constantes, independentemente das Condigoes Iniciais (Cls).
Ex. 1: Equacéo de Van der Pol

i+ (2 —1i4+kx=0

Desejavel para construir osciladores.
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Ex. 2: Suponha que um condicionador de ar sera utilizado para
manter a temperatura de uma sala em torno de R =25°C. A
temperatura fora da sala é T em °C, de modo que a sala troca calor
com o ambiente. Seja a temperatura x em °C da sala dada por

L T
X o (T—x)+u

constante

Com u dado por:

Em que e = R —x € o erro entre a temperatura desejada Rem °C e a
temperatura atual x. .
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Em Malha Fechada (MF):

Suponhamos que a sala inicialmente se encontre em equilibrio
térmico com o ambiente, assim x(0) = 7, com T = 35°C:

e(0) =R—x(0)=—-10°C - u=—B.
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Com u = —B no intervalo 0 < T < ¢;, tem-se a EDO para a

temperatura:
f=a(T—x)—B
i+ox=0T—f
4 (e%x) = ek + oe™x
dt
d

& (e%x) = e*(aT —B)

/orjt (e%x)dt = (o — B)/OT e™dt
OCT—B ot o
= P )
_ocT—B]+ocT—B

x(t)=e*" [x(O) o o
A
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(1) = e [x(O) _or- B} LOT=P

(04 (04

Em particular, como x(0) = T, tem-se:

para0 <1 < 1.
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Assumindo valores:
e oa=1x103s1;
e BP=2x10"2°C/s;
e lembrando que T = 35°C:

x(1) = 154-20e 0017,
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x(1) = 154-20e 00017,
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Fazendo x(t) = 24, calcula-se o instante t; em que o erro e = 1:

24-15
—1000log ——— =798,5 s

_ —
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Quando e = 1, o valor do sinal de controle u comuta para u = 0:

-1 1
0 e
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Com u =0no intervalo t; <1 < 1p, tem-se a EDO para a temperatura:

x=a(T —x)

x+ox=oT

= (e%x) = ek + oe™x

dt
K d o K ot
/ —(e x)dt:OLT/ edt
t dt 51
" x (1) — e™x(ty) = T(e** — ™)

x(1) = T+e " Vx(ny) ~ 7]

(ewx) =e%aT
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x(t) = T4 e [x(1) - T,

X(T) — 35 _ 11670,001(’57798,5).
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Fazendo x(t) = 26, calcula-se o instante , em que o erro e = —1:
35-26

1 =798,5—1000log = = 9992 5
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Quando ¢ = —1, o valor do sinal de controle u comuta novamente
para u = —p:
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Quando ¢ = —1, o valor do sinal de controle u comuta novamente
para u = —p:
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Nesse caso a EDO volta a ser
x=o(T—x)—P

(1) = o T1) [x(tz) _ OCTa— [3] n (xTa—[S

X(T) =15+ 11870,001(‘67999,2)

e a temperatura desce novamente até atingir 24°C e o controlador
comutar para u = 0, fechando o ciclo.
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X(T) =15+ 118—0,001(’!:—999,2)

Fazendo x(t) = 24, calcula-se o instante 3 em que o erro e = 1:

24 —-15
13 =999,2 —10001og =1199,8 s

Entao, a amplitude é de 2°C de oscilagdo da temperatura e o periodo
€ Tose =t3 —t; = 1199,8 — 798,5 = 401,3 5.
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A amplitude e periodo de oscilagdo permanecem os mesmos partindo
de outras temperaturas iniciais.
30 T

29r] 1

0 1000 2000 3000 4000
Tempo [s]
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Bifurcacao

Caracteristicas mudam conforme variagao nos parametros. P. ex.,
numero de pontos de equilibrio. Ex.:

f—ox+x=0

=0 %+ =0—x,=0

a>0: ¥ —ox+x=0
N~~~
=0, equilibrio
Xeq; =0
3
xeq—axeq:0—> Xegy = /O
Xegy = —V/ O
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Comportamento muda consideravelmente com pequenas variagoes
nas Cls. Dificulta a previsao do comportamento mesmo em sistemas
deterministicos. Ex.: Previsdo do tempo, circuito de Chua.

Circuito de Chua?

A iR
. Gp
i R IR

N\ +[(G-GaE

4

G, E
L C,—— Vv, Vi—Cy VR -E . Vg
-(Gpo-G,)E .

v

7

2M. P. Kennedy, Three Steps to Chaos - Part II: A Chua’s Circuit Primer, IEEE
Transactions on Circuits and Systems - I: Fundamental Theory and Applications, V.W
40, n. 10, pp. 657-674, 1993

Rubens J M Afonso Fendmenos nao lineares



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica 28/ 29

i R iR
+ + +
L C,0 - V2 vi—C VR
1
X1 = —sz
1 G
X2 = axl - E(Xz —X3)
Cg]x G+G, G,,C—lGuE x3< —E
X3 = CQIXZ—G%IG")Q , |)C3’ <FE
Cglxz — GZIG” + G”C;IG“E ,x3>FE

X| =1, Xp =V, X3 =V
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Assumindo valores:
e G =550 uS;

o L=18mH;
o C1 =10 nk;
o G, = —409,091 S, «E—1V:
5 y . N - 7
—x(0) = [1,81mA 222,014mV — 2,286V’
—x(0) =

[1,81mA 222,000mV —2,286V]"

% 0.002

0.004 0.006 0.008 0.01
Tempo (s)

Rubens J M Afonso Fendmenos nao lineares



