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Analise grafica de trajetérias de sistemas no plano

Complexidade de analisar sistemas nao lineares:
@ Impossivel usar o dominio transformado;

o Dificuldade em integrar as equacdes numericamente (fenémenos
como caos e nao linearidades descontinuas podem dificultar o
processo de integracdo numérica).

Uma primeira estratégia consiste em resolver graficamente para
diversas Cls, obtendo uma familia de trajetérias do sistema néo linear:

x = f(x,1) (1)

Por ser um método grafico, restringe-se a sistemas de ordem 1 ou 2,
isto é, em que x € R ou x € R2.

=
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@ Vantagens:

e visualizagao da familia de trajetorias fornece um profundo
conhecimento do comportamento do sistema;
e simplicidade de construgao.

@ Desvantagem: restrito a sistemas de ordens 1 ou 2.
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Construcao do plano de fase

Usualmente se associam as variaveis:
@ x ao eixo das abscissas,
@ X ao eixo das ordenadas,
pois muitos sistemas praticos podem ser descritos por:

X =f(xx) (@)

Contudo, pode-se generalizar para quaisquer variaveis de estado

i1 = fi(x1,x2) 3)
iy = fo(x1,x2) (4)
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Determinacgao analitica

Podem-se encontrar as trajetorias resolvendo as EDOs analiticamente
e eliminando o tempo.
Exemplo: oscilador harmonico

X=—x
Solucao:
x(1) = Acos(i +)
%(1) = ~Asen (1 +9)
donde:

2+ =A?
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21l =A2

Familia de circunferéncias centradas na origem com raio A.

A
As

an
W

v
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Solucao implicita

Alternativamente, pode-se resolver a EDO:

dxi _fi (x1,%2)
dxy  f(x1,x2)

Exemplo: oscilador harménico

X = —x.
Variaveis de estado:

X] =X

Xy =X

donde:

X1 =x2 =fi(x1,x2)

Xy = —X1 :fz()q ,Xz) = =
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. _fileix)  x
de f2 (x1 ,Xz) X1
donde:

/xldxl —I—/de)(z =0
2 2

1.5

—4+=4C=0

2 + 2 +

2
Tomando C = —4-, tem-se

x%—l—x% = A?
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Método das iséclinas

Método grafico a partir do conhecimento dos valores o das tangentes
as trajetdrias para cada ponto do plano x; x x;.

dvn _plux)
dxr  fi(x1,%2)

Isdclina: lugar geométrico dos pontos no plano x; x x; dos pontos
que apresentam a mesma inclinagao o.
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Exemplo: oscilador harménico

dX2 X1 .
— = —— =0 — x1 + 0oy = 0 (retas passando pela origem)
dx1 X2
d
0=0: 2_05x=02
dxq
a=1: x1+x=0

oa=—1: XI*JQZO
d

oL=oc0: ﬁ:O—ml:O 2
dX2

2Constante e passando pela origem. =
2Constante e passando pela origem.
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Exemplo: oscilador harménico

dXQ X1 .
— = —— =0 — x1 + 0oy = 0 (retas passando pela origem)
dx1 X2
d
0=0: 2_05x=02
dxq
a=1: x1+x=0

oa=—1: XI*JQZO
d

oL=oc0: ﬁ:O—ml:O 2
dX2

2Constante e passando pela origem. =
2Constante e passando pela origem.
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Exemplo: equacgéo de Van der Pol
¥4+02(x* —1)i+x=0
Variaveis de estado:

X1 =X

I
=

X2
No espaco de estados:
¥ = x2 = fi(x1,%2)

iy = —0.2(x — 1)xa —x1 = fo(x1,%2)

Assim:
dxy —0,2(x% —1)x; —x
dx; X -
Donde:
0,2(1 =50 —x3)x; —x; =0 =

Rubens J M Afonso Plano de fase



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

(1—50—x3)xy —5x, =0

Tabelando para valores de @, x| € x>:

X2
a=0 a=1 a=—1

X1 (l—x%)xz—lezo (—4—x%)x2—5x120 (6—x% X, —5x1 =0
0 0 0 0

1 ) -1 1

2 —3.,33 —1,25

5 —1,04 0,86 —131
10 ~0,505 —0,48 ~0,53
1 —oo 1 -1
-2 3,33 1,25 -5
-5 1,04 0,86 131

~10 0,505 0,48 053 .
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A a=0
X2
a=0
X1 (1 —x%)xz —5x=0
0 0
1 oo X
2 -3,33 >
5 —1,04
10 —0,505
| oo
-2 3,33
5 1,04
—10 0,505
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A a=0
a=1
X2
a=1
X1 (747x%)x2—5x1 =0
0 0
1 —1 X
2 ~125 >
5 -0,86
10 —0,48
-1 1
-2 1,25
-5 0,86
—10 0,48
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A a=0
v =1
a=-1
X
a=-—1
X1 (6—x% X, —5x1 =0
0 0 .
1 1 X
2 5 >
5 —131
10 -0,53 B
-1 -1
-2 -5
5 131
-10 0,53
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A a=0
v =1
a=-1
X
a=-—1
X1 (6—x% X, —5x1 =0
0 0 -
1 1 S X
5 —131 ;
10 -0,53 —
-1 -1
-2 -5
5 131
-10 0,53
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Exemplo: Retomando o exemplo do condicionador de ar, ha duas
possibilidades de equagdes diferenciais a depender do valor da
temperatura x:

i) x=—ox+ (al —B) =a(15—x),
i) ¥ = —ow+ ol = o35 —x).
A comutagao entre estas retas ocorre em x = 26°C (de i para ii) e em

x =26°C (de ii para i). Desenhando a trajetdria partindo de
x(0) =35°C:
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Exemplo: Seja o sistema de controle

0 + u 1 0
s+a =
) s

Tem-se:

6 =sgn(—6 —ab) = —sgn(0+ab)
0 + a6 = 0 (reta de comutacao).

Entao, é necessario analisar dois casos:

)0 +ab <0,
i) 0+ ad > 0. — A
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Caso i:
N0+ab<0=0=1,
donde
0(r) = 6(to) + [t — o], (5)
. 1
0(1) = 6(t0) +B(10) 1 — t0] + 5[t — 10]? (6)

Isolando [t — #p] em (5) e substituindo em (6):

6(r) = B(10) + 6(10)[6(1) — 6(10)] + 5 [6(1) — B(10)]”

2
= 6(10) + 0(10)8(1) — [8(10)]* + 5 001 — 0(1)8(1) + 3810
Reordenando:
0(1) = 5 [0 ~ 58(10)]> +6(10) Dy

Rubens J M Afonso Plano de fase



Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

Caso ii:
i0+a0>0=0=—1,
donde
0(1) = 6(10) — [t — to], (8)
. 1
8(t) = 6(t9) +6(to)[t — to] — 5[t—to]2 9)

Isolando [t — #p] em (8) e substituindo em (9):

6(r) = B(10) — 6(10)[6(1) — 6(10)] — 5 [6(1) — B(10)]”

2
= 6(10) — O(10)8(1) + [8(10)]> — 5 01T+ (1)8(1) — 3810
Reordenando:
(1) = —5 ()] + 5 [0(10)) +6(10) (10
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De (7) e (10), as possiveis trajetérias no plano  x 8 sao parabolas.
Desenhando estas parabolas para vérios valores de Cls e a reta de
comutagdo para a = 5, além de uma trajetdria representativa partindo
de 8(0) =5 e 6(0) = 0 tem-se:
5
4

Tempo (s)
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